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В книге излагается геометрическая теория 
интегрирования по ориентированным многообра- 
зиям в многомерных пространствах. Автор стре- 
мится прояснить лежащие в основе этой теории 
геометрические и аналитические факты и дать 
полные и ясные доказательства основных теорем. 

Книга рассчитана на математиков — специали- 
CTOB NO функциональному анализу, топологии 
и др.; может служить также ценным пособием 
для студентов старших курсов и аспирантов-мате- 
матиков, специализирующихся в соответствующих 
областях. 


Редакция литературы 
по математическим наукам 


Ip educnosue 


В различных областях математики и ее приложений, в част- 
ности в дифференциальной геометрии и в физике, часто прихо- 
дится интегрировать некоторую величину по г-мерному многооб- 
разию М в п-мерном пространстве Е”, например по поверхности 
в обычном трехмерном пространстве. Если многообразие М (или 
некоторую его часть) рассматривать как образ куска г-мерного 
пространства Е”, то интегрирование по М сводится к интегриро- 
ванию в Е”, где применяется стандартная теория. Однако если 
величина, которую мы интегрируем, определена в области R, 
содержащей М, то важно знать, каким образом интеграл по М 
зависит от положения многообразия М в Е". Таким образом, 
интеграл по М мы должны рассматривать как функцию от поло- 
жения многообразия М в Е”. Главная цель этой книги состоит 
в изучении этой функции в широких геометрических и аналити- 
ческих предположениях. 

Начиная с гл. V, мы пользуемся аксиоматическим подходом. 
Требуя лишь, чтобы г-мерное интегрирование в п-мерном про- 
странстве обладало простейшими естественными свойствами, мы 
приходим к теории, которая в точности оказывается теорией ин- 
тегрирования дифференциальных форм весьма общего характера. 
Тем самым отчетливей выявляется роль дифференциальных форм 
в теории интегрирования, и в то же время значительно возрастает 
размах этой теории. 

Рассматриваемый нами вопрос требует понимания геометриче- 
ских свойств „направления“ г-мерного элемента в п-мерном про- 
странстве и, конечно, основ анализа функций нескольких перемен- 
ных. Классическая трактовка, использующая системы координат, 
приводит иногда к очень длинным формулам, которые частично 
зависят от выбора системы координат и не проясняют лежащие 
в основании геометрические идеи. Поэтому в первой части книги 
мы даем полное описание этого материала в элементарном изло- 
жении. В настоящее время постепенно входит в употребление гео- 
метрический подход; мы надеемся, что первые главы помогут 
сделать эти методы доступными широкому кругу читателей. 
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Общее представление о книге можно получить из вводной 
главы; мы показываем, как простейшие предположения приводят 
к основным применяемым методам, и иллюстрируем эти методы, 
в частности, на трехмерном случае. Чтобы получить более полный 
очерк результатов, можно прочитать вводные страницы к тем или 
иным главам. Подготовительный материал, находящийся в некоторой 
степени за пределами нашего исследования, но используемый 
в различных частях книги, собран в приложениях. 

Книга распадается на три части. Первая часть, посвященная 
классической теории, приводит нас к теории интеграла Римана; 
мы включаем в эту часть также изучение гладких (т. е. диффе- 
ренцируемых) многообразий. Первые главы должны быть доступны 
начинающему аспиранту. Во второй части, где излагается общая 
теория, дается аксиоматический подход. Эта часть рассчитана на 
более зрелого читателя. В последней части мы продолжаем изла- 
гать общую теорию, используя интеграл Лебега. 

За исключением тех мест книги, где рассматриваются гладкие 
многообразия, мы всегда остаемся в П-мерном евклидовом про- 
странстве Е”. Применяя как орудие нормированные пространства, 
мы используем метрику пространства Е”, однако основные гео- 
метрические идеи и теоремы не зависят от этой метрики. Изуче- 
ние гладких многообразий в гл. [У лежит за пределами основной 
идейной линии этой книги; этот материал включен ввиду его боль- 
шого интереса и приложений. Мы доказываем теорему де Рама 
элементарными средствами (наше доказательство очень похоже на 
первоначальное доказательство де Рама). При таком изложении 
эта теорема тесно связана с теоремой, выводящей когомологиче- 
ские свойства комплекса из абстрактной теории интегрирования; 
см. § 12 гл. VII. оо 

Другие изложения, имеющие некоторое отношение к первой 
части нашей книги, читатель может найти в упоминаемых ниже 
книгах Бурбаки (в связи с гл. Г), Лихнеровича (в связи с гл. I, 
Пи Ш) иде Рама (в связи с гл. IV). 

Дадим теперь краткое описание нашего подхода к общей за- 
даче г-мерного интегрирования в п-мерном пространстве. „Интег- 
рал“ есть нечто, определенное на г-мерных ориентированных 
клетках и на линейных комбинациях клеток; таким образом, он 
оказывается функцией полиэдральных г-мерных цепей. Эта функ- 
ция Ллинейна, и поэтому мы называем ее „коцепью“. В линей- 
ном пространстве полиэдральных цепей мы определяем две нормы: 
бемольную“ норму | А |Ри „диезную“ норму | A|*. Коцепи, являю- 
щиеся ограниченными функциями в одной из этих норм, называются 
соответственно „бемольными“ или „диезными“. Прямое доказа- 
тельство устанавливает, что произвольная диезная коцепь соответ- 
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ствует некоторой дифференциальной форме — в том смысле, что 
значение этой коцепи на любой полиэдральной цепи равно интег- 
ралу от соответствующей формы по цепи. Таким образом, теория 
некоторого класса дифференциальных форм выводится из простей- 
ших предположений относительно интеграла. Аналогичная теорема 
в бемольном случае принадлежит Уолфу. 

В случае п-мерного интегрирования в п-мерном пространстве 
„‚бемольная“ теория эквивалентна лебеговской теории ограниченных 
измеримых функций. Для получения всех локально суммируемых 
функций следовало бы определить пространство коцепей более 
общим образом, чем это возможно с помощью нормы. Мы не 
знаем никаких условий, просто выражаемых в Г-мерном случае, 
которые во всех случаях приводили бы к дифференциальным фор- 
мам, а в п-мерном случае — ко всем измеримым локально сумми- 
руемым функциям. На вводных страницах гл. У мы указываем 
условия, приводящие к произвольным непрерывным формам. См. 
также вводные страницы гл. УШ. 

Области интегрирования при r >O всегда ориентированы; мы 


имеем fe = — f ©, или в терминах коцепей Х’. (— А) = —Х.А. 
-А А 


В теориях, где свойства ориентации не играют никакой роли, мы 
предпочитаем рассматривать интегрирование как нульмерное; см. 
последний параграф введения. Так как пространства полиэдраль- 
ных цепей снабжены нормами, то мы можем „интегрировать“ по 
любому элементу пополнений этих пространств, т. е. по любой 
„бемольной цепи“ или „диезной цепи“. Один из типов бемольной 
цепи задается ориентированным (кривым) куском г-мерного много- 
образия в Е”. Мы покажем это при весьма общих условиях в гл. Х. 
Другой тип бемольной цепи определяется с помощью непрерывной 
суммируемой функции в Е", значениями которой являются г-век- 
торы, см. $ 7 гл. VI (а также § 25 введения). В этом случае 
интеграл, кажущийся п-мерным, можно интерпретировать как 
‚ Т-мерный интеграл. | 

Дифференциальные формы, возникающие из бемольных коцепей, 
называются „бемольными“ формами. Они являются измеримыми 
функциями, удовлетворяющими двум условиям ограниченности. 
Пользуясь свойствами бемольных коцепей, мы выводим обычные 
свойства форм: существуют как внешний дифференциал dw (хотя 
он может оказаться не определяемым посредством дифференциро- 
вания), так и образ f*w формы ®, если f есть липшицевское 
отображение. Поэтому с помощью бемольных форм можно (как 
и в теореме де Рама) изучать когомологии с действительными 
коэффициентами в полиэдрах (и: в лилшицевских пространствах, 
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см. ниже). В частности «›-произведение бемольных форм анти- 
коммутативно и подчиняется другим обычным соотношениям для 
произведений коцепей. 7 

Определяется „масса“ бемольных и диезных цепей. В послед- 
ней главе мы изучаем строение диезных цепей конечной массы. 
Можно найти „часть Ао цепи А“ в любом борелевском множе- 
стве Q. Обобщая понятие г-вектора г-мерной ориентированной 
клетки, можно определить г-вектор {В} любой г-мерной цепи В. 
Если теперь задана цепь А, то Ф (9) = {Ао} будет аддитивной 
функцией борелевского множества в Е”, значениями которой 
являются г-векторы. Мы показываем, что эта функция множества 
характеризует цепь А. Теория этих цепей становится теперь тео- 
рией этих функций множества. 

В теории обобщенных функций и потоков в многообразии 
(принадлежащей Л. Шварцу и Ж. де Раму, см. цитируемую ниже 
книгу де Рама) отправляются от простого пространства форм 
(коцепей) и получают потоки (в число которых входят гладкие 
особые цепи) как линейные функции форм с некоторыми условиями 
непрерывности. Мы поступаем как раз наоборот: отправляясь от 
цепей, мы получаем коцепи как линейные функции. Ввиду этого 
получаемые нами пространства коцепей и цепей совершенно отличны 
от указанных выше пространств форм и потоков; подробное изу- 
чение наших цепей и коцепей имеет мало общего с обычной тео- 
рией потоков. | 

С другой стороны, отправляясь от гладких особых цепей в ри- 
мановом многообразии и вводя последовательности полунорм, можно 
получить непосредственным предельным переходом различные про- 
странства потоков и обобщенных функций. Этот метод, сулящий 
некоторые преимущества по сравнению с обычным, был предло- 
жен Джеймсом Илсом младшим в статье ,Geometric aspects of 
currents and distributions“, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 41 (1955), 
493—496. 

_  Истоком этой книги послужило изучение интегрирования в 
„липшицевских пространствах“; см. Algebraic topology and integ- 
ration theory, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 33 (1947), 1—6. Teo- 
PHA интегрирования в евклидовом пространстве в TO время была 
в основном ограничена случаем диезных коцепей (они назывались 
„тензорными коцепями“). Открытие Дж. Х. Уолфом в диссертации 
„ Гензорные поля, связанные с липшицевскими коцепями“, Гарвард, 
1948, того, что бемольные коцепи (тогда называвшиеся липши- 
цевскими коцепями) соответствуют ‘дифференциальным формам, 
повело к фундаментальному изменению точки зрения. Изучение 
интегрирования в евклидовых пространствах вышло на первый 
план; так как было обнаружено, что теория коцепей может быть 
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построена с помощью норм цепей, то эти нормы стали основным 
аппаратом. По соображениям экономии места, липшицевские про- 
странства были в конечном счете исключены из книги; автор пред- 
полагает изложить теорию для этого случая в отдельном сочинении. 
Обзор современного состояния этой области (включая результаты 
относительно липшицевских пространств) можно найти в докладе: 
r-dimensional integration in n-space, Proc. International Congress 
of Mathematicians, Providence, 1952. Изучение интеграла Римана 
геометрическим методом, сходное с тем, которое дано в первых 
главах этой книги, было проведено Полем Олумом в его диссер- 
тации, Гарвард, 1940. | 

Пересечение сфер действия теории интегрирования и алгебраи- 
ческой топологии иногда затрудняло выбор обозначений. Так как 
операции внешнего дифференцирования форм и взятия кограницы 
коцепей в этой работе сливаются, то для них следует пользо- 
ваться одним символом; в конечном счете мы выбрали знак d из 
анализа, а не знак 0 из топологии. Мы пользуемся символом У 
вместо 4 для обозначения обычного дифференциала, чтобы избе- 
жать смешения с указанным символом 4. Для произведений в грас- 
смановской алгебре выбраны символы \/ и Л, в точности 
соответствующие обычным символам WW и (© в л топологии; 
см. гл. [Х. 

Мы будем ссылаться на следующие книги, упоминая при этом 
лишь фамилию автора: 


Банах !): Banach S., Théorie des operations linéaires, Warszawa, 


1932. 
Бурбаки: Bourbaki N., Eléments de mathématique, Livre II, 
Algébre, Chapitre Ш, Hermann, Paris, 1948. 
Халмош 2): Halmos P., Measure Theory, Van Nostrand, 1950. 
Лихнерович: Lichnerowicz A., Algébre et analyse linéaires, 


Masson, Paris, 1947. | 
Де Pam’): de Rham G., Variétés différentiables, Hermann, 


Paris, 1955. 
Сакс “): Saks S., Theory of the Integral, Warszawa, 1937. 


1) Есть перевод на украинский язык: Банах С., Курс функщональ- 
ного анал!зу, Kuis, 1948.— /Ipum. перев. | . 

2) Есть русский перевод: Халмош П., Теория меры, ИЛ, М., 1953. 
В дальнейшем ссылки будут делаться на это издание.— //рим. перев. 

3) Есть русский перевод: де Рам Ж., Дифференцируемые много- 
образия, ИЛ, М., 1956. В дальнейшем ссылки будут делаться на это изда- 
ние.— //рим. перев. 
| 4) Есть русский перевод: Сакс С., Теория интеграла, ИЛ, M., 1949. 
В дальнейшем ссылки будут делаться на это издание.— //рим. пере. 
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Запись (V,10.4) означает ссылку на равенство (4) в § 10 
гл. V; (П1.1,7) означает § 7 приложения I. 

Автор желает выразить признательность Дж. Х. Vonby за раз- 
решение включить в книгу результаты его диссертации. Автор 
обязан Норману 3. Уолфсону за большую помощь в подготовке 
рукописи и Джеймсу Илсу за сотрудничество в проверке гл. XI 
и за помощь при подготовке рукописи и при чтении корректур. 
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Institute for Advanced Study 


Введение 


Цель этой подготовительной главы состоит, во-первых, в том, 
чтобы мотивировать введение методов и аппаратов, появляющихся 
в книге, и, во-вторых, в том, чтобы проиллюстрировать некото- 
рые из общих рассмотрений на частных случаях, особенно на слу- 
чае трех измерений. Введение и основной текст ккиги независимы 
одно от другого; однако значение полной теории станет более 
ясным, если вместе с остальными частями книги будет прочитано 
и введение. 

В части А (довольно абстрактной по своему характеру) мы 
задаемся вопросом, как должна была бы выглядеть теория г-мер- 
ного интегрирования в п-мерном пространстве. „Интеграл“ Х.с 
определяется, скажем, для г-мерной ориентированной клетки си 
меняет знак, если изменяется ориентация. Мы можем теперь, по 
определению, положить Х : (95) =а(Х.:0) для действительных 
чисел аи Х . (А-В) =Х. А-Х. В; считая, что подразделение 
клеток не влияет на интеграл, мы имеем теперь линейную функ- 
цию, определенную на „полиэдральных г-мерных цепях“. Чтобы 
придать этой линейной функции аналитические свойства, мы вводим 
несколько гипотез непрерывности. Затем мы изучаем локальную 
природу интегрирования. Вблизи любой точки в любом г-мерном 
направлении интеграл по клетке приближенно пропорционален 
г-мерному объему клетки (при наиболее сильной гипотезе непре- 
рывности); этот факт приводит к построению некоторой функции 
Dx(p), заданной на множестве „г-векторов“ {co} ориентированных 
г-мерных клеток с. Эти Г-векторы должны обладать некоторыми 
простыми свойствами, которые в свою очередь приводят непосред- 
ственно к построению грассмановской алгебры. В результате функ- 


ция Ох становится дифференциальной г-формой, интеграл f Dx oT 
б 

которой по любой клетке с равен исходному интегралу Х . в. 

В части В мы начинаем с элементов грассмановской алгебры, 
к которой мы пришли выше, ‘и, исходя из геометрической точки 
зрения, получаем некоторые основные факты дифференциального 
и интегрального исчисления. Мы рассматриваем векторный анализ 
в случае пространства трех измерений, дифференциалы, якобианы, 
преобразования „кратных интегралов“, многообразия. и теоремы 
Стокса и де Рама. 
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Цель части С состоит в том, чтобы познакомить читателя 
с некоторыми из общих методов, встречающихся в последующих 
частях книги. В последних двух параграфах мы попутно касаемся 
нескольких частных видов интегрирования, которые можно рассмат- 
ривать как Г-мерные для различных г. 


А. Общая задача интегрирования 


1. Интеграл как функция области. Для построения какой- 
либо теории интегрирования следует, конечно, иметь различные 
возможные „области интегрирования“. Какого бы ‚рода ни был 
процесс интегрирования (с действительными значениями), каждое 
„интегрируемое“ Х, когда оно применяется к допустимой области, 
дает некоторое действительное число. Таким образом, при фикси- 
рованном Х мы имеем действительную функцию области А; ее 
значение на А мы обозначаем через Х. А. Мы будем рассматри- 
вать интегрирование в евклидовом пространстве. 

Если мы намереваемся назвать интегрирование г-мерным, то, 
несомненно, в число допустимых областей мы должны включить 
простейшие г-мерные фигуры. Каждая г-мерная клетка 5, соста- 
вляющая замкнутую ограниченную часть г-мерной плоскости, огра- 
ниченную конечным числом кусков (г— 1)-мерных плоскостей, 
является такой фигурой. Примем нашу первую гипотезу: 

Гипотеза (H,). Интеграл по клетке с зависит om ее 
ориентации; перемена ориентации меняет знак интеграла. 

Обсудим значение этой гипотезы и доводы в ее пользу. Пря- 
‚молинейный отрезок с! имеет два конца: р и 4; две ориентации 
отрезка с! — это два направления вдоль o!; от р к диотдкр; мы 
можем обозначить эти две ориентированные клетки соответственно 
через р —= — ар и через др = — ра. Их можно определять вы- 
бором вектора g—p (отрк q) или же p—q (от акр). Тре- 
угольник рор.р> мы можем ориентировать, выбрав на нем упоря- 
доченную пару независимых векторов, например пару (р! — Po, 
р» — Ро). Перестановка этих векторов или перемена направления 
одного из них должна изменять ориентацию треугольника. Подоб- 
ным же образом г-мерную клетку с ориентируют, выбирая упоря- 
доченное множество, состоящее из г независимых векторов, рас- 
положенных в этой клетке. Нульмерная клетка, т. е. одна точка, 
не имеет свойств ориентации. 

Треугольник с = рир.р., ориентированный, как указано выше, 
имеет границу 05°, состоящую из ориентированных отрезков 
Рор!, PiP2 и Р>ро. Граница O(pq) ориентированного отрезка pq 
состоит из точки 4, взятой со знаком --, и точки р, взятой со 
знаком —. Граница дз произвольной г-мерной клетки с содержит 
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ее (г—1)-мерные грани, должным. образом ориентированные 
(11.11, 5). 

Jina любой ориентированной клетки с условимся Yepe3—s 
обозначать противоположно ориентированную клетку; тогда гипо- 
тезу (H,) можно записать в виде 


(1) X+-(—s)=—X-a. 


Рассмотрим несколько примеров. Пусть 9» — действительная 
функция, определенная в трехмерном пространстве 23, и пусть 
C — ориентированная кривая, идущая от точки р к точке д. Если 
мы проинтегрируем скорость изменения функции © вдоль С, то 
мы получим число Ф(4) —$(р). Если же ориентацию кривой из- 
менить на обратную, то мы получим ©(р) —9(4). Далее рассмот- 


рим любой одномерный интеграл fo. Пусть ¢ = pop,P.— ориен- 
a. . 

тированный треугольник, разбитый на два ориентированных Tpe- 

угольника с’ = py Pp’ Po, 9” = р’р.рь отрезком p’po, конец р’ которого 

лежит на отрезке Pop,. Тогда 


(2) fortis 


Oo! Oo” д 
ибо 
fotfo= fo, fot fo=o; 
Dop' p'D, PoP: P' py Pop’ , 


последнее соотношение справедливо в силу того, что отрезки р’р. 
и р.р’ ориентированы противоположно. Соотношения этого типа 
чрезвычайно важны для геометрических свойств интеграла; они 
были бы невозможны, если бы свойства ориентации игнориро- 
вались. 

Конечно, возможно интегрирование и по неориентированным 
областям, и иногда оно имеет важное значение; в этом случае до- 
пустимы гораздо более общие типы областей, но геометрические 
свойства в значительной степени теряются. Мы предпочитаем думать 
о таком интегрировании, как о нульмерном; см. ниже § 26. 

Наиболее типичным требованием теории интегрирования является 
аддитивность, или, в настоящем изложении, инвариантность при 
подразделениях (которой мы воспользовались в приведенном выше 
примере). 

Гипотеза (Н.). Если г-мерная ориентированная клетка с 
разбита на аналогичным образом ориентированные г-мерные 
клетки с:,..., би, то 


(3) Х.в=Х.в--... + Х. 0: 
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2. Полиэдральные цепи. Мы хотим записать границу Os тре- 
угольника с == рор.р. как область интегрирования. Пусть точка р”, 
как в $ 1, лежит на отрезке рур,; нам хотелось бы иметь воз- 
можкость записывать OO различными способами, вроде 


03 = рор: + P1P2+ р» Ро = PoP” +P'P2— PoP2t+-P'Pi t+ Р.Р — P’Pe 


и т. д. Это наводит Ha мысль определить г-мерную полиздраль- 
ную цепь А как линейную комбинацию г-мерных ориентированных 
клеток с действительными числами в качестве коэффициентов, 
причем должны соблюдаться условия 


(1) в 6—0, 05=—0, а(—в) =(—а) с = — (as) 


и должна иметь место инвариантность при подразделении: если 
ориентированная клетка с разбита на клетки с,,..., 5,, ТО си 
o,+ ... +6, представляют собой одну иту же полиэдральную цепь. 
Определения цепей @A (для действительных чисел а) и A+B 
очевидны; множество г-мерных рН цепей образует те- 
перь линейное пространство. 

Гипотезы (H,) и (Н.) позволяют с помощью соотношения 


определить Х.А для любой г-мерной полиэдральной цепи А = 


— Ха. Теперь Х является линейной функцией г-мерной по- 
лиэдральной цепи. По этой причине мы называем Х г-мерной 


коцепью. То обстоятельство, что Х есть коцепь, эквивалентно 
предположению, что определено Х-с и при этом выполняются 
свойства (H,) и (H,). 


Граница цепи А = р a,o, определяется формулой 0A = 2; а; 05;; 
она является, как легко видеть, корректно определенной !) (г — 1)- 


1) Сделаем несколько замечаний по поводу определений автора. Обо- 
значим через L, линейное пространство всевозможных линейных форм 
(с действительными коэффициентами) от г-мерных ориентированных кле- 
ток. Далее обозначим через Ю а пространства L,, поро- 
жденное всеми формами видов 


l-ot1-(—c) и 1-6— (1-я -1-02- ... + 1:9), | “(*) 


rae с и (—sc)—Z7Be противоположно ориентированные клетки, а’ 
1, %9, ..., 97, — клетки, на которые разбита ориентированная клетка с. Фак- 
тор-пространство С, = L,/R автор называет линейным пространством г-мер- 
ных полиэдральных цепей. Таким образом, каждая г-мерная полиэдраль- 
ная цепь является смежным классом по подпространству KR и потому, как 
смежный класс, содержит бесконечное множество различных элементов 
пространства L,— представителей этой полиэдральной цепи. 

Формула (2) определяет символ Х.А для любого элемента AE L,, 
причем Х является линейным функционалом на пространстве Lo. Гипо- 
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мерной полиэдральной цепью. Нульмерная полиэдральная цепь есть 
выражение A°— У а;р,, где р, — точки; мы полагаем д.9 = 0. 


3. Две гипотезы непрерывности. Для построения удовлетво- 
рительной теории интегрирования множество допустимых областей 
должно, например, включать в себя ориентированные кривые г-мер- 
ные клетки. Мы должны иметь возможность получать их как пре- 
делы Г-мерных полиэдральных цепей, а интеграл по ним должен 
определяться как предел интегралов по аппроксимирующим поли- 
эдральным цепям. Это требует некоторых гипотез непрерывности 
относительно интеграла. В этом параграфе мы укажем две гипотезы, 
при которых может быть получена удовлетворительная общая тео- 
рия; если мы присоединим к ним также гипотезу из следующего пара- 
графа, то интеграл будет иметь более простые аналитические 
свойства. 

Пусть о — ориентированный треугольник площади ||. Если мы 
разобьем плоскость, содержащую 9, на маленькие прямоугольники 
и обозначим через 7), ..., T,, те из них, которые содержатся в с, 
то эти т; заполнят большую часть с, и естественно потребовать, 
чтобы сумма 2х. t, была близка к Х.-т. Это будет вытекать 
из следующей гипотезы. 


Гипотеза (H;). Для данной а коцепи Х существует 
такое число N,, что 


(1) |X-cl|<N,|o| для всех г-мерных ориентированных 
клеток с, 


где |с| есть г-мерный объем клетки в. 

Это, конечно, более сильная гипотеза, чем необходимо для 
осуществления указанного выше требования. Мы принимаем ее 
в значительной степени ради аналитических методов, описываемых 
ниже, в § 6. 

Возьмем a г—=0. Мы можем считать, что „нульмерный 
объем точки“ равен 1. Любой нульмерной коцепи Х соответствует 


тезы (H,) и (He) означают, что функционал Х обращается в нуль Ha 
подпространстве К, и потому Х может рассматриваться как функционал 
на пространстве С. По определению, каждый линейный функционал на 
пространстве цепей С, называется г-мерной коцепью, и, таким образом, 
Х есть г-мерная коцепь. 

Наконец, граница OA определяется непосредственно He для Г-мерных 
полиэдральных цепей, а для элементов пространства L,. Каждый пред- 
ставитель некоторой Г-мерной полиэдральной цепи имеет свою границу, 
но все эти границы являются представителями одной и той же (r —1)- 
мерной полиэдральной цепи, которую мы и считаем границей исходной 
Г-мерной цепи. Слова, выделенные курсивом, и выражают корректность 
определения границы. — /7рим. ред. - 


16 : ВВЕДЕНИЕ р 


действительная функция $: Ф(р) = Х-р для всех точек р. Теперь 


гипотеза (н,) говорит, что |Ф(р)|< М, для всех р, т. е. что 
функция © ограничена. Такие функции являются слишком общими; 
мы должны наложить на них дальнейшие ограничения. Попробуем 
отыскать гипотезу, подсказываемую случаем г = 1. 

Возьмем снова рассмотренный выше треугольник в; пусть т — 
объединение всех прямоугольников т,. Хотя, вообще говоря, гра- 
ница Ot объединения т составлена из отрезков, не параллельных 
сторонам треугольника 6, мы можем эту границу рассматривать 
как приближение для 05. Взяв r==1, мы можем потребовать, 
чтобы Х.0т было близко к Х. Os, т. е. чтобы Х. д (3 —T) было 
мало, как только мала площадь © — т. 

Гипотеза (Н»). Для данной г-мерной коцепи Х сущест- 
вует такое число No, что 


(2) |[Х. do7+1| < М. | o7+!| для всех (г--1)-мерных 
ориентированных клеток о’+!. 


7. 
Отметим, что гипотеза (Ha) удовлетворяется тривиальным обра- 
зом, если г=И. 


/ 
При r=O гипотеза (Hg) утверждает, что для любого ориен- 
тированного отрезка pq 


(3) |Х.9—Х.р|=|Х.0(р9 |< №,|9—р|, 
где |g—p|— длина отрезка pg; иными словами, функция $(р) =. 
= X-p удовлетворяет условию Липшица. 


/ / 
Любую коцепь, удовлетворяющую гипотезам (Hj) и (Ha), мы 
называем бемольной коцепью. 


4. Еще одна гипотеза непрерывности. Если клетка с пере- 
двинулась в близкое положение 5’, то мы можем принять, что 
X-o’ близко к Х.в. Мы будем рассматривать только движение 
клетки с как твердого тела, без вращения, т. е. сдвиг на некото- 
рый вектор v. Пусть Г.,с обозначает новую клетку. Наша гипотеза 
состоит в том, что число Х. Г,с отличается от Х.св не более чем 
на взятое с постоянным множителем произведение г-мерного объема 
|o| на величину [о сдвига. 


Гипотеза (Н.). Для данной г-мерной коцепи Х сущест- 
вует такое число №, что для любой г-мерной ориентирован- 
ной клетки с и любого вектора V 

|Х.Те—Х: 49| < М: || 9[. 

В случае г=—=0О эта гипотеза эквивалентна гипотезе (H,). При 

г —= И она не тривиальна, в то время как гипотеза (Н2) тривиальна. 
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Любую коцепь, удовлетворяющую всем трем гипотезам, мы Ha- 
зываем диезной. Мы увидим, что диезные коцепи соответствуют 
дифференциальным формам. (Это имеет место также и в бемольном 
случае; см. гл. [Х.) 


5. Несколько примеров. Уяснить некоторые из этих гипотез 
нам поможет изучение установившегося течения жидкости в трехмер- 
ном ориентированном пространстве ЕЗ. Возьмем любую двумер- 
ную ориентированную клетку с. Пусть пара векторов (9, 9.) 
определяет ее ориентацию. Выберем вектор Vs так, чтобы тройка 
векторов (Vy, Us, Us) [или, что равносильно, (93, V1, 95)| определяла 
заланную ориентацию пространства E%, Тогда положительное 
направление через площадку ‘с есть направление вектора V3. Пусть 
Х. св — количество (положительное или отрицательное) жидкости, 
протекающей через с в положительном направлепвии за единицу 
времени; это — поток через в. Ясно, что гипотезы (H,) и (Н.) 
выполняются; поэтому Х является двумерной коцепью. Конечно, 
можно определить поток X-S для произвольной ориентированной 
поверхности 5. 

Если плотность жидкости и скорость течения ограничены, то 


ясно, что гипотеза (н,) выполняется. Возьмем теперь любую трех- 
мерную клетку <. Если жидкость не возникает и не исчезает, а 
плотность ее постоянна, то полное количество жидкости, вытекаю- 
щей из т, которое равно X - Ot, должно быть равно нулю. В общем 
же случае X- Ot равно полному количеству жидкости, возникающей 


в т. Поэтому гипотеза (Hs) равносильна предположению, что полное 
количество возникающей жидкости, отнесенное к единице объема, 
ограничено. 

В том же самом течении жидкости рассмотрим циркуляцию 
вдоль ориентированной кривой С. Пусть р — некоторая точка кри- 
вой С. Если и(р) — единичный касательный вектор к кривой С 
в точке р, соответствующий положительному направлению вдоль С, 
(р) — вектор скорости течения жидкости в точке р ир(р) — плот- 
ность в точке р, то циркуляция равна 


(1) У. С= fov-u 
С 


[ср. ниже (18.3)]. И на этот раз гипотезы (H,) и (Н5) выполняются. 


Гипотеза (H;) будет следовать из ограниченности величин UV Hp. 
Для данной двумерной ориентированной клетки с число Y- ds 
есть циркуляция по контуру д. Беря произвольно малые клетки о 
вблизи точки р, мы видим, что гипотеза (н,) будет выполняться, 
если вихрь 10 (9) = У X v существует и конечен; ср. (21.4). 


9 Уитни 
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Допустим, что течение происходит в трубе. Тогда рассмотрен- 
ные выше коцепи Х и У определены не во всем пространстве EF3, 
а только в области течения; гипотезы следует предполагать вы- 
полненными только в этой области. 


6. Случай r—nz. Для любой п-мерной коцепи Х, удовлетво- 
/ ` 
ряющей гипотезе (H;) в ориентированном пространстве Е” [гипо- 


/ 
теза (H3) удовлетворяется тривиально], обычная лебеговская тео- 
рия утверждает существование такой ограниченной измеримой функ- 
ции Ф, что 


ИР. $. c= | Ф для всех п-мерных клеток с, ориентированных 


fo} 


так же, как и Е? 


(интеграл в смысле Лебега). 

Мы кратко рассмотрим более простой случай, когда удовлетво- 
ряется также и гипотеза (Hs). Пусть для данной TOUKH P с,, во, ... 
— последовательность п-мерных клеток, ориентированных так же, 


как и Е", содержащихся во все меньших и меньших окрестностях 
точки р. Положим 


(2) Ф (р) = lim 9 


1> со | 9; | 


Наметим доказательство существования и единственности этого 
предела. Пусть’ t;, t, ... — аналогичная последовательность кубов. 
Допустим, что ци А, таковы, что при [ци Е >. А, клетки с, 
и <, содержатся в окрестности точки р диаметра < е. Мы можем 
взять А столь большим, чтобы сдвиги !) кубов tT, почти заполняли с;: 


1—0’ +R, of =Tyt, +... Тиль, |R| мало. 


В силу (Нз) 
Ж+:в. _ Л. 
[o" | |< | 


1 У! X + Tajty—X +t 


oa) 


и наше утверждение следует ИЗ (н,). 


Если снова воспользоваться гипотезой (Hs), то ясно, что Ф 
удовлетворяет неравенству 


(3) — [Фр v)— 9 (p)| < М: | 


ooo 


1) Эги сдвиги автор предполагает такими, что кубы’ T ОТ see То tk 
попарно не имеют общих внутренних точек. — //pum. ред. 
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и что имеет место соотношение (1) (в котором используется инте- 
грал Римана). Кроме того, 


(4) |[X-o—|o] ®(p)|=| f ((p) — Ф (p,)] dp| < Nobo], 


a 


если все точки клетки с находятся OT ру на расстоянии, не пре- 
восходящем С. 


7. Г-вектор Г-мерной ориентированной клетки. Пусть 
X -— диезная Г-мерная коцепь в Е”. Тогда для каждой г-мерной 
ориентированной плоскости Р в E” мы можем рассматривать X - 9 
для Г-мерных клеток, лежащих в плоскости P, и поэтому найти 
функцию Dp BP, как в $ 6. Для любой точки р представляют 
интерес значения Фр(р) для различных г-мерных ориентированных 
плоскостей Р, проходящих через р. 

Мы воспользуемся тесно связанной с этим вопросом функцией. 
Для данных си р пусть Р есть г-мерная плоскость, проходящая 
через р параллельно с и ориентированная так же, как и о. По- 
ложим 


[© Dx(p) - {2} =|з|Фр(р). 
Мы должны придать смысл символам Ох(р), [<] и их комбинации. 
Пусть с, определены, как в § 6; тогда формулы (1) и (6.2) дают 


(2) Dx(p)+ {в} = lim 721 X-9,. 
i> oo i 

Как функция OT с, правая часть известна, коль скоро мы 
знаем множество Г-мерных плоскостей, параллельных 6, ориента- 
цию клетки с и ее объем |o|; мы назовем эту тройку г-векто- 
ром {so} клетки с. Мы можем теперь. определить Ох(р) как дей- 
ствительную функцию, определенную на множестве всех г-векторов 
г-мерных ориентированных клеток, которая задается соотноше- 
нием (1). [Позднее функция Ох(р) будет определена на более 
специальных пространствах T,.] 

Заметим, что число Ох(р): {os} не изменится, если мы измевим 
метрику в Е”; это видно из соотношения (2), так как не изме- 
нятся ни |o|/|>o,|, ни Х-0,. 

Для данного гГ-вектора {с} и действительного числа а =0 
пусть a@{o} обозначает г-вектор {o’} любой ориентированной 
клетки 5’, параллельной с, ориентированной так же, как и б, 
или же противоположно с (в соответствии с тем, будет а > 0 или 
‚ жеа< 0), такой, что |5’ | =|а||<|. Если o, и в, параллельны и, на- 
пример, {o.}—=a{o,}, то положим | 


{51} {32} == (1 + а) {1} 
Qx 
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при а -==—1. Если мы присоединим „нулевой гГ-вектор“ 0, то 
определенные таким, образом гГ-векторы, связанные с фиксирован- 
ным множеством параллельных плоскостей, образуют линейное 
пространство, изоморфное пространству действительных чисел. 
На любом таком пространстве г-векторов, как легко видеть из (2), 
функция Dx(p) линейна: 


(3) Dx (p) + (a {9} 5 [°'} ) = aDx(p) « {3} + bDx(p) + {9’}. 


8. О г-векторах и границах (г--Т)-мерных клеток. Мно- 
жество всех г-векторов Г-мерных ориентированных клеток вложим 
следующим образом в линейное пространство $, (бесконечной раз- 
мерности при O<r<n). Возьмем фиксированную точку ру. 
Элемент х пространства $3, есть конечное множество различных 
г-мерных плоскостей Р,,..., Р„, проходящих через ру, вместе 
с г-вектором &,, связанным с каждой плоскостью P,; мы можем 
также включать добавочные плоскости, если мы сопоставим им 
нулевые Г-векторы. Элемент Qa образуем, заменяя каждый г-век- 
тор @ на aa, Если заданы элементы @& и 8, то мы можем взять 
достаточный запас плоскостей P,,..., P,, так, чтобы a и В опре- 
делялись соответственно г-векторами В, ия BP, (1=1,..., т); 
пусть элемент a-+-8 определяется г-векторами a,-+-8, в Р,. Ясно, 
что построенное пространство S, не зависит от выбора точки ру. 
Линейные пространства, описанные в предыдущем параграфе, 
являются линейными подпространствами пространства $,. 

Мы можем продолжить функцию Dx(p) так, чтобы она стала 
линейной функцией в S,, по определению положив 

т 
(1) Dx(p)-a= bs Dx(p)+@;, если а определяется r-BeKTOPaMH &; 


i=1 
BP, (i= 1, asa, 


Возьмем теперь произвольную (г -+ 1)-мерную ориентированную 
клетку +t. Ее граница есть г-мерная цепь o,-+ ...- 0. Мы 
хотим, чтобы сумма соответствующих Г-векторов была равна 0: 


(2) {o}—+...+{c,}=0, если o,-+ ... +5, —=0t для неко- 


торой клетки т. 


Требование, чтобы выполнялись все такие соотношения, превра- 
щает $, в линейное пространство Т,. Элементы пространства Т, 
мы будем называть г-векторами. (Точнее говоря, Т, есть фактор- 
пространство пространства $, по линейному подпространству §,, 
порожденному всеми такими элементами {,} |... -+ {a,,}.) Пре- 
вратим теперь Ох(р) в линейную функцию в пространстве Т,, 


8. О r-BEKTOPAX И ГРАНИЦАХ (г + 1)-МЕРНЫХ КЛЕТОК Я 


принимая за ее значение на элементе пространства Т, ее значение 
на любом соответствующем элементе пространства S,. Чтобы пока- 
зать, что это возможно, мы должны доказать следующее соот- 
ношение: 


(3) Dx(p)- {51} +... + БхФ): (9т} =0, если а. --... {т = 0%. 


Мы можем считать, что точка р лежит в клетке х. Произведем 
гомотетию пространства Е” с центром в точке р и коэффициентом 
> 0; тогда t превратится в т), ас, — в с),, и мы будем иметь 


dx, = Dio, |e, [== NTI], |o,,] = "| с, |. 


Возьмем последовательность Aj, Ay... — 0. Мы можем в (7.2) вос- 
пользоваться последовательностью ') в, ,, 9 .; с помощью (7.1) 
1 


мы находим 


дык ** 


° 1 
Е Е М 


1) Здесь рассуждения автора некорректны. В самом деле, не суще- 
ствует точки р, принадлежащей всем граням с1,..., 97, клетки t, и потому 
хотя бы для одного i (i=1, ..., т) последовательность Gg Чень 


будет состоять из клеток, не проходящих через точку р. Здесь нужно 
добавить следующие оценки. Обозначим через 7),; параллельный пере- 


нос, переводящий клетку ),; в клетку ТА проходящую через 
точку р. Очевидно, сдвиг Г›,; определяется вектором, величина которого 
не превосходит @-Ap (за а можно принять диаметр клетки 7). Поэтому 


[в силу (Нз)] 


|Х- Ty ,ir,1— X + p27] < Ng] 91| ake = Nga] a; |- +1 


и, следовательно, 


1 1 

ет Х. Пир * ‘> 0 при Ё-> со. (*) 
k k 

Последовательностью Т Api? Ape К =1, 2,..., уже действительно можно 
воспользоваться в (7.2) для определения числа Ох. (р). {s,}, так как все 
клетки этой последовательности содержат точку р. Мы получаем 


1 
D ie tie a Sa Е 
x(P) { i} rage | Tapia, | Api Apt в. м Api Apt 


1 
= lim — X +o) i 
Е > о Ne Е 


[см. (Ж)], чем и оправдываются вычисления автора. — /Грим. ред. 
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Далее, на основании (Н») получаем 
1 
a2 — ^ Зы 


Эти соотношения дают (3). 


] 1 
= ar le Oy | < xe Nel ty] = АМ [| 


9. Грассмановская алгебра. Мы найдем специальный способ 
записи элементов пространства Т,. Возьмем любое упорядоченное 


множество (U,, ..., U,) независимых векторов. Пусть с — парал- 
лелепипед, у которого одна из вершин находится в некоторой 
точке р, а векторы (U,, ..., U,) служат ребрами, выходящими 


из р, причем в ны с помощью векторов Vj. Определим 
Символ VU, VY „-: VO. полагая 


(1) 9. \/... Му, == {a}. 


Теперь любой элемент из Т, может быть записан в виде суммы 
таких элементов. 

Из свойств, рассмотренных в § 7, мы выводим, что „произве- 
дение“ 9, \/... \М/ 9, кососимметрично: 


(2) VU, \/ 9, = — 9, VV Uo, и поэтому!) э\/9=0, 
а также, что 
У... У. чела... чо... 
Докажем, что оно линейно относительно V;,! 
(4) (0, =) VV ty У ... Мо, =, Мо, \... Мо, 
a, Ме М aca We. 


И, следовательно, линейно относительно каждого Vj. 
‘Если о, лежит в Г-мерной плоскости, определяемой векторами 


De wads о, то соотношение (4) выражает простой геометрический 
факт относительно сложения объемов. Предположим, что этот 
случай места не имеет, и рассмотрим несколько значений г. 

При г== | любой 1|-вектор представляется некоторым вектором; 
1-вектор {pq} ориентированного отрезка pq представляется век- 
тором 9—0. Соотношение (4) утверждает, что сложение 1-векто- 
ров (в правой части) эквивалентно сложению векторов (в левой 
части). Покажем это следующим образом. Выберем некоторую 


точку Po и рассмотрим треугольник в = рор.р.› с вершинами 


Ра = Р-Н, Po=Pyt+ 9, == Py | (9, + %)- 


1) По определению: выше при определении символа 91\/... Му, 
предполагалось, что векторы 91,..., Up независимы. — /Грим. ред. 
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В силу (8.2) 
{PoP1} + {PiP2} + (рьро} =0, поэтому {PoP2} = {Рори} + {P1P2}- 


Это и есть требуемое соотношение. 

При г=2 возьмем те а а точки 9; =p; + 9 
(i= 0, 1, 2). Положим с’ = 4419». Точки р, и 9, являются вер- 
шинами трехмерной клетки т, гранями которой являются тре- 
угольники с и о’, а также три параллелограмма су1, 512, Soo, где 
с; содержит отрезок p,p;. Очевидно, имеем 


{с} = {o’} == 9 \ и, 
(901} = М 95, {92} ==, М 9,, {902} =(%, + 2) Му.. 


Учитывая ориентации, мы видим, что 


Ot = 0’ — a+ 991 915 — 9%; 


применение соотношения (8.2) дает (4) для г=2. Общий случай 
аналогичен. 

Множество всех векторов в E” образует векторное пространство 
V=V(E"). Пусть е.,..., е, — базис в У. Тогда любой вектор 


© может быть единственным образом записан в виде Уч; 
числа ©’ являются компонентами вектора UV. Так как 1-векторы и 
векторы мы рассматриваем как одно и то же, то е, образуют 
базис в Т,. Для г=2, пользуясь соотношениями (2), (3) и (4), 
мы получаем 


| vi. vu 
ЕВ i ; Ee 1 2 
(5) 0, \ = y) 919} (e, М е,) = > a e, Ме, 
i, j=1 251". “a 


Можно показать, что элементы @,,==e, Ме, (1< 7) независимы 
в Ty; в силу (5) они образуют базис в Т.. Подобным же образом 
г-векторы @), ...4,= 6a, ga ел, (<... < ^,) образуют базис 
в T,, и любой г-вектор & может быть единственным образом 
записан в виде 


и 
(6) a= > @ ``” тел, Ay 
ные, 


в. 


me 
Числа a г являются „компонентами“ г-вектора @. 


тт 
Отсюда следует, что пространство Т, имеет размерность а 


В частности, пространство Т, одномерно и имеет е!...„ своим 
базисным элементом, а каждое пространство Т, при А >> п содер- 
жит только нулевой элемент. 
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Полагая по определению 
(7) У... VO) V pan V nee V Degg) =O V ... V age 


мы получаем билинейное умножение между пространствами T, и T, 
с произведением в Т,,.. Если мы присоединим пространство Ть = 
— пространству действительных чисел, то система пространств T 
с этими операциями будет представлять собой грассмановскую 
алгебру пространства У. Обозначим пространство Т, через Уши. 

При п < 3 любой г-вектор a (для произвольного г > 0) имеет 
вид {o}, где с — некоторая г-мерная ориентированная клетка. Это 
не будет иметь места при п>.4; например, бивектор é@,.-+ ез4 
не может быть записан в этом виде. Любой г-вектор & вида fo} 
называется простым г-вектором. 


10. Дуальная алгебра. Множество линейных функций /, опре- 
деленных на векторном пространстве У, образует векторное про- 
странство при следующих соглашениях: функция af имеет BU 
значение af (9); функция f+ g имеет в UV значение f (9) + = (9). 
Это — пространство У, сопряженное к V. 

Так как Ох(р) есть линейная функция на векторном простран- 
стве Т, =", то мы можем рассматривать ее как элемент про- 
странства, сопряженного к пространству У|’]}; мы обозначим это 
сопряженное пространство через У". Его элементы мы будем 

17 1 
называть г-ковекторами; элементы пространства У —= У являются 
ковекторами. Мы найдем специальный способ представления эле- 


ментов пространства У". 


Пусть €;,..., е, — базис в У. Соотношение 
(1) её. и—ей. (1. +... Н”е,) =! 
определяет линейную функцию е! в У, т. е. элемент простран- 
ства У. Элементы e!, ..., еп, как легко видеть, образуют в про- 


странстве У базис, взаимный к базису е,. Любой элемент f из У 
теперь может быть единственным образом записан в виде У, fe! 
где /, — компоненты элемента f. Отсюда следует, что пространства 


У и V имеют одну и ту же размерность; так как УМ и Ун — 
сопряженные пространства, то они также имеют одну и ту же 
размерность. 

Элементы ег’ можно определить соотношениями 


р | ‘ Ze |. ecm «t=, 
(2) Е 0, если 1-1. 
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Определим базисные элементы e+ в УМ той же самой фор- 
мулой: 

Ry sins 

e OR in ЕТ Gy = nee AD 
(3) Е 

В Тор, ыы, 5 для других |; (м <... yy). 


В качестве следствия соотношений (2) мы получаем 


y n 

(4) Доу Dd даме, = Ури 

i = 1 i=1 
подобным же образом, записывая 
(5) f= Хо eens 

it + № 

ге 3... х, — компоненты элемента &, мы, пользуясь (9.6), получаем 
(6) Е@=Ё.а= DY & aay, 

My ,-. SH, . 


Конечно, изменение базиса приводит к изменению компонент. При 
n=3, г=2 формулы (5), (9.6) и (6) выглядят так: 


(7) GE pet? зе $5323, ао» + ое + аз, 
(8) $. а == 10? + E4018 + 6.3098. 
Мы хотим определить выражения вида И\.,. МГ, THe 


fi принадлежат пространству V, а результат принадлежит у. Мы 
хотим также, чтобы это умножение было кососимметрично и ли- 
нейно относительно каждой переменной и чтобы выполнялись 


А Ap sau 
paBeHCTBa е^ Wises М ВТ" г. Этим наше умножение опре- 
деляется. Например, для r= 2 | 


о уму мимису fe 
i<j 


ij=1 


‚Значение (f!V... V Г”). (U,V... VU,) есть детерминант 
< элементами f*-v;. Например, для r= 2 


(10) _буэ-вУую= о Te 


Чтобы это показать, заметим, что обе части соотношения (10) 
кососимметричны и линейны относительно величин UV, W; поэтому 
достаточно доказать это соотношение в частном случае о==е,, 
9 —е, R<l. Но в этом случае оно сразу следует из (9) и (3). 
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Отметим, что если для получения величины (Л \/ 2): (9 \/ wW) мы 
воспользуемся равенствами (9) и (9.5), то сравнение полученного 
результата с (10) даст нам тождество Лагранжа: 


Ули Ули | о д Л 
» giv! > giv! i<j 51 5) 


11. Интегрирование дифференциальных форм. Дифферен- 
циальная г-форма ® в Е" есть функция, значениями ® (р) которой 
являются Г-ковекторы. Поэтому для любой точки р и г-вектора @ 
Ф(р)-а есть действительное число. Если форма ® непрерывна, 
то мы можем следующим образом определить интеграл от нее 
по любой г-мерной ориентированной клетке с в Е”. Возьмем 
некоторое мелкое подразделение клетки с на г-мерные ориенти- 


о 07 
(11) | 


we w/ 


рованные клетки 9), ..., в; выберем по точке р; в каждой 
клетке с;; составим сумму | 
(1) 2» (р. {34} 


и возьмем предел этой суммы, пользуясь последовательностью 
подразделений с диаметрами клеток, стремящимися к нулю. При 
этом не требуется, чтобы пространство Е" было метрическим 
или ориентированным. 

Для любой г-мерной диезной коцепи Х функция Ох является 
непрерывной дифференциальной формой и 


(2) Хх. = | Рх= ит У Dx(p) -{a,}. 


В самом деле, если Р — несущая плоскость клетки 5, ориентиро- 
ванная так же, как и о, то, выбрав произвольно метрику в Е", 
мы сможем применить формулу (7.2). См. (V, 10). 


В. Некоторые классические вопросы 


12. Грассмановская алгебра в метрическом п-мерном 
ориентированном пространстве. В метрическом пространстве E” 
определено скалярное произведение и - VU векторов. Возьмем про- 
извольный вектор и. Функция ©, (9) = и - V (мы пишем также ф,, + 9) 
вектора © линейна; поэтому Ф, является определенным элементом 


пространства У, сопряженного к У. Этим, как легко показать, 


определяется изоморфизм между У и V. Таким образом, любая 
линейная функция Ф на пространстве У может быть записана 
в виде (9) = и.о, причем вектор ий определяется однозначно. 
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. | 
Так как пространства У|,] и yi при каждом г являются сопря- 
женными, то определенный выбор метрики в У], [см. (I, 12.1)] 


устанавливает определенный изоморфизм между УГ] и УП. 

Предположим теперь, что пространство В”, кроме того, ориен- 
тировано. Тогда существует определенный „единичный 7-вектор“ 9%, 
который равен |5! для любой п-мерной клетки единичного объема, 
ориентированной так же, как и Е". Для любого ортонормального 
базиса (е.,..., @,) (состоящего из попарно перпендикулярных 
единичных векторов, определяющих данную ориентацию простран- 
ства Е”) мы, очевидно, имеем - 


(1) | Oy == Oy. nO VY os Ме, 


Существует также определенный „единичный п-ковектор“ Wo, ДЛЯ 
которого 


(2) == — 82 \,.. М ща Ь 
Пусть задан произвольный г-вектор и; положим 
(3) Ф (8) = wy - [а УВ] для всех (п — г)-векторов В. 


Тогда Ф есть линейная функция в У|„-„|, т. е. является опреде- 
ленным элементом пространства У"-7. Таким образом, мы полу- 
чаем определенный изоморфизм между У|,] и yen 


13. То же самое, п = 3, Применение результатов предыдущего 
параграфа показывает, что в метрическом ориентированном про- 


странстве ЕЗ все пространства‘ Vj, и уп изоморфны некоторым 

определенным образом или пространству Vy, ==\У или же про- 

странству У == пространству действительных чисел. Изоморфизм 

между У =Урц и И =\ задается скалярным произведением; 

рассмотрим изоморфизмы между У и У?! и между Уи Vo). 
Возьмем произвольный вектор 9; положим 


(1) ЧТ, (&) = H+ (© М а) для всех бивекторов а. 
Так как ЧФ, — линейная функция от a, то Ф, является бико- 


вектором. 
Возьмем, далее, любой бивектор &; положим 


(2) 9: “=: (а \/ W) для всех векторов Ww. 
Так как эта функция OT  линейна, то она задается скалярным 
произведением вектора W на определенный вектор ©.. 


Воспользуемся этим вектором, чтобы определить векторное 
произведение векторов; 


(3) | в v= бу 
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Таким образом, и Х 9 определяется соотношением 
(4) (иХЖЭ- =. (и Му \/ w) для всех векторов w. 


Так как все операции в правой части равенства (4) линейны, 
то и Хх является билинейной функцией OT и и 9. Так как далее 
о\/и=— иУчии\/ и=0, то мы имеем 


(5) vxXu=—uXv, их и=0. 


Пусть (21, е›, ез) — ортонормальный базис, задающий выбран- 
ную в E% ориентацию. Заменим в (4) каждый из векторов 4, UV, ® 
каким-либо из векторов @,, е., ез. В качестве одного из примеров 
получим 


(6) (2; Ж ез) + е> = Wy (е, М ез М е>) = — Wy %=— 1. 


Рассматривая все соотношения этого вида, найдем 


(7) (е1 X е) =ез, 01 XK ез= —@,, в в = ey. 
Преобразуя разложение и Х 9= > u've, Же,, получаем 
1, 
i 8 и и и! Ш 
(8) их о= р ь ВЕ у ь C5 ь ь C3. 
92 93 91 U3 91 Ue 


Найдем геометрическую интерпретацию векторного произведе- 
ния. Имея векторы ий и UV, мы таким образом выберем ортонор- 
мальный базис (€,, ео, ез), соответствующий ориентации простран- 
ства Е3, чтобы вектор и шел в е\-направлении, а вектор VU 
находился в плоскости векторов`е, HM @ и был направлен в ту же 
сторону OT е!, что и @,. Пусть, скажем, 


uae, v=—b'e,+be,; тогда а>0, b> 0. 


Применение формул (7) дает и Х Vv=abe,. Таким образом, если и 
и U независимы (в этом случае а и 6-20), то “XY есть вектор, 
перпендикулярный и к и, MK UV UM направленный так, чтобы тройка 
(и, Vv, и Х 9) соответствовала ориентации пространства ЕЗ. В про- 
тивном же случае ux ч=0. Пусть с — параллелограмм, одной 
из вершин которого является точка р, а сторонами служат век- 
торы и и 9. Тогда |с|==а6, и потому длина вектора и Х х равна 


(9) |“ Жэ| = |<]. 
Найдем компоненты биковектора WV, в (1) в ортонормальной 


системе координат. Пользуясь соотношениями (10.5) и (10.3), мы, 
например, имеем 


(Ч) = Ч, (C13) = ®. (Di vile, М es) = 09 + Vez У е, V es = 
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Мы находим 
(10) Ч, = ve — v2e + yle?3, 
Аналогично для вектора ©, в (2) 


(11) 9. = 4236, — Зе, + ол?е.. 


14. Дифференциал отображения. Пусть f — гладкое отобра- 
жение пространства Е” (или некоторого открытого множества 
в Е”) в Е", т. е. отображение, которое в системах координат 
пространств Е” и Е" задается функциями, имеющими непрерывные 
частные производные первого порядка. Дифференциал Vf отобра- 
жения f является понятием, которое может быть использовано 
вместо этих частных производных и которое вводится следующим 
образом. Возьмем произвольную точку р и произвольный вектор ® 
в Е”; тогда p-+tv будет точкой в Е" для каждого действительного 
числа ¢ > 0. Положим 


()  У,(=У/ф, v) = lim 2 Lf (p+ tv) — f (p)]. 
#> 0+ 


Это — вектор в Е", касательный к кривой, которая является обра- 
30M при отображении f прямой, проходящей через р в. направлении 
вектора v. Для каждой точки р мы имеем отображение У/(р), 
переводящее векторы пространства Е” в векторы пространства Е”; 
нетрудно показать, что это отображение линейно. 

Если m==1 и Е" есть пространство 9 действительных чисел, 
то мы имеем действительную функцию $, определенную в про- 
странстве Е”. Пусть (x!,..., хп) — координаты в Е”, а (e;,..., &€,)— 
соответствующие векторы, идущие в направлении осей. Тогда 
в точке р мы, очевидно, имеем 


(2) УФ (р) = 9), ts. п. 


Ox! 
В этом случае V,9(p) есть действительная линейная функция век- 
тора 9, и, таким образом, Ух(р) есть ковектор. Поэтому Vo есть 


дифференциальная 1-форма в Е"; она называется градиентом 


функции $. 
Возвратимся к общему случаю. Пусть в Е" заданы точка р 
и векторы U,,..., U,. Формула 


(3)  УЛ(р, ® У ...М9,) =УХф, 9) У ... МУЛФ, ъ,) 


определяет линейное отображение пространства г-векторов про- 
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странства Е" в пространство г-векторов пространства Е"; это 
отображение мы также обозначим через У/ (р). 

Пусть теперь ® — произвольная г-форма в Е”. Возьмем в Е” 
любую точку g=/f(p). Тогда w(g)-a’ есть линейная функция 
Г-вектора я’ в Е"; поэтому в (4): УЛ(р, а) есть линейная функ- 
ция г-вектора a в Е” и, таким образом, г-ковектор в Е”, который 
мы обозначим через (f*w)(p). Теперь f*w есть г-форма в Е", 
определение которой дается соотношением 


(4) (/*°)(р)- «= о (У(р)): УЛ(р, “) для всех г-векторов a в Е". 


В силу (3) для любых дифференциальных форм «и ё в Е” 
имеем к 


(5) (в МУ) = fo V Л. 


15. Якобианы. Пусть / — гладкое отображение пространства Е” 
(предполагаемого метрическим и ориентированным) в Е”. Тогда 
образ при У/(р) единичного п-вектора a) пространства E” есть 
п-вектор в Е”, который мы назовем якобианом J,(p) отображе- 
ния / в точке р. Пусть, например, п =2, т =3Зи (е,, е.) — орто- 
нормальный базис в Е?. Образами этих векторов при отображе- 
нии У/(р) будут 


(1). (р) = УЛ(р, е!), 5 (р) ==УЛ(ф, ео), 


а якобиан в точке р есть бивектор 
(2) — Л/(р)==У/Л(р, во) = УЛ(ф, е, V е›) = №, (р) V 2 (р). 


Если /,(р)==0, то векторы w,(p) и W,(p) независимы, из чего, 
очевидно, следует, что отображение / в некоторой окрестности 
точки р взаимно однозначно; в этом случае образом окрестности 
точки р является гладкий кусок $ некоторой поверхности в 23. 

Допустим, что f отображает пространство Е" в себя. Тогда 
J; (Pp) является некоторым кратным 49% п-вектора в; число A мы 


назовем алгебраическим якобианом J,(p). Таким образом, 


(3) J,(p)=J,(p)%. y+ (р) р), 


где ®,—единичный п-ковектор пространства Е”. „Якобианом“ 
обычно называют именно число J(p); заметим, что J,(p) не зави- 
сит ни от метрики, ни от ориентации пространства Е”. 
Рассмотрим снова случай п=2, т =3. Пользуясь ортонор- 
мальными координатами ($, #) в Е? и (x, у, 2) в ЕЗ, выпишем 


16. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ИНТЕГРАЛА 3] 


компоненты векторов Ved (р) = A и т. д. как тройки чисел. 
Мы имеем 
(4) Of (р) =(5* ду <2), Of (Pp) = (5 ду $) 
oe Os’ Os’ 05 a at’ ot’ of 
Найдем „детерминанты-якобианы“ 
ox ду 
9 (х, у) _| 9$ Os 
"aie В aw By ит. д 
Е oF 
Тогда в силу (9.5) | 
| — д(х, y) д (х, 2) 95.2), 
(5) J (p) = д (5, t) е Е д ($, 2) 2 aa Tee д (5, р © 


Определим „вектор-якобиан“ J,(p) в точке р как вектор, 
соответствующий бивектору /Л,(р); см. (13.2). В силу (2) и (13.3) 
мы можем (пользуясь ортонормальными координатами) записать его 
в виде 


(6) i, (py = LO x LP) в (рух (р). 
В силу (13.11) или (13.8) 

ол ft OU, 2) O(x, г) O(x, У) 
(7) 1) =( 95’ 0050’ O(s,8) ). 


16. Преобразование интеграла. Пусть ® — дифференциальная 
биформа, равномерно непрерывная на ограниченном открытом мно- 
жестве А ориентированной плоскости Е?. Рассмотрим некоторое 
гладкое отображение f ограниченного открытого множества Ry 


2 
пространства Е” на Rc якобианом J,, отличным от нуля во всех 


точках !), Мы хотим выразить Г « как интеграл по А’. 
2 a | 
Разобьем Е” на маленькие прямоугольники, и пусть с1,..., в, — 
те из них, которые лежат в Ry. Образ t, = f(6,;) прямоугольника 3, 
является ‹ маленьким „криволинейным параллелограммом“ в ЛР. 
Пусть р, — некоторая вершина прямоугольника с, и пусть 


1) Из этого следует, что отображение f локально гомеоморфно. Но 
надо дополнительно предполагать, что отображение f: Ry > R взаимно 
однозначно (и, следовательно, гомеоморфно). Без этого сумму (1) нельзя 


считать аппроксимирующей интеграл | wo, — Прим. ред. 
R 
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Эл, Ор — векторы, идущие по примыкающим к р; сторонам прямо- 
угольника с,, так что 


[31} =U V Up. 
Tenepb 


Wy == У/(р,, Vi), W2=VS (py V2) 


— векторы-стороны параллелограмма 7, который хорошо аппрок- 
симирует 7,, если прямоугольник 6, мал. В силу $ 11 сумма 


(1) 2 (а). {+}, =f (Pp) 


очевидно, хорошо аппроксимирует интеграл Г wo. В силу (14.3) 
R 


{z;} = U,V Op = Vi (Pp Vi V Vio) = Vi (Pp: {9;}), 
а в силу (14.4) сумма 
Хо (а, - {%} = Хо (р) - УЛ(рь {2;}) = Df) (ро - {1} 


хорошо аппроксимирует интеграл !) | f*w. Таким образом, мы 


К 
видим, что 


(2) Г — Г fro. 
R Ro 


[Подробное доказательство приведено в (Ш, 8).] 


Из этой формулы, взяв Е” = Е?, мы выведем обычную фор- 
мулу, содержащую якобианы. Пусть a — единичный бивектор в Е?; 


тогда 
{7} = УЛ(рфь {1}) = |8 УЛ(рь в) = ||, (ро. 


Пусть ® — действительная функция, соответствующая биформе в; 
иными словами, пусть 


(3) о (= (9, (9) = (9) - %, 
где ®, —=единичный биковектор в Е?. Тогда в силу (15.3) 


© (9,) ео (91) * {=} =0 (9;) ®% 19, |4,(P:) = (9,) 7, (2) |3; |. 


1) Из этого вывода видно, что ориентация плоскости Е”? должна 
быть выбрана так, чтобы отображение f: Ку > К сохраняло ориентацию. 


& / 
Действительно, бивектор {;} переходит в бивектор {tj ‚ и именно эти 
бивекторы используются при интегрировании. — //рим. ред. 


17. ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ ae 


Суммируя и переходя к`пределу, мы получаем - 


(4) о б=Гобоора 


R Ry 


(в обоих случаях используется интеграл Римана). 

Такиг же формулы имеют место ‘для любого числа измерений. 
Заметим, что ни одна из частей равенства (2) не зависит от выбора 
метрики. a3 : 


17. Гладкие многообразия. В качестве типичного примера мы 
возьмем некоторый кусок $ гладкой поверхности в ЕЗ. В каждой 
точке p€S существует касательная плоскость 7 (р). Некоторая 
окрестность U точки р в Т(р) взаимно однозначно‘ проектируется 
на S. Система координат в Т(р) при проектировании переходит 
в ‘систему координат в 5; эта система координат представляет 
собой гладкое отображение части пространства YA? пар действи- 
тельных чисел в 9. Там, где две такие системы координат пере- 
крываются, они связаны гладким отображенигм части простран- 
ства YW? в себя с не обращающимся в нуль якобианом. Это 
подсказывает нам общее определение гладкого многообразия, 
использующее такие системы координат, без ссылки на какое Obl TO 
ни было объемлющее пространство, как в (II, 10). 

Пусть $ — кусок поверхности, как и выше, и © — вектор 
в Г(р). Точки pp—p-+tv в Т(р) проектируются в точки а, на $ 
(при не слишком большом #). Эти точки 9, образуют на 5 „пара- 
метризованную кривую“ С, которая, можно считать, определяет 
соответствующий вектор „поверхности 5“ в точке р. Вместо 
точек р, мы могли бы воспользоваться любой функцией р, в.7 (2), 


удовлетворяющей условию =P и имеющей TOT же самый кася- 
тельный вектор при Ё=0: (Op; /0t) oe Эти точки проекти- 


ровались бы на 5$ в некоторую  параметризованную кри- 
вую С’, эквивалентную С. Мы можем воспользоваться опре- 
дэлениями векторов av и v-+w в Т(р), чтобы дать соответ- 
ствующие определения на S в точке р. Векторы на S в точке р 
теперь образуют векторное пространство. У (р). С помощью этого 
векторного пространства мы’ можем определить г-векторы и г-ко- 
векторы на S в точке р; поэтому мы можем определить Ha S 
дифференциальные формы. В произвольном гладком многообразии 
(которое не предполагается лежащим в евклидовом. пространстве) 
мы можем определить векторы в точке с помощью патаметризо- 
ванных кривых, а сложение векторов —с помощью систем KO- 
ординат. . . ze ‚№ | 


| Уитни 
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Чтобы определить г-мерное интегрирование в `п-мерном много- 
образии М, нужно прежде всего выбрать простые г-мерные области 
интегрирования; г-мерные (прямолинейные) клетки там определить 
нельзя. В качестве таких областей можно выбрать ориентированные 
куски Г-мерных подмногообразий многообразия М. Перед нами 
возникает теперь задача определения интеграла OT г-формы w 
по ориентированному куску г-мерного многообразия. 

Пусть сначала п=1; в этом случае мы имеем абстрактно 
определенную ориентированную кривую С. Она, конечно, экви- 
валентна отрезку действительной оси. Теперь определяется инте- 


грал fe ‘для 1-формы ®. Допустим, что С лежит в ЕЗ и форма © 
С 

определена в окрестности кривой С. Пусть po, Py, ..., Pm — Pa3- 

биение кривой С на маленькие дуги. Тогда векторы р... — р, 

почти касаются кривой С и сумма 


m-1 | m—1 
(1) о (р ‘ {P1Pi+1} = 2: (Фо (Dis. — Pd) 


аппроксимирует интеграл fo. . 
| С 

Возьмем снова ориентированный кусок $ некоторой поверхно- 
сти в E%, Считая, что $ — небольшой кусок, мы можем разбить 
его на маленькие криволинейные куски 7, ..., T,, например, взяв 
образы /(°1),..., f(3,) прямоугольников в некоторой системе 
координат (ср. области т; в § 16). Мы можем, далее, составить 


сумму 
(2) > о (91) - (Wy, \/ Wa); 


где <;1, Wj — касательные векторы в вершине д; куска 7;, и вос- 


пользоваться этой суммой для аппроксимации интеграла [ W; 
| 5 
ср. (16.1). На основании (16.2) мы видим, что можем равносильно 


определить fe ИЛИ [ fre, если S==f(Sp), где $, — часть евкли- 
‘ So | 
довой плоскости. 

Последнее определение не зависит от того факта, что поверх- 
ность 5 лежит в E%, Если же $ лежит в ЕЗ и форма w определена 
всюду в некоторой окрестности поверхности $ в пространстве ЕЗ, 
то для определения интеграла мы могли бы воспользоваться поли- 
эдральными аппроксимациями; см. гл. Х. 


18. Частные виды интегралов в трехмерном пространстве. 
Здесь мы имеем г-мерное интегрирование для г=0, 1, 2и3.. 
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Пусть E*— метрическое и ориентированное пространство. Тогда 
произвольный г-ковектор в ЕЗ соответствует либо действительному 
числу, либо вектору (см. 5 13). Это дает нам специальные виды 
интегралов, которые мы и рассмотрим. 

Случай г=0. Нульмерная клетка есть некоторая точка р 
(без свойств ориентации). Далее, любой O-KOBeKTOp есть действи- 
тельное число; поэтому всякая 0-форма является действительной 
функцией. Интеграл от О-формы Ф по нульмерной клетке р есть 
число $Ф(р). Нульмерная полиэдральная цепь есть выражение 


A= У а,р,, а интеграл от ф по А равен 
(1) fe=d a9 Wo. 
A 


В частности, если ‹ — одномерная ориентированная клетка Pq, TO 


(2) Ap)=l9g+(—Dp, fe=9i—9l). 
O( pq) 


Случай r=1. Сумма, аппроксимирующая интеграл for 


Я 
где С — ориентированная кривая, а w!— некоторая 1-форма, была 
указана в (17.1). Заменим форму ®' следующей вектор-функцией VU 
в ЕЗ. Для каждой точки р U(p) есть такой вектор, что скалярное 
произведение х (р) - W равно «1 (р) - W для всех векторов <0; см. § 12. 
В обычной терминологии касательный вектор вдоль С называется 
‚линейным элементом“ 4$, а интеграл обычно записывается в виде 
[мы пользуемся (17.1)] 


(3) Гот= [о ав = Шт У о (ро. (ра. — Po. 
$ $ 


Это — „циркуляция“ вектора UV вдоль кривой С. 
Случай г=2. В этом случае сумма, аппроксимирующая 


интеграл _ || w?, была указана в (17.2). Биформа ww? следующим 


$ 
образом соответствует некоторой вектор-функции 9. Для каждой 
точки р w2(p) = Фо(р), как в (13.1). Это соотношение дает 


| 0? (р): =, [9 (р) \/ a] для всех бивекторов я. 
Отсюда в силу (13.4) 
(4) «2 (40) - (ви М Wi) = + [Mp У Wp V VG) = (9, +9 (99: 
3* 


в обозначениях (17.2) сумма этих величин аппроксимирует инте- 
грал fo. Вектор 

Eos g | 
(5) М = Oy, X Wy 


называется „элементом поверхности“ в точке Giz И, по аналогии 
с (3), интеграл записывается в виде 


(6 - [=]. dN — шт У. v(q) + М, 
5 5 


Это — „поток“ вектора © через поверхность $ (см. § 5). 


Случай r=3. Интеграл fo определяется для областей R 
R - 
в ориентированном пространстве ЕЗ и для 3-формы w%. Пусть в — 


единичный 3-ковектор. Тогда 3 (р) = ®(р)®., где w — действи- 
тельная функция, как в (16.3), и 


(7) for fo. 
R R 


Последний интеграл является интегралом Римана. Если мы pa3o- 
бъем А на маленькие клетки 5,;, ориентированные так же, как и ЁЕЗ, 
и выберем в каждой клетке с, точку P;, то 


(8) _ 203 (p)) {1} = Хо (рр. |, 


есть сумма, аппроксимирующая интеграл. 


19. Теорема Стокса. Пусть » — гладкая г-форма в Е”. Тогда 
общая теорема Стокса утверждает, что в Е" существует такая 
(r + 1)-форма w’ = dw, что для любого ориентированного куска М 
гладкого многообразия размерности г 1 в E” с границей OM 


НЕ. | [ du. — f oy, 
М OM 


Из общих рассмотрений мы увидим, что форма w’ должна суще- 
ствовать; мы найдем ее вид в следующем параграфе. Обычная фор- 
мула в Е3 приводится в § 21. 

Определим г-мерную коцепь Х в Е" соотношением 


(2) xX: = fo для всех г-мерных ориентированных клеток с. 


¢ 
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Определим, далее, (г -— 1)-мерную коцепь У = dX формулой 


is) Fer As a= fo для всех (r-+-1)-MepHbIX ориентирован- 
OF ных клеток 7; 


ср. (1.2). Можно доказать, что X удовлетворяет гипотезе (H,). 
или, иначе говоря, что У удовлетворяет гипотезе (Hi); cm. (V, 10). 
Тот факт, что У удовлетворяет гипотезе (Н,), тривиален: для лю- 
бой (г 2)-мерной ориентированной клетки 7’ 


4) г. = 2-002 = X-9— 9, 


Таким образом, У является (r-+-1)-mMepHoK бемольной коцепью. 
Мы называем ее кограницей АХ коцепи Х.Если мы предположим, 
что частные производные от ® удовлетворяют условию Липшица, 
то мы сможем показать, что коцепь У является диезной. Тогда 
существует ($ 11) такая соответствующая (r+ 1)-форма w’ = Dy, 


что 
Го = ут = [ 
v Or 


и мы получаем формулу (1) для клеток, а поэтому и для М. 
[Конечно, форма ®’ существует при значительно более общих усло- 
виях; см., например, (Ш, 16) и (IX, 12).] 


20. Внешний дифференциал. Для данной гладкой г-формы w 
в пространстве E” (r+ 1)-форма w’ = dw из § 19 называется внеш- 
ним дифференциалом формы ®. Пользуясь аффинной системой 
координат (x!,..., x”) в Е", мы хотим выразить компоненты 
формы ®’ через компоненты формы w. 

Возьмем сначала г = 0. Пусть задана точка р; положим (при 


некотором #=1,2,..., п) р, =р -—-{е; и рассмотрим отрезок pp, 
(t > 0). . 
Так как 
t t 
Гора fo= f о=о(рр—о(р= ее dx, 
о pry (РР) 0 


TO мы должны иметь 


(1) г— 0: w= 


* oxi 


Возьмем далее r= 1. Пусть заданы р, i, J; мы будем писать x, у 
вместо х’ и х’ и отбросим остальные координаты. Возьмем 
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любые h, ^ > 0; пусть с — ориентированный прямоугольник с вер- 
шинами 


р У, po=(x+h, у), р’ = (в, У А), р” = (х, y+). 


р" y+k 
Так как f o= | w,(x +A, t)dt ит. д., TO мы имеем 
р’ y 
yt+R | 
(2) fo=f [w(x Lh, th—o, (x, 8] dt— 
Os y 


x+h 


—f [o,(s, y+ k) — в, ($, y)] ds. 


x+h 


of (xh, Э— в, (х, 9 = f 2 0, (5, 045, 


и аналогично для второй подинтегральной функции. Поэтому мы 


должны иметь 
x+h y+R 


(3) [= fo=f fle о, ($, t)— (8, t)| at ds. 
в Os x y 


Взяв Й и Rk произвольно малыми, мы получаем отсюда 
до, 0a; 

(4) r=1: wo, =—/——., 

“ бе ox 

Тем же методом можно воспользоваться в общем случае. В част- 

ности, 
(5) = a 
os ox! дх/ dx” ° 


Существуют аналогичные формулы, связывающие непосредственно 
w и w’, Например, 


(6) г=1: do(p)-(VV w)=V,[o(p)- “| —У [о (р) . ч]. 


Упомянем некоторые общие свойства. Для любой г-формы w 
и $-формы & 


(7) ddw=0, d(w\Vt)=dwo\Vt+(—1lYoV\ 4. 


Если /— гладкое отображение одного евклидова пространства 
в другое: и « — некоторая г-форма во втором из них, то 
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Если ® — некоторая г-форма, определенная на многообразии, 
то мы можем определить Aw с помощью системы координат; ввиду (8), 
это определение не зависит от системы координат, которой мы 
воспользовались. Указанные выше свойства, за исключением свой- 
ства (6), остаются справедливыми. 


21. Некоторые специальные формулы в метрическом ориен- 
тированном пространстве 23. Приведем примеры внешнего диф-. 
ференциала и теоремы Стокса. и 

Случай г=0. В этом случае внешний дирференциал есть. 

> | 


просто дифференциал, т. е. градиент, 4$ = УФ. (Эта формула не- 
верна при г >> 0.) С помощью „набла“-оператора 


> 


д д д 
У — р a oe 


вектор-функция, соответствующая форме do (см. § 18), записы- 
вается в виде 


(1) Vp =egrad (9) = See, + Ste, + He 


Для ориентированной кривой С, идущей от точки’ р до точки 4, 
А ы (19.1) в обозначениях $ 18 дает 


(2) И О РО 
С С | | С 


В случае, когда С — отрезок действительной оси, это — „основная 
теорема интегрального исчисления“ | 

Случай г—=1. Вам 2 & задана гладкая вектор-функция V, 
то существует соответствующая 1|-форма w; ее внешний диффе- 
ренциал wo’ — dw представляет собой функцию, значениями которой. 
являются биковекторы, и этой функции соответствует : вектор-. 
функция UV’, называемая вихрем вектор-функции 9. Ввиду (10.2): 
w,== v', а на основании (13.10) 


’ = эта о сы. И ее. 
(3) Oy = 93, 6,— — 9%, 6—7. 


Поэтому в силу (20.4) 
(4) УХ v == го+ (9) = 


__ [0% av? __ 08 | aul д? _ дм \е.. 
= (в — =) + Ox ах). 9). ; 
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Для ориентированного куска S поверхности с граничной кривой С 
формула (19.1) дает 


(5) | [x 0). ам= f rot(v)- ам= fv-ds. 
Ss: $ С 


Именно эта формула обычно называется „формулой Стокса“. 
‘Случай r=2. Если задана гладкая вектор-функция 9, TO 
существует соответствующая биформа ®, и 4® = ®’ есть 3-форма, 
соответствующая, как в (16.3), некоторой действительной функ- 
ции ©’, называемой дивергенцией вектор- 2 easily VU. Связь между Vu 


w дается формулами (3); кроме Toro, w’ = в, 3: Поэтому в силу (20.5) 


003 


(6) У. о — ам (и) = 5 — os we a 


Для области R Река, так же, как и Е?3) с границей S 
формула (19.1) дает 


(7) [¥-vaR = f div@aR= [э. ам, 
R R ' а 


где АА — элемент объема. 

Взяв в, (5) или (7) какие-нибудь определенные вектор-функции, 
мы получим конкретные стандартные формулы. Напомним, что все 
эти формулы являются частными случаями формулы (19.1), спра- 
ведливой независимо от метрики пространства. 

Формула 4 4® = 0 в случаях г=0 и г=1| дает 


(8) у x Ув = = rot (grad ($) ) = 0, 


(9) | №. (У X 9) = div (rot ($) ) = 0. 

Эти формулы легко ‘проверить непосредственно. | 
Mbt можем начать с действительной функции o, найти ee гра- 

диент, затем интерпретировать его как вектор-функцию и найти ее 

дивергенцию, представляющую собой снова действительную функ- 

цию; это — лапласиан функции $. В силу (1) И (6) он равен 


Li 
(10) УЕ + oes 


По своему определению правая часть не зависит OT выбора орто- 
нормальной системы координат. | 


22. Теорема существования. В выпуклом подмножестве про- 
странства ЕЗ любая вектор-функция является градиентом, если 
только ее вихрь равен нулю (в этом случае она обычно называется 
точным дифференциалом); любая вектор-функция является вихрем, 
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если только ее дивергенция равна нулю; и любая действительная 
функция является дивергенцией. (Функции предполагаются глад- 
кими.) Все это — частные случаи общей теоремы о том, что глад- 
кая г-форма ® (rf > 1) в выпуклом подмножестве пространства E” 
равна 4 для некоторой (г — 1)-формы & в TOM и только в том 
случае, если dw —=0. Заметим, что для 0О-формы ф (действительной 
функции) 4$ = 0 в том и только в том случае, если х постоянна. 
Теорема теряет силу для более общих подмножеств пространства Е” 
и для многообразий; см. следующий параграф. 

Приведем для различных значений п и г формулы, которые мы 
будем обозначать символом (п; г), выражающие компоненты одной 
из возможных (г— 1)-форм & через компоненты г-формы w, за- 
данной в кубе пространства Е”, содержащем начало координат. 
Для п = г = Ё положим 

x 
(1 1) E(x) = fo, (9 at; 


0 


тогда (dé), (х) = 


Для п= 2, r=1 мы осуществим ту же идею с помощью ин- 
тегрирования вдоль пути от (0, 0) до (0, у) и затем от (0, у) 
до (x, у): 


| у ыы 
(2; 1) E(x, У = fo, (0, fdt+ [в (5, у) 45. 
0 


0 


в (х), и поэтому d§=— w. 


Тогда 0 (x, y)/Ox =, (х, у), и так как д%›/9х — д /ду = 0, то 
0 д 


Ч У)-Е [5 (х, у) — 02 (0, y)] = ®›(х, у). 


Выпишем еще несколько случаев: 
x 


(2; 2) Не, N=0 о, =f on(s, У) ds, 
0 


(3:0 Ех, у, 2) = |[з (0, 0, u)du-+ 


0 


у х 
+ fo, & да + fos, у, 2) 45; 
ed | 0 | | 
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в еб BX, 9, 2) = f on(s, у, 2) 4$, 
(3; 2) 0 
y # 
| 8 (х, У, 2) = | в (0, t, 2) @ + f os(s, у, 2) ds; 
0 


0 


( E(x, у, = Eig (x, у, 2)=0, 
: а 3) ты (х, У, 2) = [из (5, у, 2) ds. 


0 


Общее доказательство я (r— 1)-формы & будет 
дано в (IV, 25). 


23. Теорема де Рама. Теорема де Рама связывает дифферен- 
циальные формы в многообразии с гомологическими и когомоло- 
гическими свойствами этого многообразия; см. теорему (IV, 29А). 
Мы кратко обсудим эту теорему для случая. тора и размерности |. 
_ Точки тора М описываются заданием пары угловых координат 
(0, $), Ох 9 2т, Ох 2x, где 9 = 0 отождествляется с O = 2, 
и точно такое же отождествление производится для Ф. Таким обра- 
зом, мы имеем 


оо (0, $) = (2*, $), (6, 0) =(0, 2). 


Когда 9 меняется от 0 до 2x, точки (0, 0) описывают ориентиро- 
ванную замкнутую кривую C,; подобным же образом точки (0, $) 
описывают кривую C,. Пусть теперь С — любая ориентированная 
замкнутая кривая. Элементарное рассуждение показывает, что кри- 
вую С можно продеформировать в ориентированную замкнутую 
кривую С’, которая py раз обходит кривую Су, а затем. в.» раз 
кривую С», где p, и р, — некоторые целые числа. При в; = р» = 0 
кривая С’ представляет собой точку. 

Дифференциальную форму © мы будем называть замкнутой, 
если dw = 0, и производной, если ® = @& для некоторой формы E. 
Так как 4 4 =0, то любая производная форма замкнута. Назо- 
BEM хи W’ когомологичными, если форма ® — w’ является произ- 
водной. Каждая замкнутая г-форма вместе со всеми когомологич- 
ными ей формами образует класс г-мерных дифференциальных 
когомологий (с действительными коэффициентами) в М; множество 
всех таких классов образует пространство г-мерных дифферен- 
циальных когомологий Н’. По теореме де Рама оно изоморфно 


23. ТЕОРЕМА ДЕ РАМА 48 


пространству г-мерных алгебраических когомологий ") с действи- 
тельными коэффициентами. 

Основными периодами замкнутой 1-формы ® на торе назы- 
ваются числа 


(2) Р, (в) = fo, Р‚ (в) == fo 


Для любой формы w’, когомологичной w, формула Стокса дает 


P,(w’)— P,(w) = f (o’ —0) = [= [1=0, 
| с, Е с 


так как кривая С, замкнута. Поэтому мы можем говорить об основ- 

ных периодах класса дифференциальных когомологий. Мы пока- 

жем, что существует единственный класс, имеющий в качестве 

периодов любую данную пару чисел. Это и есть первоначальная 

формулировка теоремы де Рама в рассматриваемой ситуации. 
Определим замкнутые |-формы 


(3) o = 40, в, = 44. 


Хотя функции § и Ф ввиду (1) не являются на М однозначными, 


однако ясно, что формы ®; и w, однозначны. Основные периоды 


форм w; и ®. равны (2х, 0) и (0, 2x) соответственно; поэтому 
(4) к (a0; + bw) =2na, P, (aw; + bw) == ЭВ, 


Таким образом, существуют замкнутые формы с произвольными 
заданными основными периодами. 

Заметим далее, что если ориентированная замкнутая кривая С 
продеформирована, как выше, в кривую С’, то для любой замкну- 
той |-формы ® 


(5) [о = До=ыР, (в) + ьР, (©). 
с С’ 


В самом деле, мы можем найти последовательность кривых Су = 
—= С, С.,..., С» ==С’, обладающую следующими свойствами: для 
каждого i существует такая ориентированная двумерная клетка 3, 
с границей д3, =В,— А, что кривая C,,, содержит дугу B,, 


1) См. (П. Il, 8). — Прим. ред. 
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С, содержит дугу A;, а в остальной своей части кривые C; и Са 
совпадают. В таком случае 


fo—fo= fo= faw=o, 
Ci41 С: 7 _ '.% 


и первое равенство в (5) доказано; второе же очевидно. 

Мы должны еще показать, что если ® и w’ — замкнутые формы 
с одними и теми же основными периодами, TO ‘их разность 
1 = ®’— ® является производной, 1 = 4$. Мы можем определить 


форму © по формуле (2; 1) 5 22: 
ф 9 
(6) 26, д = ] №0. 04+ f als. Yas. 
| 0 0 


Пользуясь формулой (6), нетрудно показать, что O определяется 
однозначно: 


$ (8, 2=) — © 0, 0) = f 0, dt = [1=0. 
0 С, 


Аналогично 9 (27, ф) = (0, $). Тот же факт, что 49 ==\1, дока- 
зывается, an в $ 22. 

Заметим, что для любой ориентированной замкнутой кривой С 
соответствующие ей числа py, и» мы можем найти с помощью форм 
6, Oe Пусть кривая С” определяется, как и раньше. Тогда 
(7) Ге; т [ 07 = PP, (9;) + вьР, (©;) = 27H, 

Cr 


С 


Теорема де Рама связывает также произведения форм с про- 
изведениями классов алгебраических когомологий или пересечениями 
циклов. Мы укажем одну формулу такого вида. Очевидно, 
wo, V w, есть единичная 2-ковектор-функция в М; поэтому 


(8) [ w, \/ w, = 412. 
Fi 
Отсюда для любых замкнутых форм ,, ®› легко следует, что 
(9) [Го У в, = 4? [Р1 (0 Pe (©) — Pe (в) Pi (;)}; 
М 


мы пользуемся здесь тем фактом, что форма w, когомологична форме 
/ ПВО * * 
wo, = 4,0, + 6, 6.. 
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С. Набросок общей теории 


24. Нормированные пространства цепей и коцепей. Пусть 
в Е” дана г-мерная бемольная коцепь Х ($3), и пусть |X| и 
|4Х| — наименьшие числа №, и №, для которых соответственно 
удовлетворяются неравенства (3. 1) и (3.2). _ функция бемоль- 
ной коцепи 


(1) |X|? =sup{|X], |аХ!} 


является нормой, бемольной нормой, а линейное гространство 
г-мерных бемольных коцепей с этой нормой становится банаховым 


пространством С””. 


Пусть масса полиэдральной г-мерной цепи A= Хар, опре- 
деляется как число 


(2) |А|=У|а;||з:| (если клетки 3, не перекрываются). 


Тогда из определения числа |X| слздует |Х.А| < ХА}; 
точно так же 


|X-0D| <|dX||D| для всех (г--П)-мерных полиэдральных цепей О. 


Пусть даны Хи A; возьмем любую (г- 1)-мерную полиэдраль- 
ную цепь D. Тогда 


|X. Al =|Х. (A— dD) +X .0D| < 
<|X||A—aD|+1ax)| D] < |X|’ (|A—aD|-+ | Dp. 


Это неравенство наводит Ha мысль определить бемольную норму 
г-мерной полиэдральной цепи А соотношением 


(3) |А р —= и! {| А— 00] 10|} по всем (г- 1)-мерным поли- 


эдральным цепям D. 


Это — норма в пространстве г-мерных полиэдральных цепей, и 
притом наименьшая из таких норм, что для всех бемольных 
коцепей Х 


(4) Lx Atel xP ar 


Возьмем для примера одномерную ориентированную клетку о, 
и пусть с’ To обозначает ту же клетку, сдвинутую Ha вектор Uv. 
Тогда си 3’ являются двумя сторонами (длины |<|) параллело- 
грамма 7; и две стороны A, В имеют длину |9|, и мы полу- 
чаем |t|<|o||v|. Поэтому | 


5) | Ts —9 |? <|T 2 9—0] + [«| < 2+|s)lel. 
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Так как 
|X -(T,o —9)| < ХР |T,e— 6 |? @-+ ||) XI? fol, 


TO, если вектор UV мал, число Х.ТГ,с будет близко к X <<a. 

Каждая г-мерная бемольная коцепь Х имеет кограницу ах, 
которая является (г + 1)-мерной бемольной коцепью, определяемой 
услозием 


(6) 4Х.В =Х.0В для всех (г-|-1)-мерных полиэдральных цепей В. 


Это соотношение является абстрактным эквивалентом формулы 

Стокса (19.1). | 
Пространство г-мерных полиэдральных цепей с бемольной 

нормой не является полным; если мы пополним его, то получим 


пространство СР г-мерных бемольных цепей. Теперь С?” является 
пространством, сопряженным к СР. | 
Подобным же образом мы можем определить диезные нормы | Х |# 


коцепей и диезные нормы |Al* r-MePHbIX полиэдральных цепей. 
Пополнение пространства г-мерных цепей с диезной нормой при- 
водит к пространству c# г-мерных диезных цепей, содержащему 
пространство СР. 

Теперь теория интегрирования может быть построена следую- 
щим образом. Определяем норму (например, диезную или бемольную) 
в линейном пространстве г-мерных полиэдральных цепей; тогда 
„интегрируемое“ (коцепь) Х есть ограниченная линейная функция 
на этом пространстве; она удовлетворяет условиям непрерывности, 


зависящим от выбранной нормы. Интеграл Х. A= Г Dx опреде- 
А 

ляется теперь не только по Г-мерным полиэдральным цепям, 

но также и по всем элементам пополненного пространства цепей; 

при надлежащем выборе нормы это пространство будет содержать 

кривые куски Гг-мерных многообразий и т. д. Такова программа, 

которую выполняем, начиная с гл. V. 


25. Непрерывные цепи. Возвратимся на некоторое время 
к тору М из 623. Пусть Св — ориентированная замкнутая 
кривая, описываемая точкой (0, $), когда 9 меняется от 0 до 2м. 
Так как кривая Cy, может быть продеформирована в C,, то для 
любой замкнутой 1-формы w на М мы имеем 


2r 


an 
(Q) ff [o@, -eddd= f 0,6, 940 = [о = Ри), 
Q 


0 Cry 
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где е, — единичный вектор, идущий в д-направлении. Интегрируя 
по фи деля на 2ж, получаем 


2x an 
(2) к [= | f №6, -е14904% =Р, (®). 
оо 


М 


С помощью этой формулы P,(w) выражается через интеграл 
Римана от w-+e, по всему М. Мы имеем здесь одномерный 


интеграл Р, (5) под видом двумерного интеграла. 

Зададим теперь вопрос: нельзя ли, отбросив ограничение, 
состоящее в том, что форма ® замкнута, истолковать левую 
часть формулы (2) как одномерный интеграл? Мы можем это 
сделать следующим образом. Прежде всего, кривые См можно 
рассматривать как простые одномерные фигуры и по определению 
положить 


Х. С = [ o=F. 
Cry 
Теперь возьмем мелкое подразделение © отрезка [0, 27], задавае- 


мое точками =O, ф,,..., ф„==2к. Определим для © одно- 
мерную цепь (аналогичную одномерной полиэдральной цепи) 


т-1 
(3) Ag = > (Фин: — Pp) Сны. 
Тогда 


Х : Ав = Pe (41. — Pp) X- Cry, = p> Е (9) Yy4i — 5). 


Взяв последовательность ©,, ©,, ... подразделений, степени мелкости 
которых — 0, мы получим 


an 
(4) lim Х. Ав, = [| 24) 4$; 
0 


Е > oo 


это и есть нужный нам интеграл по М. Мы покажем ниже, что 
относительно бемольной нормы ($24) последовательность цепей 


Аз, Аз,, ... является фундаментальной; поэтому она имеет неко- 
торый предел А: 
(5) lim? Ag. = А. 

Ё > © k 


an 
Таким образом, Х. A= Г Р ($) db, так что интеграл в (2) является 
| 0 


просто значением коцепи Х на одномерной цепи А. 
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‚Чтобы проиллюстрировать сходимость в (5), возьмем вместо 
тора М квадрат O< 0 < Qn, О «ух т в A? (см. 6 17). Теперь 
кривые С, станут отрезками o,. Допустим, что ©, есть подразделение 


разбиения ©,. Тогда каждый член (b,,,—,)9, в Аз, заменится 
В Ag, некоторой суммой членов (bj, j41 — фу) ву. Если b),,-— 9, Ce 
(для всех i), то неравенство (24.5) дает 


|; (Фила Yay) Зу— (+: 9; = > (bi, j41 — 1) (F4,—-9) г < 


< > (Yij+1 — Фи) | od |? < (ин: — (2 2п)е. 
Следовательно, | : 


(6) | Ae, — Ав, |” < Уфы — 0 @- же = Ie (2-2), 


и существование предела (5) для этого (а нотому и для рассмо- 
тренного выше) случая доказано... 

Заметим, что бемольную цепь А в (2) определяет вектор е.. 
Вообще, в п-мерном римановом многообразии М мы можем иметь 
непрерывную функпию точки a(p), значениями которой являются 
г-векторы; функция х определяет г-мерную бемольную цепь A, 
называемую /г-мерной непрерывной цепью. Произвольная г-форма 
w == Ох соответствует некоторой бемольной (фактически диезной) 
коцепи X [см. (11.2)], и при этом 


(7) | Х.А= fo-a, 
| | Jo 


где мы пользуемся интегралом Римана. | 
Допустим, что функция & гладкая. Тогда можно показать 
[см. (№1. 9)], что граница OA соответствующей цепи А опреде- 


ляется функцией a’, составленной из частных производных функ- 
ции ©. 


_ 26. О нульмерном интегрировании. Мы можем разбить виды 
интегрирования на два типа: (а) те, в которых используются 
свойства ориентации области, и (b) те, в которых эти свойства 
He используются. В случае (а) непременно существует некоторое 
связанное с интегралом число г, указывающее размерность. Это 
может иметь место даже и в случае (D), но существенные геометри- 
ческие свойства при этом не учитываются; мы покажем ниже, 
как представить такой интеграл в виде нульмерного интеграла. 

Когда область интегрирования может поворачиваться в про- 
странстве (таким образом, что части области будут двигаться 
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в направлениях, не параллельных ее первоначальному положению), 
то, вероятно, необходимы свойства ориентации; это подтверждается 
рассмотрением потока в § 5. | 

Там, где движения этого типа не используются, ориентация 


вообще ‘может игнорироваться. Tak [см. (18.7)], интеграл Го 
R 

от 3-формы © в ориентированном пространстве ЕЗ по некоторой 

области Ю, ориентированной Tak же, как и ЕЗ, может быть записан 


и как интеграл Римана | « от соответствующей действительной 
7 R 

функции © (в предположении, что пространство E% является метри- 
ческим); в последнем интеграле свойства ориентации не исполь- 
зуются. Однако в формуле преобразования (16.2) или (16.4) на 
ориентацию следует обращать внимание. 

Типичным примером интеграла типа (b) является интеграл, 
с помощью которого вычисляется полная масса в случае непре- 
рывного распределения масс. Мы можем иметь массу, распреде- 
ленную по кривой или по поверхности в E%; но для определения 
массы этой кривой или поверхности нет необходимости, чтобы 
они были ориентированы. Более общим интегралом того же вида 
является интеграл OT действительной функции ф в метрическом 
пространстве $, в котором задана (положительная) функция-мера в. 
Мы можем рассматривать © как некоторую 0-форму; тогда 
Х.р==о(р)} есть нульмерная коцепь в $. Покажем, каким образом 
любое компактное измеримое подмножество Q пространства S можно 
рассматривать в качестве нульмерной „бемольной“ цепи Ао, для 
которой 


(1) [4 =Х. Ag; 
2° 


при этом мы предполагаем функцию © непрерывной, так что 
может быть использовано определение риманова типа. 
Для каждого разбиения © множества © на измеримые мно- 


жества Q,,..., Q,, выбрав в каждом (), по точке р;, мы получаем 
нульмерную цепь 
(2) Ав = Dip (ЧР, 


Для последовательности таких разбиений, степени мелкости кото- 
рых — 0, предел соответствующих цепей есть некоторая „бемоль- 
ная“ цепь А. Доказательство опирается на следующий факт: 
допустим, что каждое (©), имеет диаметр «в, и ©’ является под- 
разделением разбиения ©; пусть, скажем, Q, разбивается на мно- 
жества (),, и пусть в Q,, взята точка р;,. Тогда, рассматривая 


4 Уитни 


5) ВВЕДЕНИЕ 


рр, как а одномерную клетку и замечая, что, 
согласно (24.3), 19(ра)|? не превосходит расстояния от p QO 4, 


мы 
[Aer — Aol” =| Be © Фу —Р0 р = | Хь@р9 (ри) р < 
<e > ь (©) = ep (©). 


Обычное доказательство теперь убеждает нас, что нульмерная 
бемольная цепь А существует. Так как 


Х. Ав = Du QX+ p= Le (rd (©, 


то ясно, что равенство (1) выполняется. 
Заметим, что если мы положим 


ФАз = Же(ррь (О) рь, 


то бемольный предел даст нульмерную цепь ФАо; существует 
„единичная“ нульмерная коцепь Ху, определяемая условием Xo + p = | 
(для всехр), с соответствующей действительной функцией Dy (р) = 1, 


_ и при этом Х : ФА = f gdp. Операции этого типа изучаются 


Q 
в (VII,1). 


Часть первая 


_ КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 


a 


-. 


es 


ee - ? oe Mo „© 
- 
к х № 
р : 
к z + 
„ 
. 
7 
7 
+ 
. 
. 
+ 
. 
* 
8 
. 
- 
. 
= 
Ee 
ый 
og 
= * 
к tose 
= о ра 7 


# 
` 
ae 
ee ee a а о №“ 


[. Грассмановская алгебра 


Мы построим здесь алгебраический фундамент теории г-мер- 
ного интегрировакия в M-MePHOM пространстве; он будет исполь- 
зован в гл. Ш для определения интеграла от дифференциальной 
формы. Почему эта алгебра появляется в теории интегрирования, 
будет видно из гл. V; см. также часть А введения. Наш подход 
является геометрическим; когда вводятся системы координат, мы 
получаем обычные формулы, содержащие компоненты. 

Интеграл Римана, будучи п-мерным интегралом в п-мерном 
пространстве, не требует применения грассмановской алгебры. 
Однако теорема о преобразовании интеграла и особенно теорема 
Стокса лучше всего могут быть поняты с ее помощью; поэтому 
мы применяем эту алгебру в гл. Ш с самого начала. С точки 
зрения указанной главы важными являются § 1, 2, 3, 5, 8, Эи части 
$ 10 и 12 настоящей главы. В общей теории (начинающейся с гл. V) 
основную роль играют нормы, указанные в § 13. Произведения, 
вводимые в § 6 H 7, хотя, конечно, и составляют весьма суще- 
ственную часть нашей темы, нужны только в специальных частях 
теории. 

Другие изложения грассмановской алгебры см., например, в кни- 
гах Бурбаки и Лихнеровича. 

Рассматриваемая теория относится к некоторому векторному 
пространству У. Абстрактно определяются „произведения“ векторов 
($ 1); таким путем образуются г-векторы пространства У. Анало- 


гичные произведения в пространстве У, сопряженном к У (П.1, 3), 
приводят к г-ковекторам, которые, действуя на г-векторы, дают 
числа. Эти объекты известны в тензорном анализе как контра- 
вариантные и ковариантные альтернирующие тензоры. В действи- 
тельности г-ковекторы появляются в теории интегрирования (V, 10) 
в виде альтернирующих полилинейных функций; эти функции рас- 
сматриваются в $ 4. Изучая в $ 5 системы координат, мы находим 
свойства компонент, часто используемые для характеристики этих 
объектов. 

Внешние и внутренние произведения соответствуют произведе- 
ниям в алгебраической топологии; см. (1,29), (Х,14), (1Х,16) 
и (Х,11). 

„Простые“ г-векторы имеют непосредственную геометрическую 
интерпретацию; см. § 9, а также §7 введения. Именно этой 
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интерпретацией мы пользуемся при определении интеграла в гл. Ш. 
В последней части главы рассматриваются свойства линейных 
отображений, двойственность и понятие модуля отображения. 


1. Поливекторы. Пусть У — векторное пространство. Опре- 
делим сначала 2-векторы, или бивекторы, пространства У. Бивектор 
есть выражение вида 


(1) а— A, (и \/ V1) +... а, (и, V VU) 


с любым числом слагаемых, записанных в произвольном порядке, 
где а; — действительные числа, а ци; и 9; — векторы из У. Сумму 
«—- В мы образуем, приписывая одно выражение после другого 
и соединяя их знаком плюс; мы образуем аа, заменяя каждый 
коэффициент а; Ha аа, Выражения (1) должны удовлетворять 
соотношениям: 


(2) аи У -ЕЬ(и У) = (а) (и Уч), luVv=aV 4; 
(3) (и и’) Уч=и\Мо-и Vv, а Ey 
(4) ай \/ = и \/ (49) =а(и \Уэ; 
(5) и У «—0. 
Пользуясь этими правилами, получаем 
u\VVou+tvVu=uaVutaVv+uVuitvVv= 

| = (и 9) У (и Мэ) =0; 


следовательно, 
(6) о\/ и= — и\/ч. 

Далее, г-вектор есть выражение вида 
(7) а: (91 \/... Мо) -.:. Fay (9: М... VV Up) 


с теми же самыми свойствами. По отношению к каждой перемен- 
ной выполняется дистрибутивный закон; член, в котором дважды 
встречается какой-нибудь вектор, равен нулю. При r==O мы 
имеем действительные числа (скаляры); при г==1 — векторы. 
г-векторы образуют векторное пространство, которое мы 0бо0- 
значаем через У ||. 

Мы говорим, что Г-вектор имеет степень г, хотя, пожалуй, 
слово „размерность“ было бы более подходящим термином. 

Пространство У}, мы можем следующим образом. описать 
в точных терминах. Пусть [7 — линейное пространство действи- 
тельных функций F, определенных на г-кратном декартовом произ- 
ведении VO=VX... ЖУ, обращающихся в нуль всюду, кроме 
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конечного числа точек из У®. Если функция F имеет в. точке 


Ui... Х 9, значение a; (1=1,...,^Ю) и равна нулю во всех 
остальных точках, то мы пишем 

(8) Е = а. (91... 9)... а, (9... 9,,); 

слагаемые можно переставлять, и можно пользоваться правилом, 
подобным (2). Мы пишем 0 вместо 0 (Wy... U,) H U,...U, вместо 
1(O, .~« 9.) 


Пусть в этих обозначениях Lo — подмножество пространства L’, 
состоящее из всех функций Р, которые можно записать в`одной 
из следующих форм (буквы А, В и С обозначают произвольные 


выражения вида Vy... U,, быть может, пустые): 
(9) А (о 9’) В — AvB — Av’B; 
(10) А (av) В — a(AvB); 

(11) АоВоС. 


Пусть [" — подпространство пространства L’, порожденное мно- 


жеством Lo, т. е. множество всех линейных комбинаций таких 
функций. Тогда Vi,, есть фактор-пространство (П.1, 5) 


(12) Virj = Е mod Lis 
через a(v,\/ ... М ¥,) обозначается элемент пространства У], 
соответствующий элементу a(v,... U,)EL’. 

Доказательство равенства (6) показывает, что перестановка 
двух векторов в любом выражении UV, \/ ... \/ 9, изменяет знак 
члена; применяя это свойство произвольное число раз, мы нахо- 
дим, что если (/\,...^,) — некоторая перестановка индексов 
(1, ..., 7), то (обозначения см. в П.Г) 

(13) у see be ce Se Th Od ese yO). 


Если не все индексы A, различны, TO выражения, стоящие в обеих 
частях равенства, равны нулю. 


2. Поликовекторы. Исходя из пространства У, сопряженного 
к У (ПА, 3), построим пространство 


(1) УЙ =Ун 


поликовекторов точно таким же образом, как мы построили про- 
странство У|,|, исходя из У. Мы говорим, что г-ковектор имеет 
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степень г!). Пусть выражения Daf .. .\/ Л” обозначают 
г-ковекторы. 

Определим скалярное произведение г-ковекторов и Г-векто- 
ров как такую билинейную операцию, что 


Q) УМ... VID в М...М= 
1 1 
“yer ee ни 
Frio) Flop 


В случае г = 0 мы получаем умножение действительных чисел; при 
r= | — действие ковектора на вектор; при —2 имеем 


(fVg)- UV = (и) # (9) — Л (0) & (и). 


Соотношение (2) определяет, конечно, все скалярные произ- 


ведения. Так как элементы пространств УМ и Vir] могут быть за- 
писаны многими различными способами, то мы должны показать, 
что это определение не зависит от способа записи элементов. Мы 


можем доказать это следующим образом. Пусть У" —= М’ mod Mi, 
как в (1.12). Пусть М” действует на пространстве L’ по правилу 


(> ии... fr) (> bjVj, Yr) р 
== pa a'b, Pe gh fil (Vj ,) saat (vp); 


A 


очевидно, это произведение корректно определено и является би- 
линейным. Если мы покажем, что как произведения элементов из 


Мо на элементы из L’, так и произведения элементов из М” на эле- 


менты из Lo равны нулю, то отсюда будет следовать, что соот- 
ветствующим образом определяется билинейная операция между 


УЙ и Vir}, в точности являющаяся скалярным произведением, 
о котором мы говорили выше. Мы наметим доказательство пер- 


вого факта в случае г=2; общее доказательство будет тогда 
ясно. Прежде всего, 


ЛЕ = 9-Е Л Е®Ф-Ч-Л 8 = 
= 7 (м -Н Л’ (м)] & (©) — М-Н Л’) g (4), 


и мы находим [(f + /”) g — /= — /'8] - из = 0. Так как (af)(u) = 
= а] (и), то подобным же образом показываем, что произведение 


1) В. дальнейшем степени поливекторов и поликовекторов автор иногда 
обозначает символом deg (начальные буквы слова degree — степень). — 
Прим. перев. 
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любого элемента из Mo), представимого в виде (1.10), и любого 
элемента из L’ равно нулю. Наконец, 


ЛЛ - шо = Л (и) Л (®) — Л(®) Л (и) =0. 
Пусть 'е,..., @ ив,..., 2" — взаимные. базисы, ..соответ- 
ственно в УивУ (I. 1,3). Для любого множества индексов 
А —=(.,...,.^,) напишем 


oo a jy, № + МЫ, 


(3) | 

je sem а" Ve: 
Тогда для любых A= Cy ... ивы. в) 
(4) о er. е, = dh. 


В самом деле, если не все A, различны, TO e}—O, и TO же Ca- 
мое верно для е,. Если |. не является перестановкой элементов 


из i, то найдется \,, которое не входит в в; тогда е^ (é, a 


для всех ] и потому e-e,==0. Из (2) непосредственно И 
кает, что г^.е =1. Если в является перестановкой элементов 
из A, то, пользуясь формулой (1.13), мы сводим доказательство 
к случаю p=), 

Вообще мы будем пользоваться только такими символами 
е) и eX, для которых \<... <A,. Применяя формулу (4), по- 
лучаем (определение суммы > см. в П.П 

(р) 


(5) г. Dare =a’, 7 
() Ce i в 
(6) Xi W e” aN — W) 
и. 


Ясно, что наше скалярное произведение можно охарактеризовать 
как кососимметрическую билинейную операцию, удовлетворяющую 
условию (4). (Ср. $ 10 введения.) 


8. Свойства пространств У; и УЙ. Отметим, что по фор- 
муле (2.2) каждый г-ковектор & определяет линейную функцию Я: 
в пространстве V;,,. Докажем теорему. 

Теорема ЗА. Пусть У — пространство размерности п. 
Тогда при 9 <г<п пространства Vip) u У” имеют размер- 

. fel! ies 
ность (' ); при гп все Гг-векторы и г-ковекторы являются 
нулевыми. Введенная выше операция скалярного произзедения 
позволяет отождествить пространство У" с пространством, 
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сопряженным к Vip). Если взаимные базисы в У и У взяты 
как в $2, то элементы 


8 0.<...<\) 


образуют взаимные базисы соответственно в У] й yi", 
Прежде всего, если задан любой г-вектор a= аи | ae 


‚ М Ujp, TO, записывая ®у, = > ve „еь, перемножая и пользуясь со- 


отношением (1.13), мы видим, sie г-вектор @ является линейной 
комбинацией г-векторов е из (1); мы видим также, что если 


r>n, то «=0. Чтобы показать, что г-векторы е, независимы, 


допустим, что имеется соотношение >) ae, = 0. Применяя (2.5), 
©) 
ВИДИМ, ЧТО a —=0 для каждого \. Поэтому г-векторы. e, из (1\ 


образуют базис пространства У]. Подобным же образом `г-ко- 


векторы е^ из (1) образуют базис простракства ум. Поэтому 
и утверждение относительно размерностей справедливо. Если e 


и е, — взаимные базисы в У /] ив (Vir), TO, ставя элементу @, 
в соответствие г-ковектор е^, мы, очевидно, получаем изоморфизм 


между (И) и ИУ”, определяемый рассмотренной выше функцией ЯН. 


4. Альтернирующие /-линейные функции. Доказываемой ниже 
теоремой мы воспользуемся в (П, 8) ив (У, 9). Пусть Г”, (У)— век- 


торное пространство альтернирующих гГ-линейных функций Р, 
определенных на пространстве У. Иными словами, Р есть такая 
функция г переменных, линейная по каждому из них, что 


(1) F (yoo. в )==9,..д,Р (Oy, + oD). 


Для г-линейных функций равенство (1) выполняется в TOM и только 
в том случае, если F обращается в нуль, как только ‘дважды 
встречается какой-нибудь вектор; ср. 81. 


Теорема 4A. Для каждой такой функции Е пусть 
УР — соответствующая линейная функция в Vij, определенная 
соотношеняем 


(2) + Е (> i PN ... Уз», = > a,P (Uj, «+++ Viz)» 


Тогда Ф есть изоморфизм пространства Ги (У) на npocm- 
ранство (И). Поэтому (см. теорему ЗА) 


(3) о УФ, = маи). 


5. ПРИМЕНЕНИЕ СИСТЕМ КООРДИНАТ 59 


Прежде всего для данной функции Р пусть ФЕ — линейная 
функция на L’ (см. § 1), определенная условием (2), где в левой части 
вместо W нужно поставить Ф, а вместо суммы УХаюн\ ... \ и — 


сумму Раю. . U;,; ясно, что это определение корректно. Непо- 
средственно проверяется, что ФР обращается в нуль на всех эле- 


ментах подпространства Lo; поэтому ФЁ определяет линейную 
функцию ТР на пространстве Vip). 


Пользуясь базисом е!,..., @, в V, положим 


(4) f° (Coe over ,) = (<... <») 


h 
существует единственный элемент ЛЕ Li, (V), принимающий эти 


значения. Компонентами функции РЕ[/и(У) назовем числа 
Ру = Е (2х, И én.) <... <A,). Мы имеем 


Pos? Fol". 
(5) = 2 РУ 


В самом деле, возьмем любое множество индексов №, Hie soe Ва 
Тогда 


(QPP) (Co meee еы,) = 2 Fide = Fy Р (Cu se oy eu). 


-(A) 
и так как обе функции >)F,f* и Е являются г-линейными и 
| (^) 


альтернирующими, то отсюда следует (5). 
Таким образом, элементы f* порождают пространство /ли (У). 


Чтобы показать, что они независимы, допустим, что @ = ya, = 
(A) 
Тогда 


0—0 (ен, ..., eu) = Хаб» = ap ыы», №. 


Следовательно, элементы f* образуют базис в [ли (У). 


Обозначая теперь элементы взаимного базиса через e, (§ 3), 
имеем 


(VP) (е,) = Л (ев, +++ Cp,) = Op e+e, == 6, (е,). 
Поэтому y _переводит элементы f* базиса пространства Lj (И) 


в элементы €, базиса пространства (Ин), что и доказывает (3). 


5. Применение систем координат. Пусть дан базис е,, ...,.е» 
в пространстве У и соответствующие базисные элементы е›,е^ 


в пространствах Уд и yu ($ 2). Определим компоненты a про- 


60 I. ГРАССМАНОВСКАЯ АЛГЕБРА 


извольного г-вектора & и компоненты в, произвольного г-ко- 
вектора « соотношениями 


(1) $ = У ее, (0) —= >) w,e 

(A) (A) 
(см. теорему ЗА). Тогда a и w, могут быть найдены из COOTHO- 
шений (2.5) и (2.6): 
(2) Gog. а, ont <... <td). 
Мы можем, воспользовавшись равенствами (2), определить a и wy) 
для всех A, не требуя, чтобы <... <A,. Из (1) и (2.4) находим 


(3) w+ a= >) wo. 
(A) 
Если заданы векторы 9;,..., U, и ковекторы f', ..., Л", при- 
чем 9; = Dj vle; и т. д., то компоненты векторов 9; и ковекто- 


и: 
ров f’ образуют матрицы, из элементов которых мы составляем 
детерминанты 


зе OF т 

(4) ОА =... | DAT, ие ПИ вынес 
1 Г Е 

af <a fi, oe fi, 


Так как ei (о) = 9}, Я (2,,) =i то формулы (2) и (2.2) дают 
У. Мо... 5 
LPM se VIL = DAF, << Л). 
Поэтому в силу (3) 
(6) (ЛУ... УЛ). У ... VO) = 
| = RDF, ioe ak POP te Е 51 


Приравнивая правые части соотношений (6) и (2.2), мы получаем 
общее тождество Лагранжа (напомним, что f (v)= f-v= a fv). 
i 


(5) 


Рассмотрим теперь преобразование координат. Пустье,, ..., е’— 
новый базис, связанный со старыми формулами (П.|[, 1.1); взаим- 
ные базисы связаны формулами (П.1, 3.6). Определим детерми- 
нанты 


№ i, 
бы. 
А Ал У у 
i eee ба‘ tent = 7 ы 
(7) о, >> У р, х » 
У a’ ae ЗЫ 
ва Ё, 
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и аналогично детерминанты О, с элементами а’. Соответствую- 


щее преобразование компонент. as векторов и г-ковекторов задается 
соотношениями 


А А 7. 
(8) ^^ — У Dia", wo = > Dio 
(р) (®). 
Докажем первое соотношение. Пусть е’ обозначает г-вектор 
/ / и. 
eV «ee \е, . Если дан Г-вектор a= da €y, то, пользуясь фор- 


(р) 
мулой (П.Т, 1.1), находим 


» (в) "р 
В первой сумме соберем те члены, индексы которых являются 
перестановками какой-либо системы Ay <... < A,; эта сумма станет 
[A] [A] | 


| | 

тогда двойной суммой жж где > есть сумма по всем пере- 
QA)» 

становкам у рассматриваемой системы Х. Вспоминая определение 


символа 8» и пользуясь равенством (1.13), получаем 


= У» 5 а’... а рае, — кор Dia" 


(A) » (+) (A) (р) 
откуда следует требуемое соотношение. 


6. Внешние произведения. Определим внешнее произведение 
г-векторов и $-векторов формулой 


(О... МУ ба... VOSS BV +. Моя... VV We, 


продолжая ee на все г-векторы и $-векторы линейно. Нужно 
показать, что результат не зависит от способа записи элементов 
пространств Ум и И. Доказательство похоже на соответствую- 
щее доказательство в $ 2 и поэтому опускается. 

Ассоциативный закон @ \/ (В\/т) = (a\/B) \/ 1 очевиден. Поль- 
зуясь равенством (1.13), находим коммутативный закон 


(2) Ва == (— 0 а\/В (EVN, BEVjs)). 


Отсюда в качестве следствия получаем я\/я = 0, если г нечетно. 
Но это может не иметь места, если г четно. i aa | B saa 
значениях $2 


(19 + ез1) ы (@12 +e) = = 261234. 


Внешнее произведение поликовекторов определяется. B точ- 
ности так же; выполняются те же законы. 
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В частности, произведения V\/w и /\/= имеют тот же смысл, 
что и ранее, и выражения %,\/... \/ъ, и Г\... МР можно 
теперь рассматривать как внешние ` произведения. Пусть а — не- 
которое число; положим также | 


(3) ага—а\@—09 ао а Уи. 
Изучим теперь компоненты, взяв в пространстве V базис 
е,,..., @,. Пусть } и и— не имеющие общих элементов мно-. 


жества, каждое из которых состоит из попарно различных нату- 
ральных чисел (не превосходящих п); пусть у — объединение этих 
множеств, упорядоченное каким-либо образом. Тогда’ соотноше- 
ние (1.13) сразу дает 


(4) 0 \ te == бов. 

Например, е.4 \/ €13 = — 61а. Докажем, что 

(5) oy В’ = 2 tae. 
(^) (2) 


В самом деле, если а \/ В =, TO 


* Е 
a \/ B= Di are, V are D> a Bre, \/ = 21% 
(A) (в) (^) (+) (у) 


соберем те члены в >), в которых A и м, взятые вместе, обра- 
(A)() 
зуют перестановку одного и того же у, и тогда формула (5) будет 


следовать из (4). Аналогично для, поликовекторов 


(6) — («\/9, = № 89, 
| (A)(p-) 


Например, если w и & — некоторые биковекторы, TO 


(VV 5) 1234 = 612634 — ® 364 + 6914623 + 6923614 — Wo4513 + 4934612. 


Если ® — ковектор, а & — г-ковектор, то мы находим 


(7) OVO = Мы вы = 


rel Е, (1) А 
р у 
О що 


Прямая сумма У пространств Vio) (действительных чисел), Vix) 
(т.е. V), Ур, ..., Им] представляет собой векторное пространство 
размерности 2” с базисными элементами е) вместе с числом 1. 
Рассматриваемое вместе с внешним умножением пространство И 
является кольцом, единицей которого служит число 1; обычно 
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оно называется грассмановской алгеброй пространства У. Эле- 
менты @,, ..., е, вместе с числом | порождают эту алгебру, т. е. 
любой элемент алгебры является линейной комбинацией произве- 
дений этих элементов. 

Более общая система получится, если присоединить также про- 
странства УЙ и рассмотреть внутренние произведения, определяе- 
мые в следующем параграфе. 


7. Внутренние произведения. Определим два произведения 
(которые будут изредка использоваться в последующих главах): 


(г-ковектор) Л ($-вектор) = ($ — г)-вектору, если Г < $5, 
(г-ковектор) Л (5-вектор) = (г — $)-ковектору, если г > $; 
при г==$ оба эти произведения сводятся к скалярному произве- 


дению. Условимся указывать степени верхними индексами. Тогда 
эти произведения определяются соотношениями: 


(1) ЕР. (Л a°) = (Е V/ о) . а’, если г $5, 
(2) (“Л а’) - BS =o" . (a М8” ®), если: г > 5. 
Правая часть равенства (1) при фиксированных w’ и aS является 
линейной функцией (5 — г)-ковектора 7”. Следовательно, в силу 


теоремы ЗА и леммы (П.Г, За) существует единственный ($ — г)-век- 

тор 8°`”, обладающий тем свойством, что (E° 7 \/ в"). =”. B87 

для всех #`’. Положим ®'’Л & =В°”", тогда равенство (1) выпол- 

няется. Таким же образом соотношение (2) определяет произведе- 

ние w’ Л aS при г>. $. Оба эти произведения, очевидно, билинейны. 
Если г==$, то, полагая в (1) & —=1, получаем 


(3) we A of = 1-7 Аа а <0 = w+ а" 


TO же самое соотношение вытекает и из (2). 
Положим в (1) г=0. Тогда w® есть некоторое‘ число аи’ 


Ee. (a A а’) =(Е Ма). = (а). oo = Е. (a2); 
аналогичным образом, воспользовавшись соотношением (2), имеем 
(4) ола шла. 

Применяя равенство (1) несколько раз, получаем 


WS A Ла] = У9. «Ля =@У9 Уч а= 
= У © У в) - «=т: [© Уз) Ла; 
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аналогичное соотношение следует из (2). Поэтому © 
(5) ИЛЛ) = Уля (7-5 <b), 
(6 (“Люлли AGS VB) <, 


Установим формулы для компонент произведения & /\ я, где 
r 
wE Vi, aE Vis): 


(7) (о Ла)” = У бо = Ува” <, 
(JO) № 

(8) (w Л a), = №2 була” ыы p> Wyy a | (г a S). 
AO) (2) 


Докажем первое из равенств (7). Возьмем произвольный ($ — Г)- 
ковектор ЕЕ УГ”. Пользуясь формулами (5.3) и (6.6), получаем 


Е. («Ля = (Е \/ ) - «= ХЕ \о) = У м. 
(A) (^) (в) (3) 
Возьмем фиксированное множество индексов № и положим &==е*. 
Тогда выписанное соотношение ввиду (2.9) дает первое из равенств (7). 
Второе получается непосредственно, а доказательство равенств (8) 
аналогично. | | 
Для г-ковектора ® и $-вектора & 


(9) См - 

-= © Er, [ + (Up, М a VV Up. ,)] Ma, Заз Veh (7 <4), 
в | 

(10) И М. У Ne 


= eal Vn VFS) ЛУ... УЛ (>. 


Заметим, что для каждого A здесь встречается только одно p. 
Например, при г=2 


w Л (9, Мэ, У 93) = [w+ (Vz \/ 93)] Vi — [0 © (9, М 93)] ч,-Н®о (9, М9ь)] 9з. 


Чтобы доказать (9), допустим, что w= fS-7t!\/ ... \/ fs, и, 
выбрав любые f!, ..., fS-", положим & = 71 \/... \/ /$-”. Возьмем 
скалярное произведение (5 — г)-ковектора & с каждой из частей 
равенства (9). Левая часть тогда даст произведение (11 \/ ... \/ fs) . 


. (© \... \М9.), равное детерминанту О ==| /*(9,)|; правая же 
часть, очевидно, даст разложение детерминанта р по формуле 
Лапласа. Так как ковекторы /’ были произво“ чы, то отсюда 
следует (9). Доказательство равенства (10) аналогично. 
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8. п-векторы в п-мерном пространстве. Если пространство У 
имзет размерность и, то, в силу теоремы ЗА, пространство У 
имеет размерность |. Поэтому если a — отличный от нуля п-вектор, 
то любой п-вектор равен а для некоторого действительного 
числа а. Множества всех п-векторов Q%, с а>0иа<0мы 
‘называем двумя ориентациями пространства У. 

Если в пространстве У задан базис, то формулы (5.1) прини- 
мают вид 


(1) НЕЕ Fe, gy Юве’ 


в силу теоремы 3A e,,.., #0, е1..-" £0. Формулы преобразо- 
вания (5.8) принимают вид 


Ан: у 7 _ rv 
(2) o = Da ‚ 6... 20%, |. 


1 


р = ||, =. 


oe 


Пусть (41, ..., Ш) и (Uy, ..., 9,) — независимые ') множества 
векторов; пусть, скажем, 9, = У Ui Uj. Тогда, преобразовывая про- 
1 


изведения UV, \/.,. \/ U, и пользуясь соотношением (1.13), получаем 


оч... = У... By аи о, = Учи, D=:|4!|. 
j 


[Это следует также непосредственно из (2), если UY; и и, рассма- 
тривать соответственно как старый и новый базис и положить 
& =, \/... \Мт,.] Таким образом, эти два множества векторов 
определяют совпадающие или противоположные ориентации про- 
странства У в зависимости от того D>O или же D< 0. 
Следующий факт является элементарным: если D > 0, то систему 
векторов и; можно продеформировать в систему 9,, сохраняя век- 
торы независимыми. Иными словами, существуют такие непрерыв- 
ные функции и, (1), ..., и, (Г), что и, (0) = и,, и; (1) =; и векторы 
и, (Г) независимы при любом #. Например, пользуясь метрикой 
в пространстве У (П.Т, 9), мы можем сначала продеформировать 
оба множества в ортонормальные множества; затем, с помощью 
вращений, можно перевести 4, в V,, Uy в Uo и т. д. В конце кон- 
цов, когда “,_, перейдет в V,_,, мы должны получить 4, = = 4,; 
так как детерминант О в (3) остается положительным, то мы 
имеем и, == 9. 
9. Простые поливекторы. Некоторый г-вектор & называется 
простым, или разложимым, если он может быть записан в виде 
в —9,\... \/ U,; в случае г-ковекторов определение аналогично. 
$ 9% | 


1) Упорядоченные. — /7рим. ред. 


5 Уитни 
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При г=0, 1 или п любой г-вектор в п-мерном пространстве, 
очевидно, является простым. Ниже, в $ 11 и 12 мы увидим, что 
это верно и при г=и— |, а также для г-ковекторов при тех же 
значениях Г. В 93, например, 4-вектор е»› Реза не является 
простым, как это следует из (13.9), (13.13) и (12.7) 

Мы дадим геометрическую интерпретацию простых г-векторов. 


Лемма 9а. х,\/... М9, =0Ов том и только в том слу- 
чае, если векторы UV, зависимы. 


Если векторы UV, зависимы, то какой-нибудь из них является 
линейной комбинацией остальных; пусть, скажем, 9, = а, - .. 

На, 1,1. 

Подставляя это значение в 9, \/... \/ 9, и пользуясь тем, 
что 9;\/ 9, =0, получаем 9, \/... \М/ 9, ==0. Допустим теперь, 
что VU, независимы. Тогда они составляют часть базиса Vy, ..., Une 
В силу теоремы ЗА г-вектор ®, \/... М9, является в этом слу- 
чае элементом базиса пространства Ур] и, следовательно, отличен 
от нуля. 

Пусть для r-BexTopa a У (&) обозначает множество всех век- 
торов и, для которых a \/ и= 0; множество У (a) является под- 
пространством пространства У. 


Лемма 95. Если a=v,\/...\V0,#0, то У(а) есть 
подпространство пространства У, порожденное векторами 
Dik cae Oe 

В силу предыдущей леммы векторы U,, ..., U, независимы; 
кроме того, иСУ (a) в том и только в том случае, если векторы 
9, ..., U,, И зависимы, т. е. если и является линейной комбина- 
цией BEKTOPOB %,. 

Если в пространстве У нет метрики, мы не можем определять 
объемы; однако мы можем определить отношение р (Ю, Ю’) „объемов“ 
ограниченных открытых множеств КЮ, Ю’ как число, обладающее 
‘следующими свойствами. Пусть заданы базис ej, ..., е„ и число 
= > 0; тогда существует число 6`> 0, для которого справедливо 
следующее: пользуясь векторами е, как базисными векторами 
прямоугольной системы координат, разобьем У на равные кубы 
с ребром Й, где h< 6; если N и №’ — число кубов, содержащихся 
соответственно в А и в R’, то |p(R, R’)—N/N’| < е. В част- 
ности, мы можем говорить о равенстве или неравенстве объемов 
двух открытых множеств А, К”. 

Под ориентированным объемом R в У мы понимаем пару, 
состоящую из класса открытых множеств равного объема в У 
(в класс входят все множества этого объема) и ориентации про- 
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странства У. Если Ru КЮ’ — ориентированные объемы в V, то 


пусть р(Ю, R’) обозначает отношение соответствующих объемов, 
взятое со знаком плюс или минус в зависимости от того, согла- 
суются ли две рассматриваемые ориентации или не согласуются. 
См. также (VII, 11.7). | 
Если U,,..., 9, — некоторый базис пространства V, то пусть 
Л (9,,..., U,) обозначает ориентированный объем, определяемый 


открытым множеством всех векторов Уаю,, ге Оса, 1, 
а ориентация пространства У задается п-вектором 9, \/... \/ у, 


($ 8). 
Лемма 9c. Если Ш... 4, и %,..., 9, — базисы про- 
странства V, mo 


(1) %\... V0, = [А (®ь ..., 9,), Аи, «02, Uy) ty VV. Vig 


Пользуясь соображениями элементарной геометрии, мы можем 
доказать это следующим образом. Найдется вектор и,, не лежащий 
в плоскости векторов 9.,..., U,; существуют такие числа 
Вор «icy ых 10 


| 
U,=U,+6,0,+ ... $+C,0 =a,u,, a, #09. 


Если мы заменим 9, Ha Uj, то ни одна из частей равенства (1) 


не изменится. Продолжая поступать таким же образом, мы сможем 
добиться того, что 9; = а», для каждого i. Перестановка векто- 


ров VU, либо не меняет равенства (1), либо же меняет знак обеих 
частей; поэтому мы можем считать, что А, =1. При замене век- 
тора UV, на 6;9, обе части равенства (1) умножаются на 6;; поэтому 
мы можем считать, что 9, =и;. Но в этом случае равенство (1) 
тривиально. 

Под Г-мерным ориентированным объемом в У мы понимаем 
объект, состоящий из некоторого г-мерного подпространства W 
пространства У и ориентированного объема в №. 


Теорема 9A. Между простыми г-векторами + 0 u г-мер- 
ными ориентированными объемами в У существует взаимно 
однозначное соответствие, определяемое следующим образом. 
Для данного простого г-вектора «=: \/... \/ 9, = 0 упоря- 
доченное множество (V,, ..., U,) определяет г-мерное подпро- 
странство W пространства У, ориентацию подпространства W 
и параллелепипед в W, а следовательно, и ориентированный 
объем в №, т. е. Г-мерный ориентированный объем в У. 


Векторами U,, ..., U, определяется г-мерный ориентированный 
объем. Чтобы показать, что он однозначно определяется г-векто- 


5* 
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ром @, допустим, что также а= и, \/... \Ми,. В силу леммы 9D 
подпространство \ порождается также и векторами и,;. Из 
равенства (1) (рассматриваемого в №) следует, что р==1; поэтому 
векторами UW,, ..., и, определяется тот же самый ориентированный 
объем в W и поэтому TOT же самый г-мерный ориентированный 
объем в V, 

Любой г-мерный ориентированный объем в У, очевидно, опре- 
деляется некоторым Г-вектором & =, \/... \/9,. Допустим, что 
он определяется также и г-вектором B=—u,\/... Ми,. Тогда 
и векторы и, и векторы VY, образуют базис подпространства W 
и определяют в одинаковые ориентированные объемы; это озна- 


чает, что в (1) р = 1, и, следовательно, В =. 


10. Линейные отображения векторных пространств. Пусть 
© — линейное отображение векторного пространства У в У”. Суще- 
ствует единственное линейное отображение пространства Vj) в про- 


странство V"{,, при котором 
(1) Ф (9; \/ eee V 9.) = ov, \/ a oe \/ 9U,. 


Доказательство того, что фах не зависит от представления г-век- 
тора & в виде суммы простых Г-векторов, похоже на соответ- 
ствующее доказательство в $ 2. 

Из (1) непосредственно вытекает 


(2) ф (© V В) = ga \ +В. 


Если o*— сопряженное отображение пространства (У) BV 
(П.Т, 3), то по формуле | 


(3) им. =еИМ... Ме 


оно определяет линейное отображение пространства У”" в про- 
странство V"!, Поэтому | 


(4) oe (Е \/ ©) =o V oto. 
Пара $, $” не изменяет скалярного произведения: 
(5) gro-a=o-ga (5СУ’М, а6Ун}; 


поэтому, если У! рассматривать как пространство, сопряженное 
к Ум (теорема 3A), то $* будет линейным отображением, сопря- 
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_ женным K $. Доказательство соотношения (5) непосредственно вы- 
текает из (3), (2.2) и (ПИ, 3.8): 
“ИМ... VID OV ...М9,)= 
=(P PIV... VPP) (У... М9) = 
= Leg h(n). Л (в) = - Зал (9)... Л’ (9%,) = 


—=(Л\... МЛ) - ФУ... V 90) = 
=(f1V ... VSI) OV ... VG). 
Имеются две формулы, относящиеся к внутренним произведениям: 
(6) oA ga=o(gro Ла) (EV, «Ув, г< 3), 
(7) im Л ва) = фю Ла Са aEVis, г>. 5). 
Например, (6) следует из соотношений 


$. 9 (p*w Л = 9% - (p*w Ла) = (9% V 9%) а= 
= 9 V w)-a=(§ V w)- 9% =6. (® Л 94). 
Пусть 9 и Ффб— линейные отображения соответственно про- 
странства У в У’ и пространства У” в У”. Тогда фф и $*ф* ото- 
бражают соответственно У в У” и V” в И; определим отображения 


и 
пространства У в Ур; и пространства У” ВУИ такими же со- 
отношениями; | 


(8) (фо) a= (9%), ($*4") o = $" (Yo). 
Преобразуя произведение ($*{*) w+ @ так же, как при доказательстве 
формулы (П.Т, 3.10), получаем 
(9) — (фф)" = 9". 
Пусть ф — линейное отображение пространства У в себя. Так 


как все п-векторы & являются кратными одного п-вектора в ($ 3), 
то существует единственное такое число D,, что фа = Da; число D, 


называется детерминантом отображения $. Если e;,..., €, — 
базис в Уи фе; = Же, то, пользуясь П-вектором &==е:... п 


мы сразу находим, что О, ==|$]|. 


И. Ат Пусть У имеет размерность п. Так как 
пространства УТ», yi ‚ Vin-r] и У"-П имеют одну и ту же раз- 
мерность, то все они `изоморфны. Мы укажем здесь изоморфизм 
между пространствами Ур] и yen определяемый исключительно 
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выбором некоторого п-вектора или п-ковектора. (Относительно 
пространств Ур и У" см. следующий параграф.) 

Выберем п-вектор % и п-ковектор ® так, чтобы было 
Wo : % = 1. Положим 


(1). Pe=0, Ла Яею—=о Ла... 
Мы докажем, что | ‘ 
(zy, DDua=4, 94’ =, 


и тем самым покажем, что и &, и GY’ являются изоморфизмами 
на. 
Выберем базис @,, ..., @, так, чтобы было ж%==е:...„; тогда 
«у = el--4, Пользуясь формулами (7.10), (7.9), (2.5) и (2.6), 
находим 
ron pA 
(3) Ba= ps Eye e 
(A)(p) 
a 
(4) Dy = Х Hye; 
(A)(p-) 
в каждой из этих сумм для данного A встречается в точности одно 
соответствующее ww. В частности (как и раньше, при условии 
а) 


—_ » м А — 
(5) Bey ых be в .е « @ eX = № вле, 

(2) (12) 
причем в каждой из этих сумм имеется только один член, отлич- 
ный от нуля. Например, при n=5 Qe, = е345, фе: = — er, 
Поэтому 
(6) De, = %,e", Q’e" = вл ,е), если &, # 0, 


поэтому также GQ’ QGe,—e,, DO'e’ —e", откуда и следует (2). 
° Из формул (7.5) и (7.6) получаем (если степени выбраны 
правильно) | 


о Л DE=0 NEA) = (У) A%=D (V4), 
98 Ла= (в Л В) Ла=ющ Л (8 Ма) = (8 Ма); 


полагая & = 4’ в первом из этих равенств и ® == GP во втором, 
находим 


(7) _ OA =D (w\/ 99) (deg() < deg (a)), 
(8) о Ла= ® (@'’° \/ a) (deg (w) > deg («)), 


выражая тем самым внутренние произведения через внешние. 
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Пользуясь формулами (7.3), (7), (1) и снова (7.3), получаем 
(9) («У 2% -щ=0.я (deg (w) = deg (2)); 
аналогичная формула следует из (8). 


Лемма lla. /Г/оливектор или поликовектор является 
простым в том и только в том случае, если простым является 
и ему двойственный. 


Допустим, например, что г-вектор а=,\/... Му, = 0 
является простым и что г« п. Выберем векторы %,.1,..., Up 
так, чтобы векторы V,, ..., VU, составляли базис BV (cM. лемму Qa), 

— 1 n 
и так, чтобы %=v,\V... V4,. Пусть ft, ..., f” — взаимный 


базис. Тогда в силу (6) Фа == fy ... МТ, И этот (п—г)- 
ковектор является простым. 


12. Евклидовы векторные пространства. Пусть пространство V 
евклидово, и пусть Ф — изоморфизм пространства У на прост- 


ранство У, задаваемый условием (Фи)(9)= и.о (П.П, лемма Qa). 
Соотношение Фи. Фо=ц-9 определяет в У скалярное произ- 


ведение; теперь У становится евклидовым пространством. Если 
е!,..., е, — ортонормальный базис в У, то Фе.,..., Фе, будет 


взаимным базисом в У; таким образом, Фе, =". 
Определим скалярное произведение в Ут, соотношением 


(10) GV. VG) (MV oe VG) = 
= (Фи, У... V Фи,) . (9... Му,)} 


требуемые свойства (1.1, 9) мы докажем ниже. 


В силу (2.2) | 
и1.91 ... Uys Up | 
(2) ль МТМ и ee tO me 
Uy° Uy ... Ups Up 
Положим й 
(3) Фа... МЭ.) ee, ¥ «ns М Фо. 


и продолжим Ф линейно на все пространство Vj,). Тогда Ф будет 


линейным отображением пространства Ур] в пространство. И, 
Полагая Фа. ФВ = .В, мы имеем теперь все соотношения 


(4) De, = e}, Фа. OB = Фо. В —=а.В, | Da] =|а|, 


кроме последнего. В силу первого из этих соотношений Ф является 
ззоморфизмом пространства У|,| на пространство eee 
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Взяв ортонормальный базис, мы имеем 
(5) Ф Yi we, = Dave, = >, де»; 
(^) (^) 


таким образом, компоненты при изоморфизме Ф сохраняются: 
(Ma), = a. Скалярное произведение следующим образом выражается 
через компоненты: 


(6) al p= Хер =. a, o-§= У = Е. 6. 
| (^) (^) 


_ Например, a+ В = Фа. B= pa (Фа), 8 = >) 6». В частности, 
GQ) | 


(7) | a | == (©. a)? — [ aye] р | w | = (=. w) = [> У], 


чем доказано, что если a+#0, To |a|>O0 и если ® =2.0, то 
1®]| >> 0; поэтому [a] u |®| являются нормами и выполняется 
последнее из соотношений (4). 


Теорема 12А. ja]u|o| т сопряженными нормами 
соответственно в Vip) U в yl’ 

Это следует из (4) и из леммы (П.П, Эа). 

Отметим, что Г-ковектор Фа является простым в том и только 


в том случае, если простым является и а. 
В случае г=2 получаем 


0<и\Уэ.иш\Уэ= 


кроме того (лемма 9а), и \/ ч==0 в том и только в том случае, 

если ц и UV зависимы. Из этих утверждений следует неравенство 

Шварца: 

(8) — [1.9 «|и||9|, 

(9) fa: ыы в том и только в том случае, если uw их 
зависимы, 


ий wu-v 
V-u 9+0 


= #9 — (и. vf; 


Так как это верно в любом евклидовом векторном пространстве, 
то это верно в У|;] и в УМ, поэтому 


(10) — о Ва, [9 о, 


причем равенство имеет место в том и только в том случае, если 
соответственно & и В или ® и 8 зависимы. Поэтому также (П.1, 9) 


(11) jae a [а |-Е В, По -Я < 1-Е. 
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Если а имеет только одну компоненту, то для произведения 
a\/ В существует простое выражение: 


(12) если а= ой ---7е,...„ то в \/ В =...” У, В\е1 ... г. 
| (A), <», 


В самом деле, в силу. неравенств < ...< у, члены суммы 
в правой части равенства (6.5) ‘обращаются в нуль, если не выпол- 
няется условие (\,,..., У,) =(1,..., Г); если же это условие 
выполняется, то в этой сумме имеется только один член с A= 


==(1,..., 7) и и —= (У +-.)} ЭТОТ член равен Ва" р 

откуда и следует (12). Докажем теперь, что 

(13) |а\УВ|<|а||8|, если хотя бы один из поливекторов a, 
В является простым. 


Пусть «=, \/... \/х,. Выберем ортонормальную систему 
оординат так, чтобы векторы U,, ..., U, лежали в плоскости векто- 
ров е,,..., е,. Тогда я =... "е:..., и формула (12) дает 


|2 УВЕ= 21 [(« У В’ == (2..7) DB а lee. 
(5) QA), <), 


Замечание. Если отбросить сделанное предположение, то, 
как показывает следующий пример Уолфа, относящийся к случаю 


п—6, неравенство (13) не выполняется. Возьмем а = В = > але» 
1<] 
где все а;, равны 1, с тем лишь исключением, что 413 == dy, = — 1; 
тогда | а? = 15, |a \/ a|? = 252. Yond показал, что неравенство (13) 
г- $ 

будет выполняться, если вставить множитель ( ы йе где г==4ех (a), 

$ = deg (В). | | 
В качестве частного случая неравенства (13) и соответствую- 

щего неравенства для поликовекторов имеем: 


(14) |ш\У... УШУ У ... VOLS 
| Зи У... Ми, |9. У... М ч.1, 
(15) ЛУ... VIVE MV see УЕ 
< У... УЛИи У... У |. 
и поэтому 
(16) |9. М... М9, < 91|... [9,[, [М М...У Ч. АР 
Так как, далее, 
MV... Мо. —щ\/... Ми, = | 
==(0;— 41) V Ug У... Ми, 91 \/ (9—1) V Ug У... VV pee 
Re ene VY Pei 1-2) 
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то мы находим 
(17) т Ма... Чи 
| если |¥,—u,|<e, |4|<M, |9,| «М. 


С помощью соотношения (7) определяем границы для нормы | «| 
г-вектора & по границам для его компонент: 


1/2 | 
(18) || < (*) М, если || < М для всех Х (4ех (а) = г). 


Чтобы доказать обратную оценку, выберем ортонормальную 
систему координат и положим В» = о^/| |, если a = 0, и А =0 
в противном случае. Тогда В = || и неравенство (10) дает 


Do] = аа. В < [#118 |. 


(^) (A) 


1/2 1/2 
Так Kak .|6| = | < (=) ‚ то мы получаем 
(^) 


12 

(19) Dele l<(F) lel Gee@=n. 
(A) 

Докажем теперь, что 


(20) [o,f м... Ма = ао... Ve, |, 
если 9.9, =—=0 при i>l. 


В самом деле, если мы воспользуемся формулой (2), то верхняя 
строка и левый столбец детерминанта будут состоять из нулей, 
исключая лишь элемент х, + 9, = | ©, |?; алгебраическое же допол- 
нение этого элемента равно |v, \/ ... Му, [. 

Если векторы U,, ..., U, независимы, то они определяют не- 
которое подпространство W пространства У, и в W определены 
г-мерные объемы. Мы имеем 


(21) |9.\У... Мэ, | == г-мерному объему параллелепипеда, опре- 


деляемого векторами Uy, ..., Uz. 


В самом деле, это, очевидно, справедливо, если векторы UV; орто- 
гональны [нужно воспользоваться формулой (7), взяв первые г 
осей идущими в направлении векторов 9;]; в общем случае мы 
можем выбрать такие ортогональные векторы Wy, ..., U,, что 
U,V... Мо, =щ\...\Ми, и применить (9.1). [Используя 
соотношение (20), легко провести доказательство равенства (21) 
по индукции; ср. доказательство формулы (9.1).] 

Пусть \ — любое г-мерное ориентированное подпространство 
пространства У. Подпространство W вместе с единичным объемом 
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в \ задает г-мерный ориентированный объем, однозначно опре- 
деляющий некоторый г-вектор a(W) (теорема 9A), который мы 
назовем единичным г-вектэром, или г-направлением подпро- 
странства №. Еслие,, ..., е, — ортонормальный базис в подпро- 
странстве №, определяющий его положительную ориентацию, то 
о (Й) =е,...;. В частности, если пространство У ориентировано, 
то определено его n- о & (У) =е,...п. Его единичным 
п-ковектором является е!-- 

Если пространство У ориентировано, то мы можем восполь- 
зоваться п-вектором a(V) для определения операторов двойствен- 
ности из $11. В частности, при п ==3 для заданных векторов 4, ® 
KOBeKTOp @(и \/ 9) равен Dw для некоторого однозначно опре- 
деленного вектора W; W есть векторное произведение векторов и 
и © в обычном векторном анализе. Заметим, что если &«— некоторое 
г-направление, то существует двойственное (п — г)-направление a’, 
содержащее те векторы, которые ортогональны к векторам г-на- 
правления a. Множество всех г-направлений в Е" называется 
многообразием Грассмана [см. (IV.9)], а соответствие &«— я’ есть 
хорошо известная в проективной геометрии двойственность. 

Пусть пространство У ориентировано и ®==е!---" — соот- 
ветствующий единичный п-ковектор. „Определим для заданного 
ориентированного подпространства W поливектор B условием 


(22) Oy Л a(W) = $8; 


тогда, выбрав подходящим образом базис, легко показать, что 
B—a(W’), где ны ортогональное дополнение 
подпространства №. 

Пусть х — линейное отображение пространства Ve Vv’ (оба 
„пространства евклидовы). Мы можем определить модуль отобра- 
жения ф, полагая 


(23) [9 = зир {9 (9)|:|9|=1}. 


Тогда |Ф|] есть наименьшее число, обладающее тем свойством, что 


(24) [69 < $ [9]. 


Если задано линейное отображение 9, то выберем системы 
координат в У и B V’ следующим образом. Выберем вектор е, 
так, чтобы |е,|=1 и норма |¢ge,| была максимальной. Затем вы- 
берем е› так, чтобы |е.|=1, е, -е›=0 и норма |фе›| была при 
этих условиях максимальной, и т. д. Положим фе, =v). Если {< J, 


то простые вычисления показывают, что 


а x | 
оба ево 
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(сначала вводим © внутрь скобки, затем возводим в квадрат, затем 
дифференцируем и, наконец, полагаем 0—0). Отсюда в силу 
свойства максимальности векторов. е, следует, что о, . v= 0. По- 


этому мы можем выбрать такой ортонормальный базис е\,..., eT *) 
B V’, 4TO 

(25) . фе; = се, Е аа ЖФ И Е 

(26) [$ =5:2% 6.2%... Sen >0 


где п’ = ШЕИ, вы. 
Jina произвольного г-вектора a пространства У с помощью 
формул (25) находим компоненты г-вектора фа пространства У”: 


Ox) _ ga== Dave, = >. | (Ber va ili eee 
(A) (A), A, 
Поэтому в силу неравенств (26) | 
| фа = пр (ee, ое 2 @P 
и, таким образом, 
(28) [9% | < с: ... с, [“| < |Ф[[@| (ев (а) = г). 


Возьмем произвольный г-ковектор w в У’. Тогда для любого 
г-вектора @ пространства У 


[тока = | - 92| < © | [94| < [© [[Ф [7]; 
поэтому в силу (П.Т, 8.7) 
(29) - [о < Г]®| (deg (®) = 7). 


13. Масса и комасса. Пусть У — евклидово векторное про- 
странство; тогда в пространствах У], и У" мы имеем соответ- 
ственно нормы |a| H|w|. В общей теории интегрирования (начиная 
с гл. У) нам потребуются новые нормы, определенные следующим 
образом. 

Масса г-вектора @ есть 


(0 |o|o = inf | Ив: а |: a= Ха, где а, — простые r- векторы} 
L . 


‘Автору неизвестно, существуют ли простые г-векторы @,, для 


которых а= У а, Га = |9, |; неизвестно также никакой гра- 
ницы для числа слагаемых, требующихся в (1). 


1) Предполагается, что пространство У имеет размерность п, а про- 
странство У” — размерность т. — Прим. перев. 
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Комасса г-ковектора ® есть | 
(2) |w|>—sup{|-+a|: а— простые г-векторы, |a| = 1}. 

Эти нормы связаны с прежними нормами следующим образом: 
(3) [elo Sal [96 «||, 


см. также ниже (9) и (10). Первое неравенство немедленно вы- 
текает из (1); второе выполняется потому, что норма |®| является 
сопряженной к норме |a| (теорема 12A), и, следовательно, за- 
дается формулой (2), если отбросить ограничение, состоящее в том, 
что & пробегает только простые г-векторы (П.Т, 8.7). 

Для любого г-ковектора ® и для любого г-вектора a, пред- 


ставленного в виде а где «; — простые, из (2) получаем 


Jo al< Qi] w+ aj] < [66 [в 
поэтому в силу (1) 
(4) м Jo +a] <<] |@|. 


Теорема 13A. Масса и комасса являются сопряженными 
нормами соответственно в пространствах У] u УП; поэтому 
(5) [© |6 — зир {|ю-&а|: |@6=1}, 

(6) |%lo—=sup{[o-a]: |®6=1). 


Ясно, что | аа |6 = аа], |a+Blo<]alo+| Blo. Если а +0, 
то |960 > |“| > 0. Следовательно, масса является нормой. Если 
w == 0, то в ортонормальной системе координат , ==: e€, = 0 
для некоторого множества индексов A; так как г-вектор е› является 
простым, то |®| > |,| > 0. Следовательно, и комасса является 
нормой. Чтобы доказать теорему, в силу леммы (П.П, 8e) доста- 
точно доказать равенство (5). Пусть обозначает правую часть 
этого равенства. Ввиду (4) w< |p. Так как (очевидно) |a|) = |&|, 
если Г-вектор @ простой, то множество г-векторов a, входящих 
в (2), является подмножеством тех а, которые входят в (5); ‘по- 
этому || < ®. Таким образом, равенство (5) справедливо. 

Если ох — простой г-вектор и |а|=1, то мы можем выбрать 
такой ортонормальный базис, что a= e,...,. Тогда w-a—,..,73 
таким образом, равенство (2) показывает, что 


(7) [6 = sup {®:..;: ортонормальные базисы}. 


Так как множество всех ортонормальных базисов образует, оче- 
видным образом, компактное пространство и функция ®.... , (при 
фиксированном ®) является в этом пространстве непрерывной, TO 
верхняя грань достигается. Поэтому также имеет место 
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Лемма 13а. Для каждого г-ковектора ® существует такой 
г-вектор В, что 


(8) о. В=|® |, В простой, |8 |= 1. 
[Это следует также из леммы (П.Г, 86).] 
Установим теперь дальнейшие связи между старыми и новыми 
нормами: 
(9) |a|)==|a], если г-вектор & простой, 
|“ >|a| в противном случае; 
(10) ||) ||, если г-ковектор ® простой, 


| |9 < |] в противном случае. 


Первая часть утверждения (9) очевидна. Чтобы доказать первую 
часть утверждения (10), допустим, что ®=Фа ($12). Тогда 
г-вектор © простой и в силу (12.4) 


|оР= ок ю|[@=|ю[|а|=|®||0|, 


что доказывает неравенство ||) >. | ®|. Вспоминая неравенство (3), 
получаем требуемый результат. 

Допустим теперь, что г-ковектор w = Фо не является простым; 
тогда и Г-вектор @ не является простым. Выберем В в соответ- 
ствии с леммой 13а; тогда ни один из г-векторов © и В не будет 
кратным другого, и замечание, сделанное после (12.10), дает 


[об =о Ва. В < «В = [а| =]. 


Чтобы доказать последнюю часть утверждения (9), допустим, 
что г-вектор я не является простым; мы можем считать, что 


|@«| =1. Положим ® = Фа и выберем В, как и раньше. Снова 
имеем |< |«||В|=1. Положим &=0/|®|. Тогда |86=1, 
[а = ю-а|/[® > |®-а| = а =1, 


и равенство (6) дает |al) > |&-a| > 1, что и требовалось. 
Пусть 9 — линейное отображение пространства У в простран- 
ство У’. В этом случае, в соответствии с (12.28) и (12.29), 


(10) < < ФГ [al], |956 < 12| lo. 


Чтобы доказать первое неравенство, возьмем произвольное в `> 0 
и запишем разложение 


«= Ха, где а, простые и У|а|«|щ|-Ёе. 
Тогда 


< РР), 
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и так как фа, — простые г-векторы, отсюда следует нужное не- 
равенство. Чтобы доказать второе неравенство, возьмем произ- 
вольный простой г-вектор a, для которого |&а|==1. Тогда, поль- 
зуясь только что доказанным неравенством, неравенством (4) и 
равенством (9), получаем 


[Фа] = о. 94| < [в |p| Palo < lel" | lo, 
и из (2) следует требуемое неравенство. 
Примеры. Докажем, что в ортонормальном базисе 


(12) | деп? + be | == sup (|а|, 16|}. 


Пусть & = е!? -- сез4, |с|<1; мы докажем, что |6 < 1, и тогда 
из (7) будет следовать (12). Чтобы найти с помощью (2) ко- 
мзссу |0, нам, очевидно, нужно рассматривать только те простые 
бивекторы a которые лежат в пространстве, порождаемом век- 
торами @,,..., е.. Такие бивекторы можно записать в виде 
A=, \/ Uo, где 9 и 9, — ортогональные единичные векторы 
в этом пространстве. Так как вращения в подпространствах, по- 
рожденных векторами е|, е› и векторами ез, ед, не влияют на вид 
биковектора Ё то мы можем считать, что 9, = а1е,  азе.. Если 


C= > Ве, TO по формуле (5.5) | 
a2 — (©, У -=00 2° —a,b,. 


Поэтому 
E.q — ба = 9? | ca34 = a,b, + саба. 
(A) 
Положим 
Uy = Aye; сазе», из = бе: + бе»; 
тогда 


(5 а) == (Ш + Uy)? < | ay /? | a P= 
— (a? са) (02 +03) <= 1; 


этим доказано, что |< 1 
Докажем теперь, что 


(13) | ае› без |p =|a|+] 9]. 


Мы можем считать, что а>0, 6>0. Положим w = el? + ез4, 
а = dey + бе. Тогда |® | =1, ®: я=а-Н 5; поэтому в силу (6) 
|“ > а-Н6. Обратное очевидно. 


Замечание. В евклидовом векторном пространстве для 
каждого вектора х # 0 существует такой единственный ковектор f, 
что |f|=1, / (9) =|9|; он определяется соотношением f = Фи, 
где u=v/|vI. В нормированном векторном пространстве ковек- 
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тор, обладающий такими свойствами, существует (П.Т, лемма 8b), 
но не обязательно является единственным. Это Kak раз и проис- 
ходит в рассматриваемом нами случае в Vy, и сопряженном к нему 


пространстве У". В самом деле, 


|e? |p = ее“ = 1, 
el? . ео = (ей + 6%) - ep = 1 =| ео |9. 
14. Macca и комасса произведений. Мы установим здесь 


несколько неравенств; некоторые из них могли бы быть улучшены. 
Прежде всего для внешних произведений 


(1) la УВь< «В, 
Q Jo VEh<("F*)foblth (ev, tev", 
(3) Jw VElp><l[olol&l. если ® или & — простой поликовектор. 


Чтобы доказать неравенство (1), возьмем произвольное = > 0 


и напишем «= У, где a, простые, tel = ele и ана- 
логично для В. Тогда, пользуясь формулами (13.9) и (12.14), по- 
лучаем 


}aV Blo< Slay V Bylo< РИВА < (lao +2) (1B lo +e) 


откуда и следует (1). Чтобы доказать неравенство (2), выберем 
ортонормальную систему координат для w\/§& в соответствии 
с замечанием, сделанным после (13.7); тогда, пользуясь форму- 
лой (6.6), получим 


eV Eb COVE, фа“ > a r+s w,§ 


om he 


Так как в силу (13.7) |o,|<lol u | |< и так как pac- 


r—-s 
сматриваемая сумма имеет He более ( + ) членов, отсюда сле- 


дует (2). 

Пример. В неравенстве (2) мы не можем отбросить числовой 
множитель. В самом деле, возьмем г = $ = и «= ==е!? - е34, 
Тогда в силу (13.12) |® | =1, и поэтому 


[© V & |g = | 22129 |) == 2 = 2| w | [FE Io. 


_ Чтобы доказать неравенство (3), допустим, что ® — простой 
г-ковектор. Пользуясь той же системой координат, что и раньше, 
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запишем ® = /!\/.,. \/ и 1 = 2-Й, где 27 и ht — линей- 
ные комбинации соответственно ковекторов e!, ..., е”’+5 и ковек- 
торов e7+S+1, ..., еп. Тогда имеет место разложение 


o=o' + Хо, wo PY was МВ’, 


где каждый г-ковектор ®, содержит некоторый ковектор е/ с ин- 
дексом | >r-+-s. Совершив, если нужно, вращение в простран- 
стве, порожденном векторами @, ..., &,4,, мы можем считать, что 
w’ = ае!1.'.7 для некоторого числа а. Теперь, следуя доказатель- 
ству неравенства (2), мы получаем 


| o V = (OV =, Prat ccs rts SIO lol Elo 


Докажем теперь аналогичные неравенства для внутренних про- 
изведений: 


(4) lo Лак ар (w€ ade aE Vis), r>s); 
© JwAab<(F)leblah EV, a€Vis. г< 3) 


(6) lw A alo<]w|o| alo, если ® — простой г-ковектор. 


Чтобы доказать неравенства (4) и (5), возьмем произвольный 
(г — $)-вектор В в первом случае и произвольный на 
тор & во втором. Тогда в этих двух случаях | 


(Ля. В |= [о . (аМ |< о | а МВ <1 lol @lol Blo 
«Л | =1 V0) a1 <1 EV blab <(7)18blob lal 


Взяв |В 6 =1, |€&|>== 1 и пользуясь  равенствами (13.5) и (13.6), 
получаем неравенства (4) и (5). Неравенство (6) подобным же 
образом следует из (3). 


Пример. В неравенстве (5) мы не можем отбросить Числовой 
множитель, даже если S-BeKTOP @ является простым. В самом деле, 
возьмем w= e!2?-+ 634, qe. Тогда в силу '(13.12) |®| = 
== |o|)== 1. На основании формул (7.7) и (13.13) 


[© Ла = | ag + ео = 2 = 2| [9 |“ |. 


15. О проекциях. Мы выведем несколько неравенств, которыми 
воспользуемся в гл. IX; последнее неравенство встретится в гл. IV. 
Пусть У — евклидово векторное пространство и W — произволь- 
ное его подпространство. Тогда любой вектор ¥U единственным 
образом может быть записан в виде 


(1) v=nrv+n’v, т9Е\, вектор к’о ортогонален №; 


6 Уитни 


82 1. ГРАССМАНОВСКАЯ АЛГЕБРА 


вектор TU называется ортогональной проекцией вектора VY в под- 
пространство Й. Так как п является линейным отображением 
пространства У на W, то для любого г-вектора а можно опре- 
делить Ta. 

Пусть W, и №, — г-мерные ориентированные подпространства 
пространства У с г-направлениями a(W,), a(W,) ($ 12). Опре- 
делим а 0 между этими подпространствами и расстояние 
[W,—W,| между их г-направлениями формулами 


(2) cos§=a(W,)-a(W,), |W,—W,|=|a(W,)—a(W))], 
причем мы берем О< 09 т. В силу (12.10) угол 0 можно onpe- 
делить. Заметим, что 
(3) |W,—W,? = [a(W,) —a(W,)] - [a(W,) —a(W,)] =2 — 2cos 9, 
и поэтому 
(4) ПИ, — №, = 2515. 

Пусть п — ортогональная проекция в подпространство W,; мы 
докажем, что 
(5) ка (№) = с0о$0 и (Й,), ma(W,)-a(W,)=cos 0. 
В самом деле, мы можем считать, что 

«(№ ) = е1...,, а(\,) = М... М9, v= rv, 9, 

Тогда 9, .е, =0 при j<r, и потому 

a(W,)-a(W,) = (п. \М... V BU) +e ,,, p = ма (W,) a (W,), 


что доказывает второе из равенств (5). Так как ta(W,) является 
кратным Г-вектора a(W,), то отсюда следует первое из ра- 
венств (5). 

Пусть |Q| обозначает (г-мерный) объем полиэдрального мно- 
жества Q в подпространстве W,. Мы докажем, что 


(6) |z(Q)|=|cos6|[Q| (Че\.). 
Из элементарных свойств объемов следует, что мы можем считать 
множество Q параллелепипедом, определяемым векторами Uy, ..., U,s 


причем v,\/... \М 9, ==&(,). Тогда |9|=1, a | = (©) | = 
= [па (\.) | =с0$0, как и требовалось. 

Мы закончим несколькими неравенствами относительно век- 
торов в подпространстве \.: 


(7) [соз0[[9| < ev] < [9—9] <, — Wy |] a] (VE №). 
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Мы можем считать, что |v|==1. Выберем uv, ..., U, в We, так, 
чтобы система векторов VU, Up, ..., U, была ортонормальной. Оче- 
видно, что |по|<|9|, а также |по,;|<|9,|, и поэтому соотно- 
шения (5) и (12.16) дают 


|с0з 81 = [ ха (№5) | < [хо ||икоь |... | ко, | < [мор 


что доказывает первое неравенство. Далее, полагая а, = (М)), 
на основании леммы Эа и неравенства (12.14) получаем 


Ja, V vl = | (а, — %) Мона, V v| = | (& —а) V vl < — |. 
Наконец, в силу (12.20) 
la, Мч| = | У ©@— тэ) | =|9— xv, 


и второе из неравенств (7) доказано. 


6* 


IT. Дифференциальные формы 


В этой главе мы излагаем с геометрической точки зрения 
некоторые из основных предложений дифференциального и инте- 
грального исчисления в евклидовом пространстве Е”. В частности, 
изучаются дифференциальные формы. Мы определяем гладкие 
многообразия и показываем, как можно рассматривать дифферен- 
циальные формы на этих многообразиях. Для большей части на- 
стоящей главы необходимо весьма немногое из гл. I. Для удобства 
мы пользуемся метрическими свойствами пространства Е”, однако 
большинство формул очевидным образом справедливо и в аффин- 
ном пространстве. 

Мы начинаем с общих свойств гладких (т. е. непрерывно диф- 
ференцируемых) отображений одного евклидова пространства Е” 
в другое, Ет. В частном случае т =—=1 мы имеем действительные 
функции, определенные в Е”. Отчасти для иллюстрации общих о 
методов мы доказываем несколько элементарных теорем. Затем 
продолжается изучение свойств дифференциальных форм. В этой 
книге не требуется больших знаний из обычной теории частных 
производных. Большая ее часть излагается здесь таким методом, 
при котором не используются системы координат, и при этом 
смысл всегда остается ясным. Легко получаются обычные свойства 
систем координат. Устанавливается геометрическое значение яко- 
бианов и доказывается теорема об обратных функциях. | 

Затем выводятся основные свойства операции внешнего диф- 
ференцирования дифференциальных форм. Эта операция составляет 
часть общей теоремы Стокса; ее абстрактный аналог, операция 
нахождения кограницы коцепей, является стержнем излагаемой 
далее общей теории. 

В гладких многообразиях утрачивается не только метрический, 
но и аффинный характер евклидовых пространств. Векторы и 
ковекторы должны определяться в отдельных точках. Это делается 
прямым методом с применением параметризованных кривых и дей- 
ствительных функций на многообразии. Теперь уже на этот случай 
может быть перенесена теория дифференциальных форм. При изу- 
чении внешнего дифференциала предполагается, что многообразие 
является 2-гладким и что дифференциальная форма гладкая. Эти 
предположения будут ослаблены в (Ш, 17); см. также (IX, 12) 
и (Х, 9). 
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1. Дифференциал гладкого отображения. Пусть / — отобра- 
жение открытого подмножества Ю пространства Е” в простран- 
ство ЕТ. Для любой точки р € К и любого вектора ® прострак- 
ства Е” определим производную отображения } в точке р om- 
носительно 9 формулой (символ Е —+ 0-- означает, что мы берем 
только Ё > 0) 


(Q) У. VF @, = FU (+10) — Л, 


если этот предел существует; производная является вектором 
в пространстве Е”. Мы говорим, что f — гладкое отображение, 
если эта производная существует и непрерывна по р для каждого 
вектора 9; ниже ($ 5) мы увидим, что это верно в том и только 
в том случае, если в прямоугольной системе координат отображе- 
ние / непрерывно дифференцируемо. 

Если 9 — гладкое отображение отрезка [0, ¢] в Е" ие -— число 1, 
рассматриваемое как вектор в одномерном пространстве, то 
У о ($) = 4$ ($)/[4$ есть касательный вектор к дуге в точке $ ($); 
мы имеем 


t 
(2) $ —$(0) = f V.9(s) 43. 
| 0 


Мы можем это доказать обычными методами анализа (ср.-гл. Ш) 
или же, введя в Е” систему координат и получив наше соотно- 
шение из соответствующих формул для каждой координаты. 

Если, как и выше, даны f, р иу, то, полагая g(t) = f (p-+tv), 
мы видим, что 


t 
(3) f (p-+tv) — f (p)= J Vf (р- 59) ds 


(если p+sv Е В при 0<$< 8. 


Теорема 1А. Если / —гладкое отображение, то для 
каждой точки р У„/(р) есть линейное относительно VU ото- 
бражение пространства У (Е") в пространство V (Е”"). 


_ Пусть Vf(p) обозначает это отображение; Vf (p) называется 
дифференциалом отображения f в точке р. 
Очевидно, У„„/ (р) == а\ „Л (р) (а > 0); мы должны доказать, что 


(4) Vo, +o (р) = УЛ (р) + VoS (р). 
Положим 


рЕ=р Е, 9:=р:-Н М, =р Е Ё(, 9). 
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Пусть задано ¢ > 0; выберем €> 0 так, чтобы 
[У.,/ (р) — УЛ (p)|<e2, если |p’—p|<o (=1,2). 


Взяв { столь малым, чтобы отрезки рр, и ра, лежали в И: (р) ПК, 
применим формулу (3) к каждому из этих отрезков. Мы получим 


t 
Л Фо — Fe) —tVoF (P| =f УФ — УЛ р ds| <et, 
0 


lt (9) — 1 (pp) — Е Vo, F(p) | < её. 


Поэтому 
F (41) т — [Vo,f (p) + УЛ (p)] |< 2е, 


откуда следует равенство (4). 

В случае т = 1 мы имеем отображение пространства Е” в про- 
странство действительных чисел, т. е. действительную функцию $ 
в Е”. Производная V,9(p) есть принимающая действительные 
значения функция, линейная относительно UV в каждой точке р; 
следовательно, Vo(p) есть ковектор в точке р. Дифференциал Vo 
называется также градиентом функции ф в точке р. По опреде- 
лению, 


(5) Уф (р) : = Уф(р, v). 


2. Некоторые свойства дифференциалов. Докажем сначала 
три леммы. 

Лемма 2a. /Лусть f —гладкое в открытом множестве R 
отображение. Тогда для каждого компактного множе- 
ства Ос КЮ и каждого ¢ >0 найдется такое 60, что для 
любых точек р, 9 и вектора Y 


(0) |У/@— УЛ (Ф)[<е|9|, если р, 4Е ©, lg—p| <6. 

Возьмем в E” ортонормальный базис и выберем € так, чтобы 
это выполнялось для каждого из векторов é;,..., е, и числа в/п 
вместо г. Возьмем затем любой вектор UV = Хе; тогда |v |< |9]. 
В силу теоремы 1А 


Vol) —Vof |= | Жо. 7 @) — У PIS 
< dle] + <elel. 


Лемма 2b. Пусть / —гладкое в выпуклом открытом 
множестве К’ отображение; предположим, что для некото- 
рой точки ру Е № 


(2) |У.Л(р)—У.Л(Фо|<=|9|({феЕ К”, ч — произвольный вектор). 
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Тогда для любых точек р, QE №’ выполняется неравенство (3) 
(см. ниже). 
Полагая р, = (1 — Юр + tq и пользуясь формулой (1.3), получаем 


19) — Л (P)—Vul (ро = f (uf (P) — Vu (po) Lat, 
0 


где u==g—p. Отсюда сразу следует неравенство (3). 


Лемма 2с. Пусть f — гладкое в R отображение, и пусть 
множество Ос Ю компактно. Тогда для каждого в > 0 найдется 
такое $ > 0, что 


(3) |1 (9) — 7 (р) — УЛ (ро, 9—Р)| <:|9—р|, 
если рЕЧ и р, GE Ч‹ Фо. 


Пусть Q’ = Ць (©) CR. Для этого множества Q’ найдем (< 
по лемме 2а; тогда неравенство (3) мы получим, если применим 
лемму 2b к U;(pp). 

Пусть дано гладкое отображение f; определим величины 


(4) [УЛ (р) [== зир {| У„/ (р)|: |v] = 1}, 
(5) [УЛ © = зир {| УЛ(р)|: рЕ Ч}. 


Если Ю — область определения отображения f, то величину |У/ |p 
мы будем обозначать через |У]|. 

Так как отображение У„/(р) линейно и поэтому непрерывно 
относительно ©, то величина | Vf (р)| конечна; если f — действитель- 
ная функция, то это просто норма ковектора_УЛ(р) (ПА, 8.7). 
Далее, функция |У/(р)| непрерывна в Ю; поэтому, если MHO- 
жество Q компактно, то верхняя грань | У/|о конечна. Очевидно 
[ввиду формулы (1.3)], что 


(6) [У7 (р) < [УЛ (РП | <УЛ ol, 
(7) |FQM—F(PI<IVS и 9—Р|, если отрезок раскК. 


Пусть f и в — гладкие отображения открытых множеств 
ВЕ" и $ СЕ" соответственно в ЗивЕ'; тогда gf=gof 
есть гладкое отображение множества R BE, и 


(8) У(&°Л)(р, 9) =Уа [1 (р), Vi (p, 9); 


таким образом, если Vf (в точке р) переводит о BU’, a Vg 
[в точке /(р)] переводит v’ в v’, то V(go/f) (в точке р) пере- 
водит U BU’. 
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Чтобы это доказать, допустим, что Vf (р’) | < М в некоторой 
окрестности точки р. Положим 


рЕ=р ty, 9=/(р), 49=/ (ру. 
Возьмем любое => 0. В силу леммы 2с мы можем выбрать ty >0 


так, чтобы 
|4: —9 —tVS (p, оч, 
|8 (9) — & (9) — Ув (4, 91—9)|<:|9,—9|, 

и | У/(р)| < М, если О<Е«Ь. Тогда 

Уз (4, 9: —9) —ЕУ2 (4, УЛ(р, °))| = 

= |Уё (4, 9: —9— УЛ (ф, °))| < У (9) |194: —9—У/Л(р, ®)| < 
<= |9 || Ув (4) |. 

Кроме того, в силу (7) |4, —а| < с МН Поэтому при O<t<t, 

|8 (9) — # (9) —1Ув(а, Vi (p. 5) )| <: 91 ПУ (4) | М], 


и равенство (8) доказано. 
Если, как в (1.5), вместо Vf(p, 9) мы воспользуемся обозна- 
чением У/(р): 9, то равенство (8) будет выглядеть так: 


(8”) V(gof)(p): v=Ve (Л(р)) : IVF (р) + 9]. 
Мы можем записать его в виде 
. (8”) V(gof)(p)= Veg (Л (р) )° УЛ(р), 


или просто У (28° Г) = Уго У]. 
Если фи фб—гладкие действительные функции в Аиф:ф— 
их произведение, то с помощью обычного доказательства мы по- 


лучаем У, (ф. $) =фУФ- 9 V,); поэтому 
(9) Vip: P= Ve+¢ Vo. 


3. Дифференциальные формы. Дифференциальная г-форма о, 
или, для краткости, г-форма на некотором множестве @ < Е", 
есть определенная на @ функция, значениями которой являются 
г-ковекторы !); г есть степень (или размерность) формы w. Мы 
говорим, что ® является $-гладкой, если для каждого г-вектора & 
функция ® (р). a $-гладкая; см. ниже § 5. 0-форма на множестве Q 
есть действительная функция, определенная на Q. Если простран- 
ство Е” ориентировано и ®,— единичный п-ковектор этого про- 


1) То есть элементы пространства. vu! (Е"). — Прим. ред. 
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странства (1, 12), то любая п-форма может быть единственным 
образом представлена в виде 


(1) w (р) = w ( P)%, где w(p)— действительная функция; 


см. (I, 8). 
Предполагая, что Г-форма ® определена в Q, определим мо- 
дуль |®| и комассу |® |) формы ® следующим образом: 


(2) |®|= р { [в (р)|: pE 9}, [66 =зир {|®(р)ь: pe Q}, 


если эти верхние грани конечны [см. также (П.Ш, 5.1)]. Тогда 
в силу неравенства (1, 13.4) ° 


(3) | (р): a] < (р) lo] lo <] © lol oles 


то же самое неравенство имеет место и для [wl, |@|. 


4. Гладкие отображения. Пусть / — гладкое. отображение 
открытого множества RCE” в Е". По теореме 1A для любой 
точки р Е Ю дифференциал УЛ(р) является линейным отображе- 
нием пространства У (Е”) в У(Е”). В силу (1, 10.1) условием 


(1) УЛ(р, AY. VOD— Vi (р; 0. У УЕ 
определяется соответствующее линейное отображение Vf (р) про- 
странства У|,}(Е”) в пространство У (Е”). Из формулы (I, 10.2) 
следует, что 


(2) УГ (р, «М В) = УЛ (фр, а) V УЛ(р, 8). 


Отображение Vf (р) пространства V(E”) в V(E”) имеет сопря- 


женное отображение (П.Г, 3), которое мы обозначим через 
Если w— некоторая г-форма в SCE” и f(R) CS, то для любой 


точкирЕ К ®(/(р))есть г-ковектор и в силу (I, 10.3) 7, (w (f (p))) 
есть Г-ковектор в Е", который мы обозначим через (f*w)(p). 
Таким образом, в R определяется некоторая г-форма f*w: 


(3) fro(p)=fp(0)). а=/(р). 
В силу равенства (I, 10.5) для любого г-вектора a в E” 


(4) Ло(р). a= fo(o(g))-a=0(9)- УЛ(р, 9), а= (р). 


В частности, при Г=0 мы имеем действительную функцию $ 
и 


(5) 9(р)=Ф(())=(°Л(); таким образом, f*o = of 
(9 — действительная функция). 
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Докажем [более общую формулу см. ниже (8.8)], что 
(6) V(f* 0) = f* (УФ) (ф — действительная функция). 


В самом деле, пусть и — некоторый вектор в Е". На основании 
равенств (1.5), (5), (2.8) ( отображает множество $ = E” в про- 
странство действительных чисел) и (4) получаем 


У (1*Ф) (р) : “= У (ФЛ) (р, 4) = Уз [Л (р), УЛ(фр, и) |= 
=Vo(S(p)): УЛ(р, и) = f* (УФ) (р) + и. 
Для дифференциальных форм ® и & условием (® \/ & (4) = 


= ® (4) У (4) определяется их (внешнее) произведение в \/ &. 
В силу (I, 10.4) 


(7) (о Уд=ЛоуУЛ. 


Если f и в рассматривавшиеся в (2.8), то 
из (2.8) мы находим 


(8) У(8°Л) (р, &) = У [Л (р), УЛ(, а). 
Поэтому, если форма ® определена в g(f(R)), то 


[(2/)‹] - «= [(2/Л)(р)] + У(2Л)(фр, ® = 
=wlgf(p)]- Уз [Л (р), Vi. «)] = (8*®) (У (р)) : УЛ(ф, ® = 
== [/* (8* ©)] (р) - ©; 
следовательно, 
(9) (go /* = figto. 


Из неравенств (1, 12.28), (1, 12.29) и (I, 13.11) для любого. 
r-BeKTOpa a и любой г-формы w получаем 


(10) | УЛ (р, a)| <| VF (py 1% < |УЛГ Ja], 
(0. ПУХ, о) 6 < УЛ(р) I lal < УЛ а, 
(12) | (р) < УЛ 15 (1) < УЛ, 
(13) Ifo (py lo<| VF (РГ lof (P)) 6 < УЛГ lo. 


Константой Липшица отображения f в пространство Е" 
(или отображения в любое нормированное линейное пространство) 
называется число 


09 вар ИР, ржа. 
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Определим константу vel ©, требуя, чтобы точки р и 4 лежали 
в О. Тогда 


(15) IVA (p)|<&,, если / — гладкое отображение; 


(16) |У/| =, если f—raagkoe отображение и Ю— вы- 
пуклое множество !). 


Первое неравенство очевидно, второе следует из первого и из (1.3). 
Мы говорим, что }/— липшицевское отображение, если вели- 
чина ®, конечна. 


5. Применение систем координат. Напомним (П.Г, 1), что 
арифметическое п-мерное пространство YQ" есть множество всех 
систем х = (х!, ..., x”), состоящих из п действительных чисел; 


оно имеет естественные базисные векторы е|,..., е, и естествен- 
ное скалярное произведение. 

Отображение f открытого множества А < Е" в Е” называется 
регулярным в точке р, если f является гладким в окрестности 
точки р и V,f(p)#O для всех 9-20, или, что то же самое, 
если для некоторой системы векторов Vj, ..., U, (а следовательно, 
и для любой независимой системы) векторы У„/ (р), ..., Vo, (p) 


независимы. Если это имеет место, то т > пи Vf (p) есть взаимно 
однозначное отображение пространства V (E") в пространство У (ЁЕ”). 
Отображение f называется регулярным на множестве О, если 
оно регулярно во всех точках множества Q; f называется регу- 
лярным, если оно регулярно во всей своей области определения. 

Гладкая или криволинейная система координат в Е" есть 
взаимно однозначное регулярное отображение у открытого мно- 
жества О < A” в Е". Образ у (О) является открытым множеством 
(теорема 7A). Если p=y(x), то числа x}, ..., x” называются 
координатами точки р. Координатными векторами в точке 
Pp =yY(*X) называются векторы 


(1) e, (р) = Ух (x, ey = 8 И... № 


Так как отображение у регулярно, то эти векторы независимы 
и, следовательно, образуют базис в пространстве У (E”), 
Для любого множества индексов A=(Ay,..., ^,) положим 


(2) ех (р) = в», (р) М... V в, (6). 


1) Через А обозначается область определения отображения f.— 
Прим. ред. 
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Из формул (1) и (4.1) получаем 
(3) (р) = Ух (х, &) (р=х()). 


Пусть e!, ..., е и el(p), ..., еп (р) — базисы, взаимные со- 
ответственно к @, ике, (р). Тогда е! есть 1-форма в E”, и поэтому 


y*e! есть 1-форма в A”. В силу (4.4) и (1) 
Х*е! (x) +e; =e! (p) - Vy (x, еу) =e! (р) - е, (р) = 8). 
Следовательно, ye! (x)= ей. Далее, в силу — 7) 


хе = yer У... У хе 
Таким образом, 


(4) уе (х)=е!, х“е\(х)==е^ для всех x в области определения 
отображения у. 


Из формулы (3) мы видим, что для любой точки р = (х) про- 
странства Е” и любого г-вектора a, 


(5) если a= 2a (p) и a= ре, TO &=—Уу(х. a). 
Таким образом, ‘saben Ух сохраняет компоненты г-векто- 
ров и, в частности, векторов. 
| В силу (4.4) и (3) у*о®(х). е) —= (р). е. (р). Поэтому 

(6) (Хо). (х) = (р) (P= x (*)). 
Таким образом, )“” сохраняет компоненты г-форм. См. также 


ниже (13). 
Для аффинной системы координат формула (П.П, 12.6) дает 


(7) Е «sig BDH, « 61,9) + Zi хе, (x аффинно). 


Если вдобавок еге, =), то система координат называется декар- 
товой, или ортонормальной. 
Дифференциал Vo действительной функции © в пространстве А 
есть 1-форма с компонентами 
0% те. 


(8) [Уф (р), = Vo (p, е1(р)) = 


В частности, координаты x! точки р имеют ИИ с ком- 
понентами | 
Ox i 
(9) [ (р), РЕ j 
поэтому | 
(10) Ух!(р)==е (р) (эта форма обычно записывается в виде Ax’), 
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В этих обозначениях произвольная г-форма ® принимает вид 
(11) 0) = Ho (Pe (—) = фах" V on Viens 


Пусть в пространстве E” задана действительная функция ф. 
Положим ¢*(x)=9(y(x)) в О. В силу (6) [см. (4.6) и (4.5)] 


(12) Vor (x)+e,=Vo(p)-e,(p) (p=x(x)). 


Таким образом, функции ф и $’ имеют одни и те же частные 
производные 

д* (x д 
(13) og" (*) __ 99 (p) (op = yo, р=у(х)).. 
Ox! ox’ 
Пусть / — гладкое отображение открытого множества А = Е" 


в Е", и пусть у — система координат в Е". Тогда, обобщая 
соотношение (8), имеем 


д 
(14) "АСР VF (p, e,(p)). 
Перейдем в (2.8) к обычным обозначениям, пользуясь системами 


координат в трех рассматриваемых пространствах. Пусть е, = е; (р), 


е, — —е” A f(p))— координатные векторы в пространствах E” и 


Е”. ae соответственно в точках р и f(p). Если УГ/(р, v) 
(/=1,..., т) — компоненты вектора У/ (р, 9) ит. д., то фор- 
мула (2.8) дает 


УЛ, вд = VET FP), BV (р, в) |= 
==" [7 (р), е УЛ" (р, в). 


Если x!, у", 27 — соответственно координаты точек р, f(p) и 
g(f(p)),T0 эту формулу можно записать так: 


Рассмотрим преобразование координат. Пусть x и y’ — неко- 
торые системы координат; пусть в произвольной точке р старые 
и новые базисные векторы связаны, как в (П.[, 1.1): 


(5)  екр= Ха (pyej(p), ef (P) = х а,’ (p) e;(p) 
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и аналогично для е’(р), е’' (р). В силу (9) 


Ox! р р i 
ah Ne (р, е,(р)) = а" (р) Ух' (р, e, (p)) = a’, (p) 
k 
и т. д., поэтому. 
; _ м ri = ox! 
(16) a) gn Oe 


В силу (1,5.8) и (16) формулы преобразования компонент г-век- 
тор-функций и г-форм имеют вид 


р a" (p) = 2, Dy (p) a (р). (р w, (р), 
p 
где 


(18) D\(p) = oe 


ax’ J 


Oxi 
ax J 


р (р ) = 


Пусть / — отображение открытого множества RCE” в Е". 
Для аффинной системы координат y в Е" [см. (7)] мы имеем 
Ve S (р) = Of (р)/дх"; очевидно, что Vf (p) непрерывно зависит 
от р при постоянном векторе UV в том и только в том случае, 
если непрерывны производные Of (р)/дх*. Если /(р) = (у!,..., у”), 
то это имеет место в том и только в том случае, когда непре- 
рывны производные ду//дх!. Это — обычное определение гладкости 
(или непрерывной дифференцируемости, или принадлежности 
классу С!) отображения f. Легко по индукции показать, что 
отображение f является А-гладким (или принадлежит классу С"), 
т. е. что частные производные порядка < А существуют и непре- 
рывны в том и только в том случае, если для каждого множества 
векторов U,, ..., U, пространства Е" производная Vo, noe Vat Dp) 
существует и непрерывна. 

Пусть система координат у является А-гладкой. Легко видеть, 
что в этом случае действительная функция ф является А-гладкой 
тогда и только тогда, когда все частные производные функции oO 
порядка < А существуют и непрерывны; подобная же теорема 
справедлива и для Г-форм w. 

Пусть / — гладкое отображение. Тогда для любой непрерыв- 
ной г-вектор-функции a(p) и любой системы координат у фор- 
мула (14) дает 


(19) УЛ(ф, «(р)) = У (р)УЛ(ф, © (р)) = 


(a) | 
д 

=У (р) т \/ aoe у”. 
| (A) 
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Лемма 5a. Пусть f — некоторое Е-гладкое отображение 
открытого множест`а RCE" в Е", и пусть &(р) — произ- 
вольная (Е — 1)-гладкая г-вектор-функция в R. Тогда произ- 
водная УГ(р, a(p)) является (Е — П)--гладкой в R. 


Это сразу следует из (19). 


Лемма 55. Пусть } — такое же отображение, как и 
выше, а ® — некоторая (Е — 1)--гладкая г-форма в $ > Х(Ю). 
Гогда г-форма f*wo является (Е — 1)-гладкой в Ю. 


Воспользуемся аффинной системой координат в Е"; тогда пре- 
дыдущая лемма показывает, что каждая компонента [/*® (р)] = 
= w(f(p)): Vf (p, e,) является (А — |)-гладкой; следовательно, 
это верно и для формы f*w. | 

Пусть / — такое же отображение, как и выше, и пусть @, 
и е'— взаимные базисы в Е". В соответствующей аффинной 
системе координат в Е" любая точка уЕЕ” равна g,+ » уе, 
(точка Gyo фиксирована). Докажем, что 


(20) если F(P)= H+ МЛ(реь то ЛежУл. 


В самом деле, формула (4) дает 


(f*e')(p). ч==е!.У„/(р)==е!. pa У. (ре, = Vif! (р). 


6. Якобианы. Пусть Е” — ориентированное пространство с еди- 
ничным й-вектором 0%. Пусть, кроме того, дано гладкое отобра- 
жение / открытого множества RCE” в Е". Тогда якобианом, 
или П-вектором-якобианом отображения f в точке PER назы- 
вается п-вектор 


(1) Л/(Р) = УЛ(Ф, %). 


Пользуясь представлением =v, \/ ... \/®,, мы видим, что 
отображение f регулярно в точке р (см. § 5) в том и только 
в том случае, если Л,(р) == 0; см. формулу (4.1) и лемму (1, 9a). 

Если J,(p) #0, то при 9=5=0 вектор Vf(p, 9) также 
отличен от нуля. Докажем лемму: | 


Лемма ба. Если f регулярно в точке р, то для любого 
вектора Vv 
1 (P)1 | 01 


2 Vi (p, ee, 
(2) | УЛ (p 5) > Tap et 
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Мы можем считать, что |9|==1. Выберем ортонормальный 
базис е,,..., €,, взяв е, =, и положим %, =] (р, e,). Тогда 
в силу (I, 12.16) 


==, ev «VV, в | 
< УЛ(Ф, #0 |... [УЛ СФ, end | «УЛ, v)|| Vf (p) |". 


что и доказывает неравенство (2). 


Пусть Е” = Е” — ориентированное пространство с едийичным 
п-вектором См Тогда [ср. (3.1)| существует единственная действи- 


тельная функция J-(p), алгебраический якобиан отображения f 
в точке р, определяемая соотношением 


(3) J,(p) = J, (p) a 
Это — якобиан в обычном смысле слова. 


Лемма 6b. Пусть пространства Е" и Е" ориентированы, 
и пусть Ги г — гладкие отображения соответственно откры- 
того множества RCE" в открытое множество $ СЕ" u 
множества $ в пространство Е". Тогда 


(4) Л.;(р)==1, (р). (py): 
_ Если, вдобавок, и пространство Е" =Е"" ориентировано, то 
(5) Лег(р) = J, (Pp) J, (p)). 


Пусть a, и &, — определенные выше п-векторы. На основании 
формулы (4.8) имеем 
1. ‚(р) = Vai (р, в) =У& [Л (р), УЛ (р, в) = 
= Jy( РУ [Л (p), 5] =; (P) Je (р); 
из этого следует и соотношение (5). 
Пусть / — отображение, рассмотренное в начале этого пара- 


графа, и ® — некоторая п-форма, определенная в окрестности 
множества / (Ю). Тогда 


(6) fw (p) + %m = w(F (p))+ VF (Ds в) = oF (P)) + Jy (P). 
Пусть Е” =E’", и пусть ©), ®, — единичные п-ковекторы со- 


ответственно пространств Е" и Е”". Определим функции ©, ©”, 
как в (3.1): 


(7) о (4) = в (4) 0%, Го (р) =o" (p) о. 
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В силу (6) 

о" (р) в + % = /*® (р) + % = «(7 (p)) + 1, (р) = OCF (p)) + Jy(P); 
тзк как ® 9 =, . а =1, то из (3) мы получаем 

(8) w* (p) = J, (p) 0 (F (p)). 


Рассмотрим якобиан преобразования координат. Пусть у, 
у’— перекрывающиеся системы координат; тогда отображение 


ф № там, где оно определено, будет регулярным отображе- 
нием некоторого открытого множества пространства YA" BY”. Пусть, 


скажем, УФ (р, е;) а (p) e;. В силу (li, 1.13) Е, = 6,2; ae 
для любой перестановки № == (py, ..., №,); поэтому 


Л (р) =УФ(р, 1...) = 4 (рен Yuan Y Уре, = 
| 1 п. 
= Ley (р)... (рен... п. 
Пусть, хи у’ — координаты точки р соответственно в системах 


yu x’. Из формул (5.15) и (5.16) мы видим, что $/ (р) =ду7/дх". 
Следовательно, 


ое 

№ Ч" (В)... Yn’ (P) ant **° a 

(9) Jy (p) = > ts 5 & eS и ы oe 
ye et y y 

Yia(p) ... Yn(p) St es Soa 


7. Теоремы 06 обратной и о неявной функциях. Teopema об 
обратной функции формулируется следующим образом: 

Теорема 7A. ГЛусть f — некоторое $-гладкое отображе- 
ние ($ >1) открытого множества RCE" в Е", и пусть 
Л, (ро) == 0. Гогда существуют такие окрестности U точки py 
РН И’ точки gg=f (Po), что f является взаимно однозначным 
отображением окрестности И на окрестность И’, а отобра- 
жение f *, рассматриваемое только на И’, является $-глад- 
ким, причем J7- (Go) = 0 


Так как отображение f регулярно в точке ру, то Fy (9) = 
— У/ (ру, 9) является взаимно однозначным линейным отображе- 
нием пространства У (Ё”") в пространство У (Е”"). Обратное ото- 


бражение se обладает теми же свойствами. Положим 
—1 ‚ В | 
N= | Fp, ‚я < ON * 


7 Уитни 
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Выберем 6 >0 так, чтобы Ис(ро=< R. Пусть множество Q 
состоит из одной лишь точки ро; выберем & < Ц в соответствии 
с леммой 2c (взяв 1 вместо €) и потребуем также, чтобы J, == 0 
в Ос (po). Положим 
C -1 
soe ek U'=U,(%), U=f U’)NU el py). 

Теперь И и И” являются окрестностями точек ру и gy соответ- 
ственно и f(U) CU’. 

Чтобы показать, что отображение f, рассматриваемое на U, 
взаимно однозначно, возьмем любые точки р, р’ЕИ, для которых 
Г (р) = Л (р’). Тогда в силу выбора числа © 


Ip’ — |< [Вр || Fp. (р’—Р)| < | 
< м/ф’) — Л) — VE (Pos в’ — РМ" 11, 


откуда следует, чо p= p’. 

Чтобы показать, что f отображает И на И”, возьмем любую 
точку СИ’. Последовательно определим векторы и точки 
Wi, Uy, Pi, 91, Wo, ... так, чтобы при этом для i=l, 2,... были 
выполнены соотношения: 


(1) м. =9— 9, 9, = Fp, (%)), Pi=DPi-r +p 9, = Л (Pp: 


(2) || < (М [| < р, 
ы № ` 
(3) о МИ ММ | < рт» 


(4) [ре ро! < Ма, [1 Na+... НМ] «М | <. 


Сначала по формулам (1) определим @, и YU, Так как 
ЕЦ, (Чо), то 
(5) в lwil<p, |9 |< М9, | < №, 
и это дает нам неравенства (2) и (3) для {=1. Определим по 
формулам (1) точки р; и gy; тогда для i= 1 выполняется и нера- 
венство (4). 

Теперь воспользуемся индукцией. Определим по формулам (1) 
векторы W,,, и ®,. 1. В силу (4) точки р; и р;_1 лежат в И. (ро); 
поэтому 


|141 = |“, -Н 9; — 9, | == |У(р.-)— f(pp) — VS (Po: — 201 < | 
< 19| < (М) | @ |, 


и неравенство (2) доказано; отсюда же следует и неравенство (3). 
Определим по формулам (1) точки р; .1 и 9,414; так как р; +, — Ро == 
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= (р, — Po) +: 9,+.:, то неравенство (4) легко доказать по индукции, 
пользуясь неравенством (3). 
В силу (2) Ит4,=4. Из (1) и (3) следует, что при [<] 


[Pj —Pil=l%414+ ... +9,|[-—0, когда i, 1+ оо; 


поэтому мы можем положить р = limp,. В силу (4) |p — po| < 4/2; 
следовательно, р@ И. (ро). Далее, /(р)==Ит /(р;) =9, и peu, 
как и требовалось. 

Покажем далее, что отображение f° гладко в U’. Так как 
J;(p) #0 BU, то прир € Ц отображение F, взаимно однозначно 4). 
А любую точку 4" = f(p*)EU’ (р* Е) и любой вектор w; 
мы докажем, что 


(6) Vf’ (4*, 9) = Fp (@). 


Е 
Так как КГ,», а следовательно, и Fx, непрерывно зависят от p*, 
то тем самым наше утверждение будет доказано. 
Пусть задано = > 0. Положим (предполагая, что w -2 0) 


1 


№, = | В» |, ВНИИ мы 
1 Fo 1S Tw 1< 


Найдем число ©, > 0 для точки р*, как мы в начале доказатель- 
ства теоремы нашли © для точки ру; при этом мы потребуем, 
чтобы Ur, (р*)=И. Положим 


C / 7 ye 
P= FN С Us Une. 
Возьмем теперь произвольное число &, для которого 4=4* 1 Е Ц’. 


Пусть, скажем, 4 =) (р), РЕЦ. Начав с точек р* и g* вместо ру 
и Qo, определим, как выше, векторы W;, UV; и точки р,, 4; (i > 1). 
Так как 2% =1— =, то мы имеем 


[f° gt +tw) — 1" (49°) — Ея (в) | = |p —p* — |= 


=|p —Pil< | Yl |u| . <2Nint|w|< 
и равенство (6) доказано. 
Введем в пространствах Е” и Е”" системы координат (x!,..., x7) 
и (у!,..., У”) соответственно. Так как отображения Ги /" 


1) Отображение Г, определяется так же, как Foy т. е. Fo(u)= 
= УЛ (р, 9). — Прим. ред. 


1* 
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-.} 
являются гладкими, а f of есть тождественное отображение 
окрестности U, то мы имеем 


т Е = 0 Е. п). 


_ Tak как, далее, детерминант | д у//0х* | равен якобиану У, (р), кото- 
рый отличен от нуля, то мы можем разрешить эти уравнения относи- 
тельно дх/ду/ в каждой точке 9ЕИ’. Кроме того, соотноше- 
ние (6.5) для © =" показывает, что J 7-1 (90) == 0. Так как отобра- 
жение f 5-гладко, то производные дх'!/ду/ являются (5— |)-гладкими; 
поэтому отображение ff 5$-гладко, и доказательство закончено. 


Теорема 7В. Пусть Г — регулярное отображение (5 5) 
открытого множества КСЕ" в Е". Тогда } локально взаимно 
однозначно. 


Это значит, что каждая точка рСЮ содержится в такой 
окрестности U, на которой отображение f взаимно однозначно. 
Так как f регулярно в точке Po, то У/(ро) отображает векторное 
пространство V(E”) на векторное пространство V,, размерности п 
в V(E”); точки Л(ро)® (® СУ») образуют касательную пло- 
скость Tp, к f(R) в точке f(po). Пусть п», — проекция простран- 
ства Е” на Tp, положим #2» (р) = т, (/(р)), рЕРЮ. Очевидно, 
V2p,(Po. 9) = УЛ (ро, 9); поэтому отображение #,„ регулярно 
в точке Py. По теореме 7A отображение Zp, взаимно однозначно 
в некоторой окрестности точки ру; следовательно, это справедливо и 
для f. 

_ Пользуясь теоремой об обратной функции, мы наметим дока- 
зательство теоремы о неявной функции. (Обычно первую выводят 
из последней.) 

Пусть $-гладкие действительные функции 


(7) Pi «iss Oe Bye aes Bye ay wae 


обращаются в нуль в точке (0, ..., 0), и допустим, что детер- 
минант D = |дР//ди, | в этой точке отличен от нуля. Для i=1,..., т 
положим Fy (uy, ...) = х;. Полное множество функций F, теперь 


определяет $-гладкое отображение F некоторой окрестности точки 0 
n+ 
пространства 9%"*”" в пространство 9(”""; так как D+0, то 


1.(0,..., 0)-20. Поэтому в. окрестности точки (0,..., 0) Е5""" 
существует $-гладкое обратное отображение Ф. Если записать 
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Ф—(Ф,,..., Ф.. п), то соотношение РФ = тождественному ото- 
бражению дает 
(8) ГО ened Мн eave Dyag Ge we sd Мо, oe 

|" (< п), | 
о В 
Из определения функций F,,, мы видим, что 
ВО ча В 10) 2 ВЕЕТ, cxus М 

Положим 
ТЕ 2) OO, ca US Е А a ce 


Полагая теперь в (8) ¢;==0, мы получаем 


(10) Bye о Beagle cee О кк Halt Be aves BSD 
при i=1,..., п. Таким образом, функции “,;=—9,(*%1,..., хп) 
являются решением (единственным) вблизи точки (0,..., 0) си- 


стемы, которую мы получаем, приравнивая функции (7) нулю; 
функции $; являются $-гладкими. 


8. Внешний дифференциал. Каждой гладкой г-форме ®, опре- 
деленной на открытом множестве RCE”, соответствует некоторая 
(r-++ 1)-форма dw, ее внешний дифференциал, определяемая сле- 
дующим образом. Для каждой точки pCR это такая линейная 
функция от (r-+ 1)-вектора [см. теорему (I, 3A)], что !) 


(1) dw(p)- (9 У... V U4 = 
r+1 


= УХ (— 1) "Vp, (р). (©, У... 9... М pga 


1=1 
Заметим, что так как векторы U; не зависят OT р, TO 
Vu, (р) ‚(9 У...) = Vo, [« (р). (9. М ...)]. 


[По поводу оснований для этого определения см. (Ш, 11) или $ 19 
и 20 введения.] 


1) Производная V,f(p) определялась выше (в $1) для случая, когда 
{— некоторое отображение; производная же Ухо (р) дифференциальной 
формы ©, строго говоря, не определялась. Однако каждая г-форма ao, 
заданная на множестве RCE", представляет собой отображение oo: 
Ю- УП (Е"), благодаря чему и определяется производная Ухо (р). Эта 
производная является элементом пространства У! (Ё"). Таким образом, 
для произвольной г-формы ©, заданной на открытом множестве RC Ё", 
производная Уу® также является (при фиксированном 9) г-формой 
на Ю. — Прим. ред. 
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В том, что результат не зависит от представления (г + 1)-век- 
тора в виде суммы произведений, можно убедиться следующим 
образом. Для данной г-формы ® положим 


Г (р; Uys ..., Up) = (р) + (У... Му,); 


тогда для каждой точки PER этой формулой определяется эле- 
мент пространства Lint (У (E")) (I, теорема 4A). Положим 


r+i1 


dF (p; 0, ..., о) = СЫ LP Ve FUR ty sa Op vara Зы. 


Ясно, что это — корректно определенный элемент пространства 
Lin’ (V(E")) для p€R. Изоморфизм теоремы (1,4А) переводит 


оператор Я в оператор 4, который, следовательно, корректно 
определен. 

Отметим, что дифференциал Vw и внешний дифференциал dw 
некоторой г-формы ® при fr > [вовсе не одно и то же; Уз (р) 


есть линейное отображение Ф” пространства У = (Е") в УМ, 
и он не является элементом пространства УИ. Если же г==0, 
то Ф, отображает пространство У в Vio и определяет не- 


который элемент пространства У—УИ; в этом случае Vw (p)—=dw (р). 
Внутренняя характеристика оператора 4 на гладких много- 
образиях будет дана ниже, в $ 13. 
Приведем некоторые частные случаи формулы (1): 


(2) г=0: 4 = Ую; таким образом, а® (р): v= Vw (р); 
(3) r=1: @®(р): (и У) =Ую(р) - ч— У,о (р) - 4. 


Конечно, если Fr >n, то 4 =0. 
Установим следующие основные свойства: 


7+1 


4 @ 
d = У р 9_ . | 
(4) | ( w), (р) = ) дм Eas те lipzs (р) 
Это соотношение в случаях г=0 и г==1 принимает вид 
Ow 
Ow - 7 до; 
ог" ON ог onl” 


Заметим, что формула (2) применяется к 0-форме ®, (р), 


(5) d > w, (р) е*(р) = > Vo, (р) VV ek (р) = > 4 (в) (р) М e*(p), 


8 ВНЕШНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 103 


если система координат является 2-гладкой. В обозначениях фор- 
мулы (5.11) 


(5’) а Roy (p)ax \/... Vader = 
‘ А 
=> Vo, (р) V ах” бе № ах^г. 
A 


Для гладкой Г-формы ® и гладкой $-формы & 


(6) а (® \/ &) = 4® \/ Е -Р (— 1/7 о\/ dé. 
Для любой 2-гладкой г-формы w 
(7) ddw = 0. 


Если jf — некоторое 2-гладкое отображение открытого множества 
ВсЁ" в SCE” и в — гладкая г-форма в S, то 


(8) ipa та, 

Сначала мы докажем соотношение (4) для аффинной системы 
координат [см. (5.7)]. Полагая Л (1) = (№, ...№..., А, находим 
(dw), (р) = (do) (р). &, = Y(— Ve, ®(р) ед = 

до = (р) 
= (1 в =D! “eile 


x 


(последний шаг в общем случае неверен). 
Затем мы докажем соотношение (5) для аффинной системы. 


координат. Имеем w= yo,(p)e% так как оператор 4 линеен, 
то достаточно рассмотреть случай w == wi, где ч — гладкая функ- 


ция, а =”. В этом случае 


Ve, (ww) +e, Ve Вы (Се (Ve. 1) 5, = (Vw), &,. 


оао если A(i) имеет тот же смысл, что и раньше, то, поль- 
зуясь формулой (1, 6.7), получаем 


r+1 
[4 (wE yh, = d(w8) + = ХС 1 Ve, (8) exc = 


r+1 


= >< iy —1 (Vw), aD = == ce \/ a 


что дает d(wt)—=Vw\/& и, следовательно, соотношение (5) для 
этого случая. 
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Затем мы докажем соотношение (6). Пользуясь аффинной си- 
‘стемой координат, на основании только что доказанного резуль- 
тата и формулы (2.9) имеем 


а У 9—4 Хо У eh = ZV (ob) V eV eh = 
p 


= >) (У, +o, VE) V eV eh = 

= У Vo, Ve V Ee" +(— LY Doe V УЕ Ма’ = 

= >) Vo Ме Vv Ее (— 17 Doe’ М ХУ У г", 
(^) (р) (A): (р) 


что и доказывает (6). 

Соотношение (7) мы докажем сначала для О-формы $. Возьмем 
аффинную систему координат и положим & = do. Тогда &, = д%/дх^. 
и поэтому соотношение (4) дает 


д д 


(ty — y= 3a (25) — 3 2)—e 


В общем случае, пользуясь аффинной системой координат и при- 
меняя формулы (5), (6), только что доказанный результат и тот 
факт, что 4ех —= 0 (так как e* постоянны), получаем 


ddw =а У dw, VV ® = У (а4®, \/ & + dw, \/ de) =0. 
(A) (A) 


Непосредственное доказательство того, что ddw-: о dogg == 0, 
также несложно. 

Соотношение (8) мы докажем сначала в том случае, когда ® = е!, 
взяв в Е" аффинную систему координат. В этом случае /* de! = 
== f*0=0. Точно так же в силу (5.20) 4/*е! = аа/! =0. Затем 
мы покажем, что если соотношение (8) выполняется и для w 
и для &, то оно выполняется и для w \/ &. Пользуясь формулами (4.7) 
и (6), получаем 


а" (ш \/ ) =а([*о \/ fH) = а \/ РЕ Го V aft = 
== у* ам \ ГС fo V Ра Госте = Гаю \ =). 


Чтобы доказать соотношение (8) для любой г-формы о, вы- 
берем в S аффинную систему координат и запишем w == 


= 21) \/е“\/... Мет. Нам остается доказать соотношение (8) 
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для ©, и для каждого et; мы уже сделали это для et, а фор- 
мула (4.6) дает это для W). 

Чтобы доказать соотношение (5) в произвольной системе коор- 
динат Y, мы воспользуемся формулой (5.10): 


(9) de! (р) = ddx' (р) = 0; 
поэтому, применяя (6) K ‘левой части равенства (5), мы получаем 


его правую часть. 
Наконец, чтобы доказать соотношение (4) в общем случае, 


положим в — y*w. Так как координаты в YA” аффинны, то для w 
равенство (4) выполняется. В силу формулы (5.6) (примененной 
к dw) и (8), если р==у(х), то 


(do) (р) = OC do), (х) = (dy*w), (x) = (dw) (x). 


B силу (5.6) Wy (x) = ©, (р); поэтому на основании формулы (5. 13) 
Ow, (x)/0x* = Aw, (р)/дх*. Следовательно, применяя формулу (4) ко, 


мы получаем 
о » 1 
dw = — | aie Ww x)= — | 
CONC ED = Orn) = DC 
Выведем еще одну формулу для dw в гладкой системе координат: 


(10) _ р=Уеру SP. 


i 


д 
x) PAC) (р). 


Если мы заменим эту систему координат аффинной системой 
с теми же координатными векторами в точке р, то величины, 
стоящие в правой части равенства, не изменятся; поэтому мы можем 
считать, что система координат аффинна. Пользуясь соотноше- 
ниями (5) и (5.8) (применяя их к каждой компоненте w,), получаем 


2, ate) HOV AP) = Bet 3 Dew 


а это и есть (10). 


9. Представление векторов и ковекторов. Мы покажем, 
каким образом векторы и ковекторы в Ё" представляются пара- 
метризованными кривыми Г и действительными функциями ф 
соответственно. Пусть е — единичный вектор (число 1) в простран- 
стве действительных чисел. 

Под р-кривой Е в пространстве Е” мы понимаем такое гладкое 
отображение F некоторой окрестности точки 0 пространства 


106 П. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ 


действительных чисел в Е", что Р (0) =р. Это отображение опре- 

деляет в Е” вектор 
dF (1 

(1) Wp= 2) 


dt [1-0 


ры Не (0, е). 


Под р-функцией х в пространстве E” мы понимаем гладкую‘ 
действительную функцию $, определенную в окрестности точки р 
и удовлетворяющую условию Ф(р)==0. Эта функция определяет 
в Е" ковектор, а именно градиент Ух (р). [Условие ® (р) = 0 взято 
только для удобства.| Очевидно, таким путем получаются все 
ковекторы. Если е==1 — единичный ковектор в пространстве 
действительных чисел, то Уф (р) = Фе. 

Пусть заданы Р и 9; тогда в силу (1.5) мы имеем 


Уф (р). Ик == Ух(р, УР (0, ег) ) =У(фоР) (0, е); 
поэтому 
а (Фо Е : РЕ 
(2) Vo (р). += 46° | = jim 9). 
t=0 t>0+ 

Лемма 9a. /Лусть f —гладкое отображение открытого 
множества RCE" в открытое множество SCE”. Тогда для 
любой р-кривой Е в Ю отображение У Г (р) переводит вектор УЕ 
в вектор Wr, где Е’ (Р) =f (Е ({)). Далее, для любой 4-функ- 
ции oe в $ отображение у переводит ковектор УФ (4) в ковек- 
тор Уз" (р), где $" (р’) = ((р’)) (р’Е К) и Л(р) = 9. 

Так как V(f ° Р)(0, е) =У (р, УЕ (0, e)), то мы имеем 


(3) Wr = УЛ(р, Wr), 


что дает первую часть леммы. Вторая часть следует из (4.5), (4.6) 
и (4.3). 

Сложение векторов и ковекторов, очевидно, может быть пере- 
несено на случай р-кривых и р-функций следующим образом: для 
р-кривых Ри G 


(4) Wre+We=Wh, если НФ =р +[F (¢)—p] +16) — pl; 
для р-функций 9 и ф 
(5) Ve-+ Уф = УТ, если 1 (9) =$(9) + $ (9). 
Далее, если F’ (t)== F (at), то Wer =aWp; У(аФ) = а УФ. 

10. Гладкие многообразия. В различных местах в математике 
и ее приложениях приходится иметь дело с пространствами, кото- 


рые локально похожи на евклидовы пространства, но не похожи на 
них в целом, Такое пространство, „многообразие“, может появиться 
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как подмножество евклидова пространства, например как поверх- 
ность в трехмерном пространстве (сфера, тор и т. д. или связное 
открытое подмножество одной из этих поверхностей). Оно также 
может быть определено абстрактно, как фазовое пространство ди- 
намической системы. Многообразие Му в (ТУ, 9) появляется обоими 
этими путями. Многообразие является топологическим простран- 
ством, иными словами, в нем определены открытые и замкнутые 
множества с обычными свойствами. 

Гладкое многообразие, или дифференцируемое многообразие М 
размерности п есть связное топологическое пространство, которое 
также обозначается через М, и множество систем координат со 
следующими свойствами. Каждая система координат есть гомеомор- 
физм у; некоторого открытого множества O,C YI" в М. (Мы могли 
бы пользоваться лишь одним множеством О.) Конечное или счет- 
ное число множеств U,—=y,(O,) покрывает пространство М. Если 
ИП О, -= 0, то отображение фи= ху" у; там, где оно определено, 


является гладким и регулярным (см. § 5). Любой гомеоморфизм у 
открытого множества пространства YA” в М, удовлетворяющий 
указанным выше условиям по отношению к этим системам коор- 
динат, сам является системой координат. 

Если потребовать, чтобы отображения Yj, были $-гладкими, то 
многообразие М будет $-гладким; $ может eee равно со. Если 
все отображения Фи, аналитические, то таковым же будет и М. 


Многообразие может быть $-гладким по отношению к некоторым 
системам координат и $’-гладким (s’ >S) по отношению к части 
всего множества этих систем; если оно является $’-гладким, TO 
оно является и $-гладким (можно прибавить отброшенные системы 
координат). Евклидово пространство Е” является аналитическим 
многообразием; при этом можно пользоваться всеми аналитическими 
регулярными гомеоморфизмами открытых подмножеств простран- 
ства Зв". 

Если часть множества систем координат выбрана таким обра- 
зом, чтобы множества U, покрывали М и чтобы все соответст- 
вующие отображения ,, имели положительные алгебраические 


якобианы Л», ($6), то говорят, что эти системы координат ори- 


ентируют М. Многообразие М называется ориентируемым, если 
существует такое множество систем р Проективная плос- 
кость, например, неориентируема. 

Отображение f одного К-гладкого многообразия М в другое 
К-гладкое многообразие М” называется $-гладким ($<®), если 
имеет место следующее. Для любой точки pC ЛМ пусть, скажем, 
РЕЦ, РЕЦ; тогда отображение ie fy; (там, где OHO опре- 
делено в 9%”) является $-гладким. При М’ ==% мы получаем 
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$-гладкие действительные функции на М; при М =% мы полу- 
чаем $-гладкие параметризованные кривые в M’, 


11. Касательное пространство гладкого многообразия. 
Пусть М — гладкое многообразие. Для любой точки рЕМ, как 
в § 9, могут быть определены р-кривые и р-функции. Две р-кривые 
Ки С мы называем эквивалентными, если в какой-либо си- 
стеме координат около точки р имеет место равенство W,-1p = 
— ,-0о. Если y’— другая система координат около точки р и 
ф = у’ ty, то по лемме Эа и вектор \,/—в, и вектор Wy-ig яв- 
ляются образами вектора № при отображении ф 1); поэтому 
определение эквивалентности не зависит от системы координат, 
которой мы воспользовались. 

Под вектором на многообразий М в точке р мы понимаем 
класс эквивалентных р-кривых. Векторы ий и VU мы можем скла- 
дывать следующим образом. Пользуясь системой координат у, об- 
разуем кривую Н по у-!Р и у-!Ю, как в (9.4); тогда р-кривая yH 
определяет сумму и-- 9. В силу леммы Эа и линейности отобра- 
жения Уф в точке у-!(р) (где ф — гомеоморфизм, рассмотренный 
выше) это определение не зависит от системы координат, которой 
‘мы воспользовались. Если вектор © определен с помощью р-кри- 
вой F, то вектор av определяется с помощью р-кривой Е’ (1) = 
=F (at). Теперь векторы на М в точке р образуют векторное 
пространство У (М, р) размерности п, касательное пространство 
многообразля М в точке р. Множество всех пространств У (М, р) 
(p € M) называется касательным пространством многообразия М. 

Две р-функции 9, 9 в М эквивалентны (в точке р), если 
в какой-нибудь системе координат У (x*¢) = У (/*0) в точке у-!(р). 
В силу леммы Эа это определение не зависит от системы коор- 
динат, которой мы воспользовались. Ковектор на многообразии М 
в точке р есть класс эквивалентных р-функций. Два ковектора 
на М в точке р складываются путем сложения соответствующих 
р- функций. Ковекторы в точке р образуют векторное простран- 


ство У (М, р). Если воспользоваться (9.2), то У (М, р) стано- 
вится пространством, сопряженным к V (М, р). 

Если у — система координат около точки р, то Vy (9) (р = (4)) 
есть изоморфизм пространства V(E”) на пространство У (М, р), 
а у/— изоморфизм пространства И (М, р) на У (Е"). 

Пусть / — гладкое отображение гладкого многообразия М 
в гладкое многообразие М’. Если дан вектор v на М в точке р, 


——- 


1) Точнее, при соответствующем линейном отображении VY (xy! (p)).— 
Прим. ред. 
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определенной с помощью р-кривой F (ft), то положим F’ (В) = f (F(f)). 
Эта кривая определяет некоторый вектор 9’ на М’, который мы 
обозначим через Vf(p, 9). Пусть у и 7’ — системы координат 
соответственно около точки р и около точки f (p); положим 
9(0=х (Е), б’®=у (FO); тогда G’()= (GO), rae 
1 —=5”-' Ту. Вели для определения вектора UV вместо р-кривой Е (6) 
воспользоваться р-кривой F(t) и определить, как выше, F’, G, 
С’, обид будут эквивалентны; поэтому (лемма Эа) будут эк- 


вивалентны и С” и О’, а поэтому также и F’ u ГР’. Таким обра- 
зом, отображенне Vf (р, 9) определено корректно; очевидно, оно 
линейно. В силу леммы Эа в случае, когда М и М’ — евклидовы 
пространства, определение отображения Vf находится в согласии 
с прежним определением. Оно также согласуется с ранее опреде- 
ленным отображением Ух. Те же самые рассуждения справедливы 


и для фр линейного отображения пространства У (М’, tf (p)) 


в V(M, р); при этом для векторов и ковекторов имеет место 
формула (4.4). Если f и г — гладкие отображения многообразия 
М в M’ и многообразия М’ в М", то имеют место формулы (2.8) 
и (4.9) (последняя пока что для ковекторов). 


12. Дифференциальные формы на гладких многообразиях. 
Пусть для каждой точки pE€ M задан г-ковектор w(p) на М 
в точке р [определенный с помощью пространства У(М, р)]. 
Тогда w есть г-форма на М. Подобным же образом определяется 


г-вектор-функция & (р) на М. Если /—гладкое отображение много- 
образия М в многообразие М”, то Vf(p, a(p)) и Лью (У (p)) оп- 


ределяются, как в § 4; в частности, определены отображения Vy 
И i Как это следует из рассмотрений в $11, имеют место со- 


отношения от (4.1) до (4.8) и аналог соотношения (4.9). 

Мы называем г-форму ® непрерывной, если непрерывна каж- 
maa Гг-форма у“®. Пусть многообразие М является $-гладким и 
пусть 5’ <$— |1 — натуральное число. Тогда форма w называется 
$'-гладкой, если 5’-гладкой является каждая форма y*w. Если это 
имеет место вблизи точки р для системы координат y, TO это 
имеет место также и для любой другой системы координат у’. 
В самом деле, y/*w = (yyy’)*o = 4* (%*®) (Ф==х-1/”), и так как 
отображение * является $-гладким, то отображение ф” является 
$'-гладким [см. (5.16) и (5.17)]. (При г=0 мы можем положить 
5' =5.) Подобным же образом мы определяем непрерывные и 
$-гладкие г-вектор-функции, в частности, вектор-функции. 

Теперь мы изучим внешний дифференциал dw произвольной 
г-формы ® на многообразии М. При г=0 мы можем, как в (8.2), 
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положить dw = Vw. При г›> 0 непосредственно определить Vw 
мы не можем; действительно, если 4 == р, то ®(4) и w(p) лежат 
в различных векторных простанствах УИ (М, 9) и УМ(М, р) и 
потому, если для определения У,® мы пользуемся некоторой 
системой координат, то результат, вообще говоря, будет зави- 
сеть от ее выбора. Однако специальная комбинация производных 
в формуле (8.1), как мы теперь покажем, от системы координат 
не зависит. | 

Пусть М — некоторое 2-гладкое многообразие и ® — глад- 
кая г-форма на М. Пусть задана точка p€ М; выберем некото- 
рую систему координат у около точки р и положим 


(1) dw (р) = 7" dy*w (р). 


Допустим, что вместо у мы возьмем систему координат y,. Тогда 

И —1*7 — 
гомеоморфизм ф —= уг "ху будет 2-гладким и в силу (8.8) Pod = 
— @ф`". Применяя это соотношение к форме ф*уо, мы получим 


XP Че = yh ape "У де = Qh фи ap’ по =х ау. 


Если f — некоторое 2-гладкое отображение многообразия М 
в многообразие М’, то а}*® = f*dw (® на М’), что сразу видно, 
если воспользоваться системами координат. Таким же образом 
проверяются и остальные свойства из § 8. 

Если многообразие М не является 2-гладким, то определение 
гладкости Г-формы ® (г > 1) на М теряет силу; )“® может быть 
гладкой, но форма y,© может и не быть гладкой. Поэтому внеш- 


ний дифференциал dw не может быть определен по формуле (1). 
Может также случиться, что внешний дифференциал dw сущест- 
вует, но имеет различные значения, если его определить с по- 
мощью у, или же с помощью 9. Мы приведем пример, в котором 
многообразие М есть открытое множество в E?, а ф==х. ')» за- 


дается следующим образом. Через (x, у) будем обозначать точки 
пространства 32; положим 


х?у 
, У eats ee a ae x, — (x x, ’ ) 

f(x, ¥) G24 yy P(x, Y=(+S(%, у), У) 
пусть f (0, 0) = 0. Тогда 0f/0x — О и Of/d0y—0 при (x, у) -—> (0, 0); 
отсюда видно, что и Г} и фр— гладкие. Очевидно, Л, == 0 вблизи 
точки (0, 0). Заметим, что вторые смешанные производные функ- 
ции / в начале координат равны | и 0, поэтому © 


ary ary 7 
(5: ду ду ae haw = 9 
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Пусть & — некоторая 1-форма в 92. Положим а == (0, 0). Прямое 
вычисление единственной компоненты 2-форм 44* и 4*4 дает 


(49 — УФ = - (ет — 78), = (9). 


Это показывает, что если форма w на: М такова, что в, (у (4)) #0 
(в системе координат y), то 4® имеет различные значения в точке (4) 
в двух рассматриваемых системах координат. 


13. Характеризация внешнего дифференциала. Пусть М — 
некоторое 2-гладкое многообразие. Рассмотрим класс всех гладких 
форм, определенных на открытых подмножествах многообразия М. 
Мы покажем, что оператор 4, определенный на этих формах, ха- 
рактеризуется следующими свойствами !): 


(a) d(w, о.) = dw,-+ dw, там, где определены w, и Wy; 
(6) d(gw) = Vo \/® + dw там, где определены ф и 0; 


(с) если ®«==Уф, \/... \/ Vo, на открытом множестве, то 
dw —=0 на этом множестве. 


Этими свойствами оператор 4, как известно, обладает. Пусть 
теперь 4’ — произвольный оператор, обладающий этими свойствами. 
Возьмем любую форму ® и любую точку р в области ее опреде- 
ления. Пользуясь системой координат в некоторой окрестности U 


точки р, напишем o= 2 (P) е^(р) в Ц. Применение указанных 


выше свойств и. что d’w задается формулой (8. 5); сле- 
довательно, 4’ = dw. 


1) См. Лихнерович, стр. 166. 


Ш. Риманова теория 
интегрирования 


Цель настоящей главы состоит в том, чтобы дать такое изло- 
жение основных свойств интеграла риманова типа в случае любого 
числа переменных, которое ясно выявило бы геометрическую суть 
дела. Помимо элементарных предложений, относящихся к этому 
вопросу, мы доказываем две важные теоремы, формулы преобра- 
зования [теорема 7А, или (9.1)] и теорему Стокса (теоремы 14А 
и 18А). Хотя определение и основные свойства интеграла зависят 
только от аффинного характера пространства Е”, метрика является 
очень полезным инструментом; поэтому мы рассматриваем про- 
странство Е" как евклидово (П. Т, 13). | 

Как видно из введения, естественной интегрируемой величиной 
для г-мерного интеграла в Е” является произвольная дифференциаль- 
ная /-форма ов ЕЁ". (То, что ® необходимо должна быть г-формой 
при простейших предположениях, будет видно из теорем (V, LOA) и 
(IX, 5A). Простейшими областями интегрирования являются выпуклые 
полиэдральные клетки и их линейные комбинации, г-мерные клеточ- 
ные цепи. В первом параграфе этой главы мы показываем, как интег- 
рировать г-формы по Г-мерным клеточным [или полиэдральным 
(V,1)] цепям. В случае r—n это определение сводится к обыч- 
ному определению интеграла Римана. Мы пользуемся основными 
свойствами грассмановской алгебры, в частности соответствием 
между простыми Г-векторами и г-мерными ориентированными 
объемами (I, теорема 9A). Понятия массы и комассы в грассма- 
новской алгебре (I, 13) здесь не нужны; в нескольких местах они 
применяются для дальнейших целей, но, очевидно, мы могли бы 
вместо них пользоваться нормами из (I, 12). 

Формула преобразования (7.1), или (9.1), принимает свой наи- 
более общий вид, если интегрировать по открытым множествам; 
поэтому мы сначала изучаем несобственные интегралы ($6). 
Основной довод в пользу формулы преобразования лучше всего 
виден на неравенстве (7.2). Если отображение является аффинным, 
это неравенство превращается в тождество, как в (8.1); в общем 
случае, так как отображение является локально почти аффинным, 
мы имеем приближенное равенство. Наше доказательство формулы 
проводится путем рассмотрения этой локальной аппроксимации. 
Обычная формула (9.1), содержащая якобианы, сразу следует из 
более глубокой формулы (7.1). Было бы нетрудно переделать до- 
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казательство формулы (7.1) так, чтобы грассмановская алгебра 
в нем не применялась, и, таким образом, формула (9.1) была бы 
доказана непосредственно. 

Интегрирование на гладком многообразии М можно определить 
с помощью систем координат в М ($ 10); тот факт, что резуль- 
тат не зависит от выбора системы координат, следует из формулы 
преобразования. Если М — некоторое г-мерное многообразие в E”, 
то произвольная г-форма w в Е" с помощью тождественного ото- 
бражения многообразия М в Е" определяет г-форму в, на М; 
см. $11 и 12 гл. П. Мы можем по определению положить 


f ®Ф — f ®,. Эта ситуация встречается, в частности, в теореме 
М М 

Стокса. (Можно было бы при очень общих условиях аппроксими- 
ровать многообразие М полиэдральными цепями А; и по опреде- 


лению положить Го= а f w; CM. гл. Х.) 


Простейший случай теоремы Стокса рассмотрен в § 11. Глав- 
ным образом для того, чтобы выявить внутренние доводы в пользу 
этой теоремы, мы даем прямое доказательство. Обобщения, полу- 
ченного затем в $ 12, оказывается достаточно для доказательства 
более общего случая, изучаемого позже 1). 

Главная трудность в общем случае теоремы Стокса относится 
к строению границы В рассматриваемой области или многообразия. 
Вообще говоря, граница В составлена из кусков’ различных раз- 
мерностей. В действительности части границы В, имеющие более 
низкую размерность, не играют никакой роли; поэтому сущест- 
венно показать, как исключить их из рассмотрения. Мы это де- 
лаем с помощью понятия „нулевой $-протяженности“ множества. 
Пользуясь также разложениями единицы, мы получаем в § 14 
прямое доказательство общей теоремы для ограниченных областей. 
Теорема для ограниченных многообразий (теорема 18А) легко сво- 
дится к этой теореме. Большая общность достигается путем ис- 
пользования „регулярных форм“ ($ 16, 17), введенных Э. Карта- 
ном и другими. | 

В заключительном параграфе в геометрической формулировке 
рассматривается повторный интеграл в Е”; его можно было бы 
легко обобщить на случай гладких многообразий. 


1. Г-вектор ориентированного Г-мерного симплекса. Пусть 
с — ориентированный г-мерный симплекс в Е", или, более обшо, 


1) Литературу по этому вопросу см. у Крикеберга [Krickeberg K., 
Uber den Lausschen und den Stokesschen Integralsatz, Ш, Math. Масйг., 
12 (1954), 341—365]. 


8 Уитни 
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г-мерное ориентированное полиэдральное подмножество г-мерной 
плоскости. Взяв Г-мерную плоскость Р симплекса с и г-мерный 
ориентированный объем симплекса с в Р, мы получим г-мерный 
ориентированный объем в E” и, следовательно, простой г-вектор 
в Е” (I, теорема 9A). Это — г-вектор {s} симплекса в. Это опре- 
деление не использует евклидова характера пространства Е". При 
г —=0 симплекс с представляет собой некоторую точку р; поло- 


жим {p}==1. Мы найдем формулу, выражающую г-вектор (с] 
через векторы-ребра симплекса с. 
Для любого г-мерного симплекса op)... р, в Е" векторы 


и, =р,— р; (i # J) называются векторами-ребрами симплекса с. 
Любое множество, состоящее из г линейно независимых векторов- 
ребер симплекса 6, мы называем определяющим множеством 
векторов-ребер симплекса в. Пусть симплекс с ориентирован; тогда 
мы называем такое множество ориентирующим определяющим 
множеством для в, если входящие в него векторы заданы в по- 
рядке, определяющем положительную ориентацию симплекса ов 
(П. II, 5). 

Легко видеть, что некоторое множество, состоящее из г век- 
торов-ребер симплекса с, является определяющим множеством 
в том и только в том случае, если соответствующее множество 
ребер симплекса с не содержит никакого замкнутого пути, а также 
в том и только в том случае, если любые две вершины симплекса с 
можно соединить некоторой последовательностью этих ребер. Если 
ориентация симплекса с = py... P, задается вершинами р, в ука- 
занном порядке (II. П, 5), то двумя важными ориентирующими 
определяющими множествами являются 


(1) Ui, 02, +...» №0 Шо» Ио, e+ +s Up_1, р, 
Теорема IA. [lycmo %,,..., 9, — ориентирующее опреде- 
ляющее множество для с. Тогда 
HON acs М US 
‘0; == ,, 
В качестве следствия получаем: если [o|==|s], обозначает 


г-мерный объем симплекса с (мы пользуемся тем, что простран- 
ство E” евклидово), TO 


* FAY че, МФ: | 
(3) jo] =| {o}| = vert 
Мы докажем формулу (3); тогда, поскольку г-вектор ®.\/... VU, 


определяет положительную ориентацию симплекса с, будет дока- 
‘зана и формула (2). 

Очевидно, формула (3) верна при г==1. В общем случае дока- 
зательство проведем индукцией по г. Легко видеть, что сущест- 
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вует вершина симплекса о, скажем ру, являющаяся концом в точ- 
ности одного из векторов U,, например V,. Пусть 5’ — грань симп- 
лекса 6, противоположная вершине Po. Тогда векторы Ug, ..., U, 
образуют определяющее множество для симплекса с’ и, по пред- 
положению индукции, 


| o’ | = в B=uV ... V4,. 


Точки == —t)po+tp (p€o’) при фиксированном ¢ oe 


симплекс o, для которого, очевидно, | 
Pe ead (ge B | 
t (r—1)!° 
Мы можем найти такой вектор W=—vVv,-+- Cov, + ... + C,U,, что 
w-v,==0 при i=2,..., г; Torga|w|ecTb расстояние OT точки ро 


до плоскости р с’. Пользуясь равенством (I, 12.20), находим 


l= Леа ВП == РУ У. УФЕ, 


что и доказывает формулу (3). 


Лемма la. Для любого симплекса < ==ру...р, в Е" и an- 
бой точки 4 пространства Е", если 9 =р,— 4, то 


(4) = УС У ... 9... Ме, 


i=0 
Так как #;=р; — Po = VU; — Vo, TO мы имеем 


г! {5} = а... Мщ, = (9, — Up) V ... V (9, — Uy) = 
—=v,\/... Уз, — UAV iV OAV WV У... М ®, = 
=, М ка» V a= X(T HV av ee Му, 


что и доказывает формулу (4). 


2. г-вектор Г-мерной цепи. Под г-мерной клеточной цепью 
b> a,o% мы понимаем множество ориентированных клеток 97 (П. II, 5), 


причем каждая из них взята с некоторым действительным коэф- 
фициентом @4;; мы полагаем @(— с) =(— а)с и отождествляем 
ориентированную клетку с” с цепью 157. В $ 3 подразделение 


клетки с; следует рассматривать как новую цепь; это противо- 


8+ 
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речит ситуации для ыы цепей, которыми мы пользуемся 
в гл. Ги далее. 
Определим г-вектор клеточной цепи следующим образом: 


ео {> 2:97} = У а, 7}. 


Тем самым задается линейное отображение линейного пространства 
г-мерных клеточных цепей пространства Е” в пространство V;,) (Е"). 
При г=0 


(2) i> ар: =>) а.. 


Теорема 2A. г-вектор клеточной cane не зависит om под- 
разделений, 


Для подразделений клетки это ясно; следовательно, это верно 
и для подразделений цепей. и 


Теорема 2B. Для любой клеточной цепи А с границей OA 
справедливо соотношение 


(3) | [9А} =0. 


Замечание. Это, очевидно, выполняется и для полиэдраль- 
ных цепей, определенных в (V, 1). 

Достаточно доказать равенство (3) для произвольного симплекса 
= ро...р,. Положим 6, po... p,.-.p,s тогда (П.П, 7.1) 
94 = 2 че o,. Положим VU, = р, — ро. В силу формул (1.2) и (1.4) 


(r — I! {o,} = 9, V maths Ce О 


(r — 1)! {op} => i "О 


Эти соотношения показывают, что {dc} = »№( —1)' {o,} =0. 

о Приведем другое доказательство (в котором применяется ма- 
териал, излагаемый позже). Допустим, что {do} = = 0. Выберем 
г-ковектор , так, чтобы w,-a~0 (I, теорема ЗА). Положим 
« (р) =, в Е”. Тогда dw =0; поэтому формула (4.1) и теорема 


Стокса дают 
o,4¢ = fo= fao=0, 
Os в | 


что противоречит сделанному ранее предположению. 


Теорема 2C. г-вектор {A} зависит только от OA. 


В самом деле, допустим, что ДА =дВ. Тогда 9(В — А) =0 
и в силу леммы (П.П, 10a) существует клеточная цепь С, для 
которой В — А=оОС. Поэтому {В} — {A} = {oC} =0. 
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3. Интегрирование по клеточным цепям. Сначала, предпо- 
лагая, что г-форма ® определена во всех точках г-мерной кле- 
точной цепи ACE”, определим операцию wo А (не являющуюся 
независимой от подразделений). Пусть р: — „центр“ клетки с’, как 


в (П.Н, 1.2); тогда 


(1 ое Sag; = Ха (0 4} 


где в правой части мы пользуемся скалярным произведением из 
(1, 2.2). Вообще говоря, клетки of будут у нас только симплексами. 


Затем для любой г-мерной ориентированной клетки с мы опре- 

делим | «, предполагая, что г-форма ® определена и непрерывна 
б 

на с. Пусть ©,9, Gyo, ...— любая последовательность симпли- 


циальных разбиений клетки с, степени мелкости которых —> 0 
(П.П, лемма 3c); положим 


и Го = fear Е a 


То, что этот предел существует и не зависит от выбора после- 
довательности разбиений, сразу следует из приведенной ниже леммы 
и из равномерной непрерывности формы о. 


Лемма 3a. Допустим, что числа е>0, ©>0 таковы, что 


(3) | (9) —®(р)6<е, если р, 9 Ес, |9 —Рр|<-5. 


р / 4 
Тогда для любых двух симплициальных разбиений Ус,, У, 


клетки в, имеющих степени мелкости <6, 


(4) [Фо So, — шо Ус, | < 2 [‹|. 


// 


7 и / 
Пусть р; и р, — центры симплексов в; и с, соответственно. 
Пусть У, т, — какое-либо общее симплициальное подразделение 


двух рассматриваемых разбиений (П.П, лемма 3b). Для каждого 
/ й И 
симплекса с, пусть > T,— ero подразделение, образованное ле- 


жащими в нем симплексами т,. Пусть 4}, — центр симплекса Typ. 


Так как 
ви = 2 {Ti} > | {ve} | = = te | = 1% | 
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и diam (1) <6 (для всех i), то на основании (I, 13.4) и (I, 13.9) 
[или же на основании (1, 12.10), если вместо комассы | |) поль- 
зоваться обычной нормой | |] получаем 


Jor ив а | = | Bl воть — 9°] 
ыы 


Подобным же образом | шо У, — «о Уд, | <= ||, и неравен- 
ство (4) доказано. 

Теперь мы определим интеграл по любой клеточной цепи, 
полагая | 


(5) Г o= Ура, fo. 
к 


» > ас; 


— 
— 


4. Некоторые свойства интегралов. Из доказательства леммы За 
ясно, что интеграл не зависит от подразделения цепи. [Поэтому 
он определяется и для полиэдральных цепей; см. (V, 1).] Инте- 
грал билинеен: 


Го + 6262) = Cy forte, f 
A A 


A 
f ос, fot, fo. 
CA, +C:A, — A, A, 
В частности, fo=—fo, т. е. изменение ориентации меняет 
_с Ss 


знак интеграла. 
Определение интеграла в применении к постоянным формам 
дает 


(1) Го=о, . {А}, если w(p)==0, для всех р. 
А 


Масса клеточной цепи определяется соотношением 
(2) | Ха; | = У а, |||, если клетки o” не перекрываются; 


если клетки 5’ перекрываются, то нужно прибегнуть к подразде- 


лению. (Дальнейшие подробности см. в гл. У.) Если > 9, — неко- 
торое разбиение клетки о, то в силу (I, 13.4) и (I, 13.9) 


lwo №3, < У (р). |< Dlo(bla|<loblel 
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определение интеграла теперь дает 


fo 


A 


(3) Зе [А < |А|. 


Поэтому также 


в | fo— ft] <elal. com lo —t@bce в д 
A A | 


Докажем теперь лемму о степени аппроксимации интеграла fo 


A 
суммами вида wo A, 


Лемма 4a. Пусть дана клеточная цепь А = \ а’; пусть, | 
далее, 


5) |w(gy—o(p)|l<2, если точки риа принадлежат 
одной и той же клетке о’. 


Тогда, если р, — произвольная точка клетки с,, то 

cr 
fo— Yaw: (9 
A 


Для каждого i равенство (1) и неравенство (4) дают 


(6) <:=|[А|. 


fo—o(p): ($ |< :|97 
у 


соотношение (6) сразу следует из этого неравенства. 


5. Связь с интегралом Римана. В этом параграфе мы рас- 
смотрим интегрирование п-формы Ww по п-мерной клетке с в E”, 
предполагая, что пространство Е" евклидово и ориентировано. 
В этом случае мы можем, как в (П, 3.1), писать 0 (р) = 0(p) + “%. 
Для любой полиэдральной области [см. (II. Il, 2)] с в Е" пусть с 
обозначает соответствующую ориентированную область, ориентиро- 
ванную так же, как и Е”. По определению положим 


(1) [= Льфар= fo. 
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Из определения интеграла f ш ясно, Что f ® есть в точности 


id с 


интеграл Римана от действительной фукции w по о. 

Таким образом, интеграл из § 3 является обобщением интег- 
рала Римана в следующих отношениях. Прежде всего, в случае 
г-мерного интегрирования в г-мерном пространстве действитель- 


ная функция ®(р) заменяется г-формой w(p); тогда интеграл опре- 
деляется независимо от метрического характера пространства £7; 
заметим, что мы интегрируем теперь по ориентированным областям. 
Оба интеграла сразу переносятся на случай г-мерного интегриро- 
вания по Г-мерным полиэдральным областям в M-MePHOM простран- 
стве; в случае интеграла Римана мы интегрируем по этим областям 
действительные функции, пользуясь метрическим характером про- 
странства Е”, тогда как в случае нашего интеграла мы интегри- 
руем г-формы по ориентированным областям. Наконец, интеграл 
по Г-мерным клеточным цепям в Е" также является обобщением 
нашего интеграла. Аддитивность интеграла Римана по непересекаю- 
щимся полиэдральным областям заменяется линейностью интеграла 
как функции от клеточных цепей. 


При определении интеграла i « нет необходимости требовать, 


oF 

чтобы интегрируемое w(p) было г-ковектором; мы могли бы pac- 
сматривать функции O(p, a), определенные для точек р и г-напра- 
влений a, непрерывные пор при каждом а. Однако, если мы хотим 
чтобы выполнялись простые свойства непрерывности или чтобы 
можно было определить внешний дифференциал do, являющийся 
ограниченной функцией (П, 8), то оказывается, что функция $ 
должна определять некоторую г-форму (быть может, не непрерыв- 
ную); см. теоремы (У, 10А) и (IX, 5A). Алгебраические доводы 
в пользу этого дает теорема (У, 9A). 

В будущем, когда мы будем заниматься п-мерным интегриро- 
ванием в п-мерном пространстве, мы будем в равной мере поль- 
зоваться как тем, так и другим интегралом в (1). 

Легко доказать следующее неравенство: 


fewap|< Ла» 


в 


(2) 


последний интеграл есть интеграл Римана. 


6. Интегрирование по открытым множествам. Пусть ® — не- 
прерывная и-форма в открытом множестве К < Е”; пусть про- 
странство Е" ориентировано. Тогда для любой полиэдральной 
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области QCR мы можем определить интеграл f ®, ориентируя Q 
Q 
так же, как и Е”. При определении интеграла f ® возникают BO- 
R 
просы, связанные CO сходимостью. Этот параграф относится к тео- 
рии несобственных интегралов. 
Мы говорим, что форма ® суммируема!) BR, если для ка- 
ждого = > 0 существует компактное множество PCR, обладаю- 
щее следующим свойством. Для любых полиэдральных областей 


Ч, Q 
Ге 


Qs ©, 
Мы можем, очевидно, потребовать, чтобы множество Р было по- 
лиэдром. 

Только что высказанное условие, очевидно, равносильно сле- 
дующему: для каждого => 0 существует такое компактное MHO- 
жество (или полиэдр) PCR, что 


(2) fo 
Q 
Пусть форма w суммируема в Ю. Тогда, очевидно, существует 


<2 ccm РЕОЕВ f-—1, 2. 


<e, если QCRNP, О — полиэдр. 


единственное число Г w, интеграл от w по R, облалающее сле- 


R 
дующим свойством. Для каждого = > 0 существует такое компакт- 
ное множество (и даже полиэдр) P, что 


(3) fo—fo 
Q R 


Обратно, если существует число f w, обладающее этим свойством, 
R 

то форма ® суммируема в А и Г « есть ее интеграл. 

R 

Мы говорим, что возрастающая последовательность множеств 
Q,, Q., ... в В сходится к R, если открытые ядра этих множеств 
покрывают А; мы пишем: Q,CQ,c ...—>R. Легко видеть, что 
‘существует такая сходящаяся к А последовательность, в которой Q, 
являются полиэдрами. 


<e, если PCQcR, О — полиэдр ?). 


1) Обычно, когда речь идет об интеграле Римана, функция называется 
„интегрируемой“, а не „суммируемой“ в ЛЮ. — Прим. перев. 

2) Слово „полиэдр“ всюду в этом параграфе употребляется в смысле 
„полиэдральная область“. — //рим. ред. 
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Лемма ба. Если форма ® суммируемав RuQ,CcQc ...-> В, 
причем множества ©, являются полиэдрами, то 


(4) lim w = fo 


i> oo 


Взяв произвольное ¢ > 0, выберем полиэдр P так, чтобы удо- 
влетворялось неравенство (3). Найдется номер iy, для которого 
PQ, и тогда при {> ip неравенство (3) будет выполняться для 
любого полиэдра (),. 


Обычное определение интеграла Римана Г ф от действительной 
R 
функции © совершенно аналогично определению интеграла f w. 
R 


Лемма 6b. п-форма ® суммируема в R в том и только 
в том случае, если функция |w(p)| суммаруема в КЮ. 


Допустим, что |w(p)| суммируема. Тогда, пользуясь соотно- 
шением (2) и неравенством (5.2), мы видим, что суммируема и 
п-форма®. Обратное легко доказать, если по отдельности ВИС 


смотреть множества, где ®(р) >0и w (р) < 0. 


Лемма 6c. Если п-форма ® суммируема в К, а действи- 
тельная функция х ограничена и непрерывна в R, то и п-форма 
ow суммируема в ВЮ. 


Это следует из предыдущей леммы. 
Объем (или лебеговская мера, или масса) открытого множества R 
может быть определен соотношением 


(5) |8 |= Гар = sup { [9]: QcR, @ — полиэдр}, 
R 
если эта верхняя грань конечна. Если Q,— возрастающая после- 
довательность полиэдров, сходящаяся к R, то |К]| = т |О)|. 
Если через и, обозначить п-направление пространства Е", то 
(6) [Rl = fo 
R 


Лемма 64. Пусть п-форма ® непрерывна в открытом MHO- 
жестве R, и пусть |R| и |®| конечны. Тогда п-форма ® сум- 
мируема в К и 


(7) < || К]. 


R 
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Пусть ==... > AR, причем (©), — полиэдры. Взяв произ- 
вольное = > 0, выберем число { так, чтобы было | RN Q,| < ¢/| 0]. 
fo 
Q 
поэтому п-форма w суммируема в R, Tak как 


<[o||Q|<e для любого полиэдра QCRNQ,, и 


fe 


Q; 


Тогда 


< ® 18|, 


то неравенство (7) следует из (4). 
Для произвольного полиэдра Р мы можем определить и j w 
р 
и f «; мы хотим показать, что эти интегралы равны. Для этого 
int (P) | 
нам нужна 


Лемма бе. Любой (п — Г)-мерный полиэдр Q в Е" содер- 
жится в открытом ядре некоторого полиэдра Q’, объем | ©’ | 
которого сколь угодно мал. 


Это ясно для (п — [)-мерного симплекса, а поэтому и для О. 


Лемма 61. Если п-форма ® непрерывна на полиздре P, mow 
суммируема в int(P) u 
(8) fo= fo 
| P int (P) 

Положим P* == PN int(P). Взяв произвольное e > 0, выберем 


полиэдр Q’ (см. предыдущую лемму) так, чтобы (предполагается, 
что п-форма ® не тождественно равна нулю) 


P* int (Q’), те 


Множество Р’ = P \ int (Q’) является полиэдром, и Р’ < int (P). 
Возьмем любой полиэдр Q, для которого P’ с Qc int(P). Тогда 


for ] 9 |< РУ 91 < 19’ | < в, 
=. Q 


и лемма доказана. 
Следующей леммой мы воспользуемся ниже, в § 8. 


Лемма 6g. /Г/усть п-форма ® непрерывна в Ю, и пусть 
1 — некоторое число. Допустим, что для каждого в > 0 суще- 
ствует компактное множество Р с К, обладающее следующим 
свойством: для любой такой непрерывной в Ю функции 5, 
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что O< (р) < 1, $(р) =1 наР и зрЕ(Ф) есть компактное 

множество в К, мы имеем |[— [во «е. Гогда форма ® сум- 
| R 

мируема в Ки fo=l. 


R | 
Пусть задано = > 0. Выберем компактное множество P, как 


указано выше, для числа e/2. Достаточно показать, что для лю- 
бого полиэдра Q 


(9) ar be «ев, если Рос Ос R. 
Q 
Мы можем выбрать число № и полиэдр Q’ CR так, чтобы было 
© = п (©), — |939 <, — loWI<N на 9 


(ср. лемму 6e). Выберем такую функцию ф, что $рЁ(ф) = ©’, o= 1 
на Q (П. Ш, лемма la). В таком случае 


[9 — ] ® < [11 < 5, 
R Q 


| 9’ \ 9 
и неравенство (9) доказано. 


Jv 
а’ \ о 


7. Формула преобразования. Мы укажем здесь основную 
формулу для преобразования интеграла и наметим прямое ее дока- 
зательство. Так как некоторые детали этого доказательства (ка- 
сающиеся аппроксимации криволинейной триангуляции обычными 
триангуляциями) в этот момент еще не слишком просты, полное 
доказательство мы проведем в следующем параграфе другим мето- 
дом. К обычной формулировке теоремы, в которую входят инте- 
гралы Римана и якобианы, мы придем в $9. Следует вспомнить 
определение формы f*w [см. (II, 4)] и алгебраического якобиана J, 
[см. (ll, 6.3)]. 

Теорема 7A. Пусть f — взаимно однозначное регулярное 
отображение открытого множества RCE на открытое мно- 
жество R’ = Е’ (пространства Е и Е’ ориентированы и имеют 
размерность п), причем /,(р) > 0 в К. Пусть, далее, ® — непре- 
рызная п-форма в R’, суммируемая в В’. Тогда п-форма f*w 
суммируема в Ки 


(1) ] Го = fo. 
- R R' 
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Замечания. Если /,(р) < 0 BR, то эта формула справед- 

лива со знаком минус, в чем мы убеждаемся, изменяя ориентацию 
пространства Е’. Если мы будем рассматривать множество R как 
п-мерную цепь и вместо К” писать `/ (№), то формула будет спра- 
ведлива в обоих случаях. В общей теории формуле (1) соответ- 
ствует формула (Х, 8.1); но все множество Ю в этом случае не 
может рассматриваться как п-мерная цепь. 
о Прямое доказательство формулы (1) можно было бы провести 
так. Если задано = > 0, то разобьем пространство Е на малень- 
кие кубы и образуем регулярное подразлеление (11. II, 3); пусть 
ОФ — полиэдр, состоящий из тех симплексов с, этого подразделе- 
ния, которые содержатся в 11% (А^) при некотором A > 0 (обозна- 
чения см. в II. II). Образы 3, = f (3,) являются криволинейными 
симплексами в А’. Пусть & — симплексно-аффинное отображение, 
аппроксимирующее отображение f на Q [см. (Х, 1)], определен- 
ное следующим образом: #(р,) = /(р;) для каждой вершины р,, 
а в каждом симплексе з, отображение g аффинно (П.Т, 12). Тогда 
(если кубы достаточно малы, а A остается фиксированным) сим- 
плексы t, = & (с,) образуют триангуляцию некоторого полиэдра Q’, 
заполняющего большую часть множества К’. 

Допустим, что каждую из разностей 


fo — fe ffo— [fe 

R' Q’ R Q 
[ло— Ло Ув 
Q 


oO’ 
мы сделали меньше, чем =/5; остается показать, что мы можем 
добиться выполнения неравенства 


9 ’ 


Г 


2 Е 
(2) Ddloct— Лю <. 
k 
Возьмем типичный симплекс в, = ро... © центром p,. Пусть, 
скажем, 


== (р) = 8 (р), 3 =9 ... In 

:— РЕ -—Рыь Gee | mame fe 
Так как Ha симплексе в, отображение g аффинно, TO V; = VE (Р», и; ) 
(П.Т, 12.4); поэтому в силу (1.2) и (Il, 4.1) 


U,V... VU Vg Pav B'S nu VE й 
(3) и wa TE Mee Sa Ve) ИВ {2x} ). 
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Следовательно, если 4, — центр симплекса t,, то с помощью фор- 
мулы (П, 4.4) получаем 


| ot — fw oay| =| (4%) * [| —®(7 (Ри), и {5%} | < 
<|© (4%) — © (7 (Pa) || te НН F (Pe) LIVE (Pee |9) УЛ (Pp a) 


и правую часть можно сделать произвольно малым кратным вели- 
чины |5,| [ср. лемму (Х, 3a)]. Суммируя по А, получаем неравен- 
ство (2). 


8. Доказательство формулы преобразования. Сначала мы 
рассмотрим случай, когда п-форма Ww компактна, т. е. ее носитель 
spt (&) — замыкание множества точек 4, в которых & (4) # 0, содер- 
жится в А и компактен. Если отображение f аффинно (П. I, 12), 


то доказательство может быть сразу проведено следующим обра- 
зом. Возьмем такой полиэдр Р, что spt(f*w) C PCR; тогда 
spt(w) = Р’ CR’, где Р’ =f (P). Сколь угодно мелкое подразде- 


ление рт полиэдра Р дает сколь угодно мелкое подразделение 
2% где % == J (а: полиэдра Р’. Далее (см. § 7), f (Pr) = Te И 


(1) [< ыыы МР (Pp: {2%}. фот, — fro OG, 


поэтому 
® 
Го = п oo Yim, =lim foc Yio,= f fro. 
al R 
В общем случае компактной п-формы ®« мы выразим W в виде 
суммы У, где каждое множество spt(w,) мало; в маленькой 


области отображение f почти аффинно, и мы получим аппрокси- 


мацию, которая докажет формулу (7.1). 
Пусть C,, С», а ‚— разбиение пространства Е’ на кубы диа- 


метра 1; пусть 24 в. ... — концентрические им кубы диаметра 2. 
Пусть ф — такая гладкая функция в Е’, что (П. Ш, лемма Ic) 


0<%! (9) <1. UM>OBC, 4 (9=0в Е\ Сь; 


образуем функции ф,, производя параллельный перенос куба C, 
в куб С;. Положим 
_ 9 (@)_ (4) 
я L4@ (q) 
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это — „разложение единицы“ в Е’ (ПП. Ш,2). Теперь для некото-. 
рого L [см. (Il, 4.14)] 


хи@= 1, 4, (9) =0 в В. бь = (для всех 2). 
Положим 


©’ == зрЕ(®), @ == 1-1 (©) == spt (fo). 


Так как множество О’, а поэтому и множество Q компактны, то 
мы можем выбрать ру так, чтобы было 


Ry = И, (©), К, CR. 
Мы можем выбрать, далее, такое число ру, что 


p URIS R, [' = L'0, < po. 


Ию, 
Положим [см. (II, 6)] 
М=|^!:|,  J=sup{|J,(p)|: PERS 


Возьмем теперь произвольное е > 0. Положим (мы можем пред- 
полагать, что w 0) 
Е 21 


Выберем р и р’ 0 так, чтобы были выполнены неравенства [см. 
(П, 2.3)] 


(2) р’ =F =. = (следовательно, p< о) ; 
(3) |fW—Ff@)—V/ (Po P сена Pals | venue 9 
(4) .. |: (р) — J; (Po < Зтьт Г 4 PCR: 


21 


(5) | (9) — © (4%) | < зт, если ФЕ А! И [9 — 4 | < ep. 


Производя гомотетию пространства Е’ с коэффициентом р’, мы 
/ 
получим (из С и C;) кубическое разбиение пространства Е’ с ку- 


бами P,, Py, ... диаметра р’ и концентрическими им кубами_ 
Ры Poy xe диаметра 20’; функции ф, перейдут в такие функции Q,, 
что | 

ы L 
(6) 0<o <1, =O BNP, У, =. 


Начиная с этого момента, мы будем рассматривать только Te i, 
В / 
скажем, {—=1,..., т, для которых кубы Р; имеют общие точки 
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с Q’; в силу (2) эти кубы Р; лежат в Ri. Пусть 49, — центр куба Р;; 
положим p,—= f° (q;). 

Пусть отображение Р, является аффинной аппроксимацией для f 
в точке р;; оно определяется формулой 


(7) Вир) = (p)+A VS (py, Р-Р). 


Так как отображение У/(р,, 9) линейно относительно 9, то из 
формул (7) и (П, 1.1) мы получаем 


(8) УЕ, (р, 9) = УЛ (pi, 9) для всех р, т. 
Положим 

(9) ©; = 9,0. 

Мы покажем, что 

(10) spt (f*w,) Ц spt (Fio,) = в, (р). 


Допустим, что f*w,(p)#0. Тогда, (f (р)) = 0, поэтому 9; (f (р)) # 0 
u|f(p)—4q;| <9’. В силу выбора числа т точки f (р) и 4; лежат 


в Ry; следовательно, в силу (2) 
IP— Pil < ®,-1| pr |FP)— ЧИ <P 
1 


откуда мы находим spt(f*w,) < О, (p,). Далее, в силу равенств (8) 


и (II, 4.16) для отображения РГ’ (определенного в Е”) и нера- 
венства (II, 4.15) для’отображения f | 


ftp Е [УЕ [== [УЛ (99| < 8-11 95 
поэтому TO же самое доказательство годится и для Fiw,. 
Затем мы покажем, что если & — п-направление пространства Ё, 
nee |[Руо; (р) — fro, (р)] + %|<в,, если | p—p,|<e. 
В силу (3) 
la’ —q|<e|p—p;|<29, если 4’ =Р,;(р), q=f (р). 
Поэтому в силу (6), (2) и (5) 
Lo) — в; (9) | < [$1 (9’) — 91 (9) По (41-Е [9 (9 ® (4) —в (9) |5 
<% |9’ —9 |1 [© (4) — © (9) 1 < [в + зу. 
В силу (Il, 4.4), (8) и (Il, 6.1) 
| Fe, (p) + % = (Р(р)) + VF (CP. %) = 01 (9) + Jy (Pdi 


8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ~ [29 


аналогично, f*w,(p) + % == ®; (4) + /,(р). Следовательно, на основа- 
нии неравенства (4) мы имеем | 


|[Руо; (р) — Го, (p)| . a, | < 
<; (4) — о (9 |. +1029) || J; od — J; (P) | < 
| < (вы) I +g, 


что и доказывает неравенство (11). 
Так как множество И,(р;) содержится в кубе с ребром 2p, 


то из (10) и (11) мы получаем 
[| Fie, — fre, < пре, 
U, (?;) 


При отображении. Р, некоторая окрестность И, множества 
spt (Fj i) переходит в окрестность И, множества spt («/); в силу (8) 


(12). 


Jr, (р) >0O. Так как мы уже доказали теорему для аффинного 
отображения Е; и компактной п-формы ®,, то мы имеем 


№ № 
Е Г ев, = = Го. 
R U; ’ Ю' 


5 
т 


Следовательно, так как УФ, (р) = 1 в spt(), TO 
i=1 | | 


Хим У [==] 


i=1R dm В’ 


Кромё` того, У [лв = Jie поэтому 


{=1Ю 


fer [ле ыы) 


t=1R 


| / 

Так как кубы Р, лежат в К; и |Р;| = (0'/11”?)", то число но- 
меров { равно | 
”* / п? _„п/2 mn 
|5 | Mn п" МЕ 


—— 


т Зри" > Мас На ВЫ 
STP р" р” 


9 Уитни 
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Следовательно, 


< т2"рие, < в, 


Jo- fre 


R' 


что доказывает формулу (7.1) для компактной п-формы в. 

Рассмотрим теперь общий случай. Мы можем применить лемму бр. 
Взяв произвольное = `> 0, выберем в соответствии с леммой 6b 
такое компактное множество P’ Cc К’, что 


[ |©| < в. 
MP 


Положим Р =f ~'(P’). Теперь возьмем такую непрерывную функ- 
цию ф в R с компактным носителем spt(y) < А, что О%Фх 1 


и ф=1 BP. Положим 9’ (9)=0(f'@) в А’. Тогда 
for fo Гао << flel<e. 
R' R' 


Re RN. 2" 
Так как п-форма o’w компактна и f*(9’w)=—=9(f*w) [что можно 
непосредственно доказать на основании (П, 4.4)], то проведенное 
выше доказательство дает 


Голо = [Ло = fee. 
R R R' 


Ге fore 
р R 


R 


Поэтому 


= €, 


Следовательно, в силу леммы 6g п-форма f*w суммируема в Ю 
и имеет место формула (7.1). Это завершает наше доказательство. 


9. Преобразование интеграла Римана. Мы покажем, как 
теорема 7А приводит к обычной формуле для преобразования 
интеграла Римана при замене координат. Пусть функция © (р) не- 
прерывна и суммируема по Риману в открытом множестве А’ 
(см. $ 6). Пусть ff — взаимно однозначное регулярное отображе- 
ние открытого множества R на А’. Если в пространствах, в KOTO- 
рых содержатся Ю и R’, выбраны системы координат, то задание 
отображения f равносильно выбору в К’ новой системы координат 


[см. (II, 5)]. Мы хотим выразить интеграл | Ф(р)ар в виде инте- 


R 
грала Римана по R. 


10. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НА МНОГООБРАЗИЯХ [31 


Пусть ®; и ®, — единичные п-ковекторы в ‚ориентированных 


пространствах, в которых содержатся R и КА’. Определим п-форму 
© и функцию $” соотношениями 


о (9) =9(9) %, Лю (р) =" (P) %. 


Тогда в силу (II, 6.8) $" (р) = Я ,(р)$Ф (7 (p)). Записывая обе части 
равенства (7.1) в виде ee & Римана (см. § 5), получаем 


(1) уфа = [ЛЗ ode. если J,(p) >0 в В; 


та же самая ioe справедлива со знаком минус, если l, (p) <0 
в Ю. Взяв функцию х(р) =1 в К’, получаем также 


(2) 1К' |= те Jina если /,(р) > 0 в К. 


10. Интегрирование на многообразиях. В евклидовом про- 
странстве простейшими областями интегрирования являются ориен- 
тированные полиэдральные клетки. На гладком многообразии М 
(II, 10) такими простейшими областями являются гладкие образы fs 
ориентированных клеток с. Если непрерывная г-форма ® опреде- 
лена в окрестности образа fo, где в — ориентированная г-мерная 
клетка, то мы можем, как в (II, 12), определить Г-форму f*w 
и [в соответствии с формулой (7.1)] по определению положить 


Je=fre 


Предположим теперь, что М — компактное ориентированное 
гладкое многообразие размерности п, а w — непрерывная п-форма 


на М; мы определим интеграл f w. 
M | 
Пусть spt()— замыкание множества точек pC M, в которых 
« (р) == 0. Допустим сначала, что это замыкание лежит в некото- 
рой системе координат x‘). Тогда мы можем, пользуясь отобра- 
жением у, определить fo, как в (1). Таким образом, 
М 


(2) fo=fxe, если spt(w) = y (QO). 
M O 


Допустим, что и spt(w) = 7’ (О’). Тогда существуют такие окрест- 
ности К и А’ множеств y~!(spt(w)) uv’! (spt (®)) соответственно, 


1) То есть в образе y (QO) при гомеоморфизме 7 открытого множества 
Oc U",— Прим. перев. 


9% 
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что ф = y’~!y является взаимно однозначным регулярным отобра- 
жением множества R на А’; так как многообразие М ориентиро- 


вано, то >90 в Ю. В силу теоремы 7А 
Диь= fx "om Духе = fre 
0 


тем самым показано, что определение интеграла fo не зависит 


от выбора системы координат. М 

Чтобы интегрировать любую п-форму w, можно было бы взять 
некоторую триангуляцию многообразия M (ГУ, теорема 12A) 
и ‘интегрировать отдельно по каждой клетке. Однако проще вос- 
пользоваться некоторым разложением >», единицы [см. $8 
и (П. Ш, 2)]: представить форму ® в виде >) ©,= 9,0, причем 
каждое множество spt(w,) содержится в некоторой системе коор- 
динат, и сложить интегралы Го Покажем, как это сделать. 


M | 

Пусть О и О’ — открытые шары BY" с центром 0 радиуса 1 
и 2 соответственно. Мы можем найти конечное множество таких 
систем координат 7.1, ..., Хи, Каждая из которых определена в О’, 
что множества у,(О) покрывают М. Определим, как в (П. Ш, 1), 
в пространстве 3 гладкую неотрицательную функцию Ф (x), 
положительную в О и равную нулю в некоторой окрестности 
множества 31" \ О’. Положим $, (р) = Ф Oy 1(p) ) вх, (О”) их, (p)=0 
во всех остальных точках многообразия М. Тогда функции 9, 
являются гладкими в Ми $, >0 в Хх, (0). Поэтому мы можем 


положить $, (р)=$, (P)/ 9) (P) на М; теперь 9, = 0 вне x,(0’) 
и Ус (р) = на М. | | | | | 

Положим ;(р)=$,(р)®(р) на М; тогда в = Ую,. Мы мо- 
жем определить каждый ет ан { 0" 7, Je 


Чтобы показать, что результат не зависит от выбора систем и 
динат ¥; и функций ф;, допустим, что Gj и Ф, (J 1, +15, J — 
другие такие же системы координат и функции. Е дока- 
занной выше инвариантностью, находим 


ь face w) = X fx [Хи =) = Г (9. в) = 


го! i,j O" 


— [ge ие fxs (Хи) =Х fai ey 
j oO i a 


Lg 
что и дает требуемый результат. 
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Рассмотрим теперь в ориентированном многообразии .M откры- 


Toe подмножество В с компактным замыканием Ю. Пусть ® — не- 
прерывная п-форма, определенная в некоторой окрестности И 
замыкания Ю. Мы можем, как и выше, выбрать. системы | коорди- 
нат Yj, ..., Xm Так, чтобы множества x,(O) покрывали R. Опре- 
делим, как и прежде, функции $, и $; для некоторой окрестно- 


сти U’CU множества R функции. ф; определены BU’ и > 22$; (р) = == | 
в этой окрестности. Мы можем положить 


(3) fren f dee. орла 


17 КЮ) 


в самом деле, величина |y;9,0| конечна в И; ==; *(Ю) и объем 
СЯ конечен. Теперь лемма 64 показывает, что каждый член 


суммы определен. Как и выше, определение интеграла... | W не за- 
R 
висит OT выбора у; и $.. 

Возьмем, наконец, любое открытое подмножество А п- мерного 
ориентированного гладкого многообразия М и допустим, что 
п-форма ® непрерывна в. К. Мы говорим, что форма ® сумми- 
руема BR, если для каждого => 0 существует такое открытое 
множество Ry с компактным замыканием Ry>CR, что для любого 


открытого множества К’ с компактным замыканием А’. 


® | for fe 
Ry 


<, . cai ВА’, В’ < А. 
e- | eet ee 


Если это выполняется, то можно, как в § 6, единственным обра- 
зом определить интеграл | ®, И свойства, установленные в -§ 6, 
до леммы ба включительно, сохранятся, только полиэдры ‘нужно 
заменить открытыми множествами с компактными замыканиями; 
легко видеть, что сохранит силу`и лемма 6c. В случае М = En 
это определение эквивалентно. определению, приведенному в § 6, 
как это следует из леммы Of. 

Сформулируем обобщение теоремы ТА на случай рассматри- 
а теперь ситуации. 


Теорема 10A. Пусть М и М’ — ориентированные гладкие 
многообразия размерности п, и пусть f — взаимно однознач- 
ное, регулярное, сохраняющее ориентацию отображение от- 
крытого подмножества“ К многообразия М на открытое 
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подмножество №’ многообразия М’. Пусть в — непрерывная 
п-форма на К’, суммируемая в К’. Тогда форма f*w сумми- 
руема в Ru имеет место формула (7.1). Если отображение 
1 изменяет ориентацию, то формула (7.1) имеет место co 
знаком минус. 


С помощью систем координат эта теорема сразу следует из 
проведенного нами выше рассуждения и теоремы 7A, 

Рассмотрим теперь интегрирование г-форм w на М. В качестве 
области интегрирования мы возьмем некоторое подмножество Ю 
г-мерного ориентированного подмногообразия M’ многообразия М, 
и пусть А открыто в М’. Допустим, что г-форма ® непрерывна 
в некоторой окрестности U множества А в. М (или просто w есть 
г-форма на М, определенная и непрерывная во всех точках мно- 
жества А). Мы можем подмногообразие М” рассматривать как 
образ /.М’, где f — тождественное отображение. Теперь мы MO- 


жем определить интеграл f w как } f*w (что сводится к рассмо- 
R R 

трению произведений w(p)-a только для г-векторов а в каса- 

тельном пространстве подмногообразия М’ в точке р). 


11. Теорема Стокса для параллелепипеда. Мы докажем тео- 
рему Стокса для наиболее простого случая; тогда с помощью 
аппроксимаций и разложений единицы ее можно будет доказать 
с произвольной желаемой степенью общности. Мы говорим, что 
форма ® является гладкой в клетке Q, если производная Vw (р). 
непрерывна в Q для каждого 9. Можно показать, что это имеет 
место в том и только в том случае, если!) форма w может быть 
продолжена до гладкой формы, определенной в некоторой окре- 
стности клетки О. 


Лемма lla. //усть О — ориентированный п-мерный парал- 
лелепипед в Е", и пусть wo — гладкая (п — П)-форма в Q. Гогда 


(1). [ав = fo. 
Q 94 


Мы дадим прямое доказательство, не ссылающееся на теорию 
повторного интегрирования. По поводу классической трактовки 
см. $ 19—21 введения. Для более общего случая доказательство 
будет проведено в теореме (IX, 12B). 


oe 


1) Whitney H., Functions differentiable on the boundaries ot! re- 
gions, Ann. Math., 35 (1934), 482—485. 
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Параллелепипед Q состоит из всех точек Py -- 2 a,v, (0<a,< 1), 
где Py — некоторая точка, а Uj, ..., 9, — независимые векторы. 
Для каждого i имеются грани 


А; : все точки ре а, АГ: все точки Ро о, b> a;0;. 
{Fi 17: 


Мы можем считать, что параллелепипед © ориентирован упоря- 
доченным множеством векторов (9, ..., U,). Ориентируем грани 


АГ и Aj упорядоченным множеством (Vj, ... Юнна, ФА МЫ 
имеем [см. (П.П, 7)] 


(2) 9 = № (—1)" (АР — 47). 


Пусть задано = > 0. По лемме (II, 2a) мы можем выбрать та- 
кое число 6`> 0, что каждое из чисел 


| © (9) —®(р)|, |У,% (9) — У,®(р)|, 14% (9) — 4®(р)| 


не будет превосходить е, ‘если р, 9ЕО, |q—pl<%& |9 =1. 
Найдется такое т, что если мы с помощью (п — Г)-мерных 


плоскостей, параллельных граням А; , разобьем Q на т” равных 
параллелепипедов Q,, то для каждого А будет выполняться нера- 
венство diam (©,) < 6. 

Возьмем какой-либо параллелепипед Q,; пусть Выи Вы — ero 
грани, соответствующие граням Аг и Aj. Пусть Py» Вы, вы — 
центры параллелепипедов Q,, Вы и Bri соответственно. Опреде- 
лим векторы ©, условием 


U 
+ ee ete: 
Pi —P,=U,=F7° 


В силу § 1 и теоремы (I, 9A) 
SO an VS (В = [В+] ==’ М... 9... Мо’. 


Применяя теорему о конечном приращении к функции ®(р). В, 
на отрезке р„Р» [или, что. то же самое, пользуясь формулой 
(П, 1.3) и непрерывностью производной У ,w], находим точку p,, 
о; 
1 
на этом отрезке, для которой 


о (pi) + [Bai] — © (ры) + {Bai} = У мо (ры) + ва 
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Поэтому, сокращая запись §(p,)- {Q,} до &°о О, ит. д., Ha осно- 
вании (II, 8.1) и (I, 12.16) мы получаем 


|4 ©, — 00 dQ = | (| р 10 (р,) — ye P| "|< 
| | < УВ | <ne Ml, | 


Далее, а, есть подразделение параллелепипеда Q и, если че- 
‚рез В, обозначить те должным образом SO uGHEaPORANERE грани 


en Q,, которые лежат в OQ, TO р B, ; будет под- 
разделением границы OQ. В силу выбора числа © и леммы 4a 


f todo» < <e| QI. 
A Scene he 


0Q _ 


<e]dQ]. 


Кроме того, wo », В, j= фо У, д0,, и по доказанному выше нера- 


‘венству | 
м. зо, «ВИ < «изв. | 2,1: 
OTH неравенства дают 


Це 


В силу произвольности-= отсюда следует формула (1). 


Sse rear иен . -+ |%, |]. 


12. Частный случай. теоремы Стокса. Мы распространим 
лемму 11а в двух направлениях: рассмотрим область с одной кри- 
вой, а не плоской гранью и не будем требовать, чтобы форма w 
была гладкой на этой грани. Однако’‘мы будем предполагать, 
что © обращается в нуль на остальных гранях. Ниже в доказа- 
тельстве теорем 14А_ и 18А никакие другие случаи теоремы Стокса 
не потребуются. | 


. yer Be, s<.; ” — гладкая функция, определенная при 
9 (1=9, п) и удовлетворяющая условию — 1/2 < 
Ss RO 1/2. "Пусть, далее, Ю — область в %”, опре- 


деляемая неравенствами › 


RO це. МИ Тм 


Пусть, наконец, А —трань, ` на’ которой х1=й(х?, ..., Хх”), 
а В — сумма всех остальных граней, причем Аи В ориентиро- 
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ваны так, что ОК = А-- В. для некоторой Е OpHeH 
тации области В (П.П, 5). 


Лемма 12а. Пусть область R определена, как’ указано. 
выше. Пусть w — непрерывная (п — Г)-форма в R, удовлетво- 
ряющая следующим условиям: форма ® является гладкой в К, 
форма dw суммируема в К и о=0 в Reo Oe Oxpecmnocms 
замкнутого множества В. Тогда - 


й’.- | — fos fae. 
: 2 -. гы 


Замечание. Вместо предположения о гладкости формы w 
в Ю мы могли бы просто предположить, что форма w в R регу- 
лярна; см. ниже $ 16. Доказательство при этом слегка упрости- 
лось бы, так как мы могли бы в этом ` случае заменить опреде-^ 
ленные ниже функции Й, (х?, ...) функциями A(x?, ...)- 1. 
Пусть А’ — область, определяемая неравенствами 


Ом. —i< x < 1 Peak, pseg № 


Мы аппроксимируем область R областями R,, в которых 
форма © является гладкой, и сравним каждую область А, с К°. 
_ Пусть #,(%?,..., ^”) для каждого натурального числа 
В — некоторая 2-гладкая функция, аппроксимирующая функцию 
h(x?, ...,x")-+ 1 вместе с ее первыми частными производ- 
ными с погрешностью < 1/Ё на множестве —1<х<1 (i >2) 
(П. Ш, лемма 4a). Пусть R, — область, определяемая неравенствами. 


BAX, нь, <. В (x, . yas x") 2, Е 1 
(=9,.:., П). 


‚ Положим ® = 0 на множестве R,\R; теперь форма w является 
гладкой в R,. Положим 


(2) fp (мт, #7, 6.0, 47) == (XI Ay (X?, woes HM) 8, ... ‚ x") BR’; 


это — взаимно однозначное регулярное 2-гладкое отображение 


множества R’ на R,. Пусть A’, A, —грани областей К’, R,, 
соответствующие грани А области R. Так как отображение f, 
является 2-гладким, а форма ® гладка в А, то формула (Il, 8.8) 
показывает, что 4/, в =], 4% в К’. Кроме того, и форма f, w 


гладка в К’. Поэтому в силу леммы 11а и теоремы 7А 


jh ® == = [fem [4 = J fide = i* 


OR' 
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Пусть теперь А -—› со. Так как форма dw суммируема в К, то 
Гаю - f do. 
Rp R 

Определим отображение f, как и Г, в (2), заменив только 
й, на h. Это отображение мы будем рассматривать лишь в A’. 


Тогда /, >f и У/, >У/ при Roo, причем в обоих случаях 
сходимость равномерная. Поэтому 


fi, (р) - «= (Л, (р)) : УЛь (р, а) > ® (Л (р)) УЛ (р, == Л* (р) + < 


равномерно в 4’. Следовательно, по теореме 10А 


Pics Jfro= from ] о. 


Py 
Эти соотношения доказывают формулу (1). 


13. Множества нулевой 5-протяженности. Мы введем поня- 
тие, которое в каком-то смысле выражает малость 5$-мерного 
объема некоторого множества. В качестве настоящей меры S-Mep- 
ного объема следует пользоваться хаусдорфовой мерой (см. Сакс, 
стр. 84, Халмош, стр. 98); но с вводимым здесь понятием проще 
обращаться, и оно достаточно для наших целей. 

Пусть Q подмножество пространства Е" (или любого метриче- 
ского пространства). Мы говорим, что Q имеет нулевую $-протя- 
женность, если выполняется следующее. Для каждого = > 0 суще- 
ствует такое $ > 0, что для любого & < существуют такие 
множества (),,..., Q, (Е — некоторое число), что 


(11 @=00... ЦО, Чат (Q,) < 6 для всех i, RUS < «e, . 


Заметим, что множество Q должно быть ограниченным. Oue- 
видно, объединение конечного множества множеств нулевой $-про- 
тяженности имеет нулевую $-протяженность. 


Лемма 13а. Любое ограниченное подмножество @ про- 


—1 
странства Е°`` имеет нулевую $-протяженность. Если f—aun- 
шицевское отображение (П, 4) множества Q в пространство Е", 
то f (Q) имеет нулевую $-протяженность. 


Чтобы доказать второе утверждение (из которого следует пер- 
вое), возьмем куб Q’ диаметра 0, содержащий @. Для заданного 
=> 0 пусть $ — наименьшее из чисел =/2°9 "557", % 6. Возьмем 
теперь любое С. Существует такое целое число т >. 0, что 

2 
Spb G8 


= 


от =~ от-—1 ы 
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Разобьем куб Q’ на 26-)™ равных кубов; каждый из них имеет 


диаметр !) 8/2" < (8, Эти кубы разбивают множество Q на 
куски Q,,..., Q, диаметра <C/2,, причем А < 25-1”. Теперь 


Ff (Q= (0) И Ш Г (Q,): diam (f (Q;) jae 


Ved 
gm—1 


5 
Bes г 9(5—1) т = of ae aie C Pa ё, 


что и завершает доказательство. 

Следующая лемма представляет интерес, но в дальнейшем она 
нам не понадобится. 

Лемма 13Ъ. Ограниченное замкнутое подмножестзо Q 


пространства Е" имеет нулевую п-протяженность в том 
и только в том случае, если оно имеет лебегову меру нуль. 


Если Q имеет лебегову меру нуль, TO оно может быть покрыто 
конечным множеством прямоугольных параллелепипедов сколь 
угодно малого общего объема; отсюда легко следует, что @ имеет 
нулевую п-протяженность. Обратное очевидно. 

В оставшейся части этого параграфа мы будем пользоваться 


подразделением данного открытого множества RCE” на кубы, ко- 
торое строится следующим образом. Возьмем разбиение простран- 


ства E” на кубы с ребром 1 и поэтому диаметра п1?. Пусть 
/ 


о— это множество кубов, и пусть K y—ero подмножество, со- 
стоящее из тех кубов, которые содержатся в R и расстояние ко- 
n 1/2 
торых от E’\ R не менее Зи”. Если уже определены множества 
/ / 

кубов К’, Ар ike ale К„, то paso6bem каждый куб, входящий 
/ п y 

BK NK, на 2 равных кубов и обозначим через К», полу- 

ченное множество кубов, через К„., его подмножество, состоя- 

, n 
щее из тех кубов, расстояние которых от множества Е К 
2 
не менее 3и”/2” +1. Кубы из Ko, K,, ... покрывают множество К. 
т 
Каждый куб С из множества K, имеет ребро 1/2 и диаметр 


п 9", on лежит в Ви 
(2) an 2 Sol, "У тв" ШП 


Чтобы доказать последнее неравенство, допустим, что куб С обра- 
зован при подразделении куба С’ с ребром 1/2”-1, содержащимся 


/ 
в множестве Кш-1\Ки_1. Tak как С’ не содержится BK, 4, 


1) Очевидно, можно предполагать, что ®; == 0. — Прим. ред. 
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то p(C’, E*\ Ю) < 3n'7/2""1, Но C’cU, (С), где hh = n'"/2"; по- 
9TOMy 


7 ‚ЗпИ?. ni 7711 
Докажем, что | 
= x ; 9118 
(3) : р (Ка-ь К т-+1) >> т ЗНА * 


Для любого куба С, входящего в Кии, 2 (С, E?\ Ю) < 7 [2тч1 
и diam (С) ==п1/?/2т+1; поэтому K,,4,CU,(E" \ А), где й=4п1?/2т. 
Далее, для кубов С’ из множества K,, _, имеем р (C’, E?\.R) > 6n'?/2", 
и неравенство (3) доказано. 


Лемма 13с. Пусть К — открытое множество в Е", под- 
разделенное указанным выше образом. Пусть множество 
QcE"\R имеет нулевую $-протяженность. Тогда для лю- 
б0го ¢ >0 существует целое число т >0, обладающее сле- 
дующим свойством. Возьмем любое т > ту, и пусть М — число 
кубов из K,, расстояние которых от Q не ИО та, 
Тогда N< "Qsme, 


_ Положим и: БАИЯ и выберем © так, чтобы 
при любом & < 4 выполнялось условие (1) с в, вместо в. Выбе- 
рем My так, чтобы было 1/2% < &,. Возьмем теперь любое т > то. 
Положим 2 1/2” И выберем множества | eee Po для которых 


‘удовлетворяется условие (1) с &. Пусть для каждого i О; — куб 
с ребром а/2т, центром которого является некоторая точка из Q,. 
Если куб С входит в K,, то diam (С) = п1?/2т; поэтому, так 
как Ч1ат (©;) << C= 1/27, то (©, содержит все такие кубы С, нахо- 
дящиеся от Q; на расстоянии, не превышающем 7п!”?/2т. Так как С 
имеет ребро 1/2”, то существует не более a” таких кубов. По- 
этому 


ON <ath < Чи = deme, ` 


Определим в Ю разложение единицы, соответствующее рассмат- 
риваемому подразделению. Пусть C,, С.,... — кубы из всех К». 
Пусть для каждого # С, есть куб, концентрический с С; и имею- 


щий ребра вдвое болей длины. Так как 3 cU, (С, (где й = n¥7/2"), 


‘если C,€ Km» и аналогично для кубов из Ки, TO неравен- 
ство (3) показывает, что | 
(4 — С,ПС,=0, ‘если C,E Кш-ь СЕК. 


Пусть Ф — бесконечно гладкая функция в WA", которая >> 0 в не-. 
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котором кубе С и =O вне ero (П. Ш, лемма 15). Пользуясь 
аффинным отображением куба С на куб Cj, получаем бесконечно 


гладкую функцию $, в Е”, которая > 0 в кубе С, и =O вне 
его. Очевидно, для некоторого No 


19$, | < 2”"№, если СЕК». 


Положим 9,(p) = 9; (PY ee (P) в А; функция $, является беско- 


нечно гладкой, она >0 В кубе C; u =O вне его; > 9)(p) = 1 
в АЮ. Согласно (4), существует такое число с, что любая точка MHO- 
жества R содержится не более чем в с кубах С’. Следовательно, 


вблизи любой точки из А существует лишь конечное число ком- 
бинаций видов кубов. Это вместе с доказанным выше неравен- 
ством показывает, что существует такое число N,, что 


о | Уф; | < 27"М, в К, если C,EK,, 


14. Теорема Стокса для стандартных областей. В этом 
параграфе мы сформулируем теорему Стокса для областей 
в п-мерном пространстве, которые должны быть достаточно общими 
для всех обычных приложений; доказательство будет дано в сле- 
дующем параграфе. 

Пол стандартной областью в п-мерном ориентированном 
пространстве Е” мы понимаем ограниченное связное открытое мно- 


жество Ю, обладающее следующими свойствами. Положим Р*=АЮ`\\ А. 
Существует замкнутое множество QCP* нулевой (п — 1)-протя- 
женности. Положим Р=Р*`\ ©. Для каждой точки рЕР суще- 
ствует такой единичный вектор wv(p), что если в Е" ось x! идет 
в направлении вектора 9(р), то множество точек из Р, лежащих 
в некоторой окрестности точки р, задается гладкой функ- 


цией xt!=h(x?,..., хп”), а множество точек, принадлежа- 
щих R и лежащих в этой окрестности, задается неравенством 
х"< й(х?,..., хп). Мы можем считать, что U(P) является внеш- 


ней нормалью. | 

Tak как топология множества Р задается топологией окружаю- 
щего пространства, то P сепарабельно; поэтому оно состоит из 
конечного или счетного множества гладких многообразий. Таким 
образом, стандартная область ‘есть. ограниченное связное открытое 
множество, граница которого является объединением замкнутого 
множества нулевой (п — 1)-протяженности и конечного или счет- 
ного множества гладких (п — |)-мерных многообразий, каждое 
из которых. имеет рассматриваемое открытое множество только 
по одну сторону от себя. 
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В обычно встречающихся областях множество Q состоит из 
конечного множества многообразий размерности «п — 1; в силу 
леммы 13а и предшествующего ей замечания Q имеет нулевую 
(п — 1)-протяженность, и, таким образом, в этом случае область 
будет стандартной. Мы могли бы включить в Q любое замкнутое 
подмножество множества Р, имеющее (п — 1)-мерную лебегову 
меру (в очевидном смысле), равную нулю; см. лемму 13Ъ. (Мы 
не могли бы включить в Q большее множество; ср. ниже при- 
мер 2.) | 

Для каждой точки рЕР ориентация множества К и внешняя 
нормаль U(p) определяют ориентацию множества Р вблизи р 
(П.П, 5). Таким образом, Р становится множеством ориентиро- 
ванных многообразий. 


Теорема 14А!). Пусть Ю — стандартная область в Е", 
и пусть « — такая (п — | )-форма, что № 

(а) ® определена, непрерывна и ограниченна в К\ О 1 
гладка в Ю. 

(5) ® суммируема вР, 

(с) внешний дифференциал dw суммируем в КЮ. 

Гогда 


(1) Го = Га. 
Р R 


Замечания. Мы могли бы предполагать, что форма ® только 
регулярна, а не гладка в R; см. ниже § 16 и теорему 18А. Если 
внешний дифференциал dw ограничен, то условие (с) выполняется 
автоматически. В обычных приложениях Р будет иметь конечный 
(п — 1)-мерный объем (определяемый с помощью интегрирования; 
нам нет необходимости уточнять это здесь); тогда условие (Ъ) 
будет автоматически выполняться. 

Пример 1. Как мы сейчас покажем, мы не можем отбросить 
предположение о том, что форма ® ограничена. Пусть К — квад- 
рат O< x < 1, O< у< ! на плоскости и О — множество, состоя- 


щее из его четырех вершин. Для каждой точки р RNQ пусть 
9 (р) — ее полярный угол, 0 < 8(р) < x/2. Положим ® (р) = УВ (р). 
Тогда все условия выполнены с тем лишь исключением, что 


форма (0) неограничена. Очевидно, 4 =0 в К, fo=n/2, 
P 
так что формула (1) неверна. 


1) Весьма общая теорема была доказана Федерером [Federer H., 
The Gauss — Green Theorem, Trans. Amer. Math. Soc., 58 (1945), 44—76]. 
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Пример 2. Если мы чрезмерно ослабим предположения 
относительно множества Q, то теорема может оказаться неверной. 
Чтобы это показать, возьмем область Ю такой же, как и выше. 
На нижней стороне А следующим образом зададим множество Qo. 
Выбросим открытый интервал длины 1/4 в середине стороны А. 
Затем выбросим средние интервалы длины 1/4? на каждой из двух 
оставшихся частей. Затем выбросим средние интервалы длины 1/43 
на каждой из четырех оставшихся частей и т. д. Тогда через Qy 
обозначим множество оставшихся точек, а через Q — множество Qy 
вместе с остальными вершинами квадрата Ю. (Очевидно, мы могли бы 
в качестве ©, взять любое замкнутое множество положительной 
лебеговой меры; ср. лемму 13Ъ.) 


Пусть © — такая действительная функция, гладкая в R\ Qp, что 
Ф(х, У) =1, если (x, 0) Е, 9(p)=0 BAN), | 


0<e)<1, S250. 


Мы можем построить ф следующим образом. Для каждого смеж- 
ного интервала H,—=p,p, множества ANQ, пусть 4, (#)— точка, нахо- 


дящаяся на расстоянии t|p;— P| над центром интервала H,. 
Пусть С,(В) — лежащая в К часть параболы, проходящей через 
точки p,, 9.) up, (O<t<1). Пусть «(В =2Е—Й; положим 
o(p)=x(t) на дуге С, (Е) (для всех i), $(р) =Ов А\Оих(р)=1 
во всех остальных точках множества Ю\\ О. 

Определим форму ® в В`\\ О ее компонентами 


®; (р) = —$(р), (р) =0. 


Тогда условия (а) и (5) теоремы 14A, очевидно, выполняются. 
Если А, — часть квадрата R, для которой у > Ah, с верхней сто- 
роной В и нижней стороной A,, то 


[Гао = [о — fo, 
К, i. в 


и поэтому интеграл [do ограничен. Далее, (dw). (p)—=—0w, (p)/Oy> 
Rh 
> 0, следовательно, очевидно выполняется условие (с). 
Возьмем любые A>O, е>0. Так как g(x, 0) =1, если 
(x, 0) Е ЧЦ., то $(х, h) > 1l—e всюду, за исключением конечного 


1 


fo ~ [ <, max ai, 


Ар 0 
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числа открытых интервалов общей длины “ > 24/4/41 —= 1/2; 
| 120 

поэтому ; 

fe mar> у. если #>0. 

0 


Так как о =0 в А\\ (С, то!) 


heat lead <~® fet fo uo fo<—y. 
R 


h>o | 
и формула (1) неверна. 


15. Доказательство теоремы. Возьмем А, Р, О, ®, как 
в теореме 14А. Мы будем говорить, что форма ®_ @-свободна, 
если ® =0 в некоторой окрестности множества ©. Мы докажем 
теорему сначала в том случае, когда форма « С-свободна, а затем 
перейдем к общему случаю. 

Допустим, что w @-свободна; пусть, скажем, w =O в ИП А, где 
| QcuU. Выберем следующим образом кубы с центрами в точках мно- 
жества R=R\U. Для каждой точки р ЕКП R пусть U (р) и И! (p)— 
такие концентрические кубы с центром в р, что U(p) CU’ (p)cR. 
Для каждой точки рЕРП R пусть U(p)— внешняя нормаль в р, 
и пусть И(р)=И’(р) — концентрические кубы с центром. р, одна 
грань которых перпендикулярна к U(p); если эти кубы достаточно 
малы, то можем выбрать в Е" прямоугольные координаты так, 
чтобы область И” (р) П Ю была как раз областью R из $ 12. Можно 
выбрать конечное число кубов И(р), покрывающих все мно- 
жество А; пусть это будут ie U,, ..., U,; концентрические им 
кубы обозначим через Uj), ..., И,. Пусть 9 (p) — бесконечно 
гладкая неотрицательная ari в Е", которая > 0 в и n= 0 
в некоторой а множества В" И’ (П.Ш, лемма 1b). 


Положим $, (р) = $: (УХ 0; (p) там, где эти функции определены. 


Тогда функции Ф; неон гладки в некоторой окрестности U* 
множества А и УФ, (p)==1 8 К. Положим 


() @(p)=9,(P)o(p) BR, — в) =0в Е" В. 


Рассмотрим любую форму ,; сначала предположим, что И, — 
куб с центром в некоторой точке множества Р. Так как Уф; и ® 


1) Здесь P= Р*\ О; см. начало параграфа. — /1рим. ред. 
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ограничены, то форма Ух, \/® суммируема в RQU;; в силу леммы 
6c это же верно и для формы 9, dw. В силу (Il, 8.6) и (Il, 8.2) 


(2) dw,=Vo, /o+ 9; dw, 


таким образом, внешний дифференциал dw; суммируем в RMU,, 
и мы можем применить лемму 12а, которая дает 


foa= [= аш = f doy 


Е PU; RQU; 


Если UCR, то по лемме Ila 


[ав = f do,= Гого = fo, 
R U, - 9 P 


Так как У, =, то, складывая эти соотношения, мы получаем 
— | | 
Го=У Л ы= У fais fa. | 
Р i P те R ый 


Рассмотрим теперь общий случай. Возьмем разбиение откры- 
того множества Е"`\\ О (не множества R) на кубы и соответст- 
вующие функции Ф как в $ 13. Для каждого целого числа т > 0 
положим 


GB) =”), фт LENG, 


где сумма берется по всем таким 2, для которых C,;C Km’ при 
некотором И = т— 1. Положим 


(4) ре w’ = wo =o —w,, в В 0: 


т 


Тогда форма ®п. является ’©-свободной. Так как функция 4, 
и форма © ограничены, то будет ограничена и форма ®„; так 
как, далее, ®„==0 вне компактного подмножества множества P, 
то форма ®„ суммируема в Р. Пользуясь формулой (2) для -dw,, 
и ограниченностью формы УФф‚, мы видим, что внешний диффе- 
ренциал dw,, суммируем в К. Поэтому мы можем применить K. w,, 


нашу теорему, и она дает i Фи = J dw,,. Мы покажем, что. 


(5) lim n= fo, lim | и ss 
что и завершит доказательство. 


10 Уитни 
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Если множество Р имеет конечный (п — 1)-мерный объем, то 
первое из равенств (5) очевидно. В общем случае применяется 
метод доказательства леммы ба (см. также лемму 6c и $ 10). 


Мы докажем теперь второе из равенств (5). Пусть Ни — объ- 
единение всех кубов C), для которых C,€ Km при некотором 
т’> т; положим Н„=Н”ПК. Тогда!) в силу (4), (3) и (13.4) 


(6) eo Ue RNA, oo в Ну, 


Возьмем любое = > 0. Так как внешний дифференциал dw сум- 
мируем в Ю, то мы можем выбрать ту так, чтобы (см. лем- 
му 6b) 

(7) [145 [< 5. 


Каждая точка множества А принадлежит не более чем 2 кубам С’, 


где 6 — некоторое фиксированное число. Пусть |®| < М BR. 
Положим ¢,—e/(2"ON,N), где М№ — число, определенное, как 
в (13.5). По лемме 13c найдется такое число т, > Ту, что если 
m>m,, то в Ки существует не более ge tm, кубов. Так как 
множество Н" —H,\H,,,, покрывается кубами C’, для кото- 
рых С.Е Ки и |С,|==1/2"-9", то мы имеем 


(1—1) Me 


п-т 
а — ге, если т >. т\. 


(8) Ни, | < 
Для любой точки pCR сумма в (3) содержит не более 6 


отличных от нуля членов. Поэтому в силу (13.5) | Уи |<2” oN, 
и, если т>. т, TO 


(9) [1% on Vol < 2" 15М, М . те =. 


Нт 


Так как |ф„|<\1, то неравенство (7) дает 


(10) Пе, 46| + 14| < 1461 < 5. 
Ну ™ Нт 


m+1 


/ 
1) Первое соотношение в (6) ошибочно: должно быть ©, =0 


в А\Ни-1. Поэтому ниже [см. соотношение, следующее за форму- 
лой (10)] оценка также некорректна. Нетрудно, однако, уточнить эту 
оценку (тем же методом), что и даст полное доказательство второго 
из равенств (5). — /Лрим. ред. 
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Поэтому [см. (2)] из (6), (9) и (10) получаем 


7 / / 
Гав, |= [УФУ о- $, 4®|-- | [45| <е 
R ы Н 
tT m+1 
при m>m,, что завершает доказательство равенств (5) и, сле- 
довательно, теоремы 14А. 


16. Регулярные формы в евклидовом пространстве. Так 
как определение г-формы w (г`> 0) на многообразии М требует 
его гладкости, а определение внешнего дифференциала dw тре- 
бует 2-гладкости, то изучение форм Ha многообразиях в (II, 12) 
относится только к 2-гладким многообразиям. Чтобы получить 
аналогичную теорию для гладких многообразий, мы расширим 
определение внешнего дифференциала dw; это определение при- 
надлежит Э. Картану !). 

Нам понадобится лемма, показывающая, что непрерывная форма 
определяется интегралом от нее по симплексам (с таким же успе- 
хом мы могли бы пользоваться и параллелепипелами). 


Лемма 16а. Пусть , и ®› — непрерывные г-формы в от- 


крытом множестве R, и пусть fo=fo для всех ориен- 
[2 


тированных симплексов с в Ю. Тогда ® =. 

Возьмем любую точку pER и любое г-направление a. Суще- 
ствует такая последовательность ориентированных симплексов 
1, 05, ... В А с Г-направлениями a—={o,\/| с; |, что 3, Е Uz, (p), 6,0. 
В силу (4.1) и (4.4) для любой непрерывной г-формы w 

1 1 
вт] oO) === f ®@— о (р dg > 0: 
"4 rE 
поэтому: 
(1) o(p)-a= lim —— fo. 
i 


Применяя это к ® ик Wy, мы видим, что 0,(p)+a=,(p):& 
пля всех Г-направлений a; следовательно, W, = Wo. 


1) См. Рару G,, Formes différentielles exterieures ..., Bull. Soc. 
Math. Belgique, 1953, 62—69 (1954) и ссылки, имеющиеся там. Мы сле- 
дуем методу, предложенному А. Картаном в Записках лекций, прочи- 
танных в Гарвардском университете в 1948 г. 


10* 
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Некоторая г-форма © в открытом множестве RCE” называется 
регулярной, если она непрерывна в А и если в R существует 
такая непрерывная (r+ 1)-форма w’, что. 


(2) fo= fot для всех (7 + 1)-мерных симплексов oCR 


(мы могли бы пользоваться параллелепипедами). Тогда в силу лем- 
мы 16a (r +-1)-cbopMa w’ однозначно определена; мы называем ее 
производной формой dw формы w. Заметим, что равенство (2) 
достаточно доказать в некоторой окрестности каждой точки мно- 
жества Ю. Можно было бы дать определение регулярности, не 
пользуясь интегралами; см. ниже лемму 164. 

Если Г-форма ® регулярна, TO и производная форма dw ре- 
гулярна, и 44® = 0. В самом деле, если с — некоторый (+ 2)- 


мерный симплекс, то [ао = fo=o0. 
дс 00s 

Если ‘форма «® гладкая, то равенство (2) имеет место для 
формы w’ = 4®, определенной, как ранее; поэтому гладкие формы 
регулярны и новое определение формы Aw является распростра- 
нением определения, данного ранее. 

При r>0O регулярная г-форма ® не обязана быть гладкой. 
Например, при п=2, г=| положим ® = о, (x!) e!+ wo, (x?) е?, 
где ,, ®› — действительные функции, непрерывные, но не диф- 
ференцируемые. Тогда dw = 0. Вообще, если форма ® гладкая, 
но не 2-гладкая, то производная форма dw является регулярной, 
но не гладкой. 

При г=0 регулярная форма всегда является гладкой. Чтобы 
это показать, возьмем произвольную точку р и вектор % = 0. 
Положим р, =р -- №. Применяя формулу (2) при T= PP и ПОЛЬ- 
зуясь равенством (1), получаем 


i © (9) —®() _ | р 
У о (р) = lim = lim 7 }o ==’ (p) «a. 
#>0+ t #>0+ a 

.. PP 

Это произведение линейно ‘относительно UV HM непрерывно по р, 
откуда следует, что форма ® гладкая. 

Чтобы установить различные свойства регулярных форм о, 
‘мы сгладим их, беря средние А, как в (П. Ш, 3). Напомним, 
что для произвольного множества Ю А, есть множество таких 


точек р, для которых U,(p)CR, и что 


(3) Ao(p)= f x 49-2. (a9 = [yop +) a0 
в" в. 
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определено в Ry;, если форма ® определена в Ю. Кроме того, 
среднее А является бесконечно гладким. Так как форма ® не- 
прерывна, то лемма (П. Ш, За) показывает, что 


(4) | lim Ajw=o р. к. м., 
1> © 


где буквы „р. к. м.“ означают „равномерно на компактных мно- 
жествах“. 

Лемма 16Ъ. Если г-форма ® регулярна в R, то 
(5) A,dw=dAw в Rij. 


[laa любого (r-+1)-mMepHoro симплекса с в Ry; мы имеем 


f A:40(p) dp = || [и (в) ав (р-Е о) @оар = 
: у 
= (v) f do(p+ v) dp du = | *, (9) fo@t+v)dpdv= 
V с V Fd 
=] [4@ow+ododp= | Аю(р)ар= f 4Аю(р) dp, 
ds У ЕЯ ы 


и равенство (5) следует из леммы 16a. 
Лемма 16с. Если формы w,, в, ... регулярны и 


(6) Ито, =о, limdw,—w’, и mo и другое р. к. m., 


то форма ® регулярна и dw =“. 


Ввиду предположения о том, что сходимость р. к. м., формы 
фи w’ непрерывны. Остается доказать равенство (2); мы имеем 


fof lim f dw, = Ит fo= fo. 
‘ в дз дз 


Лемма 164. ®opma ® регулярна и 4о =’ в том и только 
в том случае, если существует такая последовательность 
91, Wo, ... гладких форм, что Ито, = ® ий limdw,—w’' p. к. м. 


Это следует из (4), (5) и предыдущей леммы. 


Теорема 16А. Если формы o и ЕЁ регулярны в В, то 
_ регулярна в К и форма ® \У&, и при этом произзодная форма 
а (в \/ &) задается формулой (П, 8.6). В частности, если © — 
гладкая функция, а ® — регулярная форма, то форма ow 
регулярна. 
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В самом деле, 
lim (A,o \/ АД) = Пт Аю \/ lim Ай =o Уё 
кроме того, limdA,w = lim A, dw ne 4х и т. д., И поэтому 


limd (Ао \/ А) = lim (4Аю \/ AE Ав V dA) = 
== 4® \/Ё о \/ d. 


Каждая точка р имеет такую окрестность U, что для некоторого 
iy UCR yy при i>iy. Все рассматриваемые нами последователь- 
ности сходятся к своим пределам р. к. м. в Ц; поэтому в силу 
леммы 16с форма w \/ Ё, как и требуется, регулярна в U, a следо- 
вательно, ив А. 

Чтобы изучить гладкие отображения / открытых множеств 
пространства Е” в пространство Е”, мы прежде всего еще больше 
их сгладим с помошью A;. В силу леммы (II. Ш, 3c) отображение 
А;/ бесконечно гладко и 


(7) lim A,f (р)= (р), lim У (А, Л) (р, ®=У/ (р, ©), и то и другое р. к. м. 


Лемма 16е. Пусть f — отображение, рассматриваемое 
ниже в теореме 16B, и пусть г-форма ® непрерывна в К’. 
Гогда 


(8) lim(A,f)*o= f*o р. к. м. в К. 


Возьмем любую точку рЕРЮ и любой г-вектор a. При доста- 
точно большом i вблизи р определено отображение Л, = А, /, и 
на основании (7) мы получаем 


lim fj (р) + ® = И [® (Х;(р)) + УЛ; (р, ©) = 
=w(f(p)): УЛ(р, а) = №®(р)-&; 


очевидно, сходимость здесь р. к. м., и равенство (8) доказано. 
Лемма 161. Пусть Г — отображение, рассматриваемое 


в теореме 16B, и пусть г-формы 1, в, ... непрерывны в К. 
Гогда. 
(9) ~~ lim ftw, = fto р. к. м., если Што, = р. к. м. 


Доказательство аналогично доказательству предыдущей леммы. 


Теорема 16В. Пусть Г —гладкое отображение откры- 
того множества RCE" в открытое множество R’ CE”, u 
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пусть г-форма ® регулярна BR’. Тогда г-форма Го регулярна 
в Ки 
(10) dftw = f* do. 


Допустим сначала, что f есть 2-гладкое отображение. При- 
меняя формулу (10) к гладкой форме A,w (П, 8.8) и пользуясь 
формулами (5), (4) и последней леммой, получаем 


lim df*A,o = Ши f*A,; dw = f* lim A; dw = f*do, 


а также lim f*A,o = f*; обе последовательности сходятся р. к. м. 


Равенство (10) следует теперь из леммы 16с. 
Теперь рассмотрим общий случай. Применяя формулу (10) 
к 2-гладкому отображению А, и пользуясь леммой 16е, по- 
лучаем 
lim d(A,f)* ® = lim (A,f)* dw = f* do, 


а также lim(A,f)*w = f*w, и то и другое р. к. м. Затем снова 
применяем лемму 16с. 


17. Регулярные формы на гладких многообразиях. Пусть 
« — некоторая г-форма в открытом множестве А на гладком 
многообразии М. Будем говорить, что форма ® регулярна, если 
« непрерывна и если в А существует непрерывная (г- 1)-форма 
w’, обладающая следующим свойством. Для любой системы ко- 
ординат у форма y“w регулярна (там, где она определена) и 
4./“® = y*w’. Положим dw =’; форма w’ однозначно определена 
и dy*w =" dw. 

Если это свойство вблизи р выполняется в одной системе ко- 
ординат у, то оно выполняется вблизи р и в любой другой си- 
стеме координат ).. В самом деле, если ф==Х-"Х., то X,= x, 
у: = PX" и, пользуясь формулой (16.10), мы получаем 


ао = dy*y*o = ф* dy*o = f*y*w’ = x50’, 
как и требовалось. 

Определение регулярности с помощью интегралов будет дано 
ниже в лемме 17с. Если М — 2-гладкое многообразие, то 
в качестве определения можно было бы воспользоваться условием 
из леммы 164. | 

Элементарные свойства регулярных форм сохраняются. 

Мы докажем теоремы § 16 для гладких многообразий. 


Теорема 17А. Если формы ® и { регулярны в откры- 
том множестве ROM, то и форма о \/ Е регулярна в КЮ, и 


1) 4 (® \/ §)=dw VV §+(—1)w VV 4&, где г== 4ев в. 
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В самом деле, для любой системы координат у формы y*w и. 
У*Е регулярны; поэтому в силу Е а 16А это верно и для 
их произведения, и 


dy" У (io V оао V 7% + yo a= 
Se 4% У RE Yo VK =" (4% VEL оу di). 

Теорема 17В. Если f—enadxoe отображение откры- 
того множества Кс М в M’ (0ба многообразия. гладкие) и 
форма ® регулярна в некоторой окрестности множества 
f(R), то форма Ня регулярна в К и 
(2) df*w = f* du. 

В самом деле, если задана точка pC М, выберем .cucTemy ко- 
ординат Y около точки р и систему координат XY, около точки. 
f(p); тогда отображение g =: '/х будет гладким. Далее, форма 
Х1® регулярна, и поэтому регулярна и форма о = ЛГ (te0- 
рема 168); так как 

dy* Г*® = dg*yjo = g*y, du = y*f* do, 
TO теорема доказана. рр 

Гладким симплексом fo в М называется взаимно однознач- 
ное регулярное отображение f симплекса с в многообразие М. 
По НН мы полагаем Г == fs Го. Подобным же образом 

fe с 
мы можем определить интеграл re 
fds 
‚Лемма 17а. Если w — регулярная г-форма в открытом 


множестве ROM u fa Baad (r+ Г)-мерный симплекс 
в Ю, то! 


(3) | Тож fo= fae. 


В самом деле, 
fo= fre= а Ги fi dw. 
fds 
Лемма 17Ъ. 0, =o, в М в mom и только в том случае, 
если J = i W, Оля всех гладких г-мерных симплексов. 
fs fo 


7 Первое равенство в (3) следует считать определением. — /7рим. 
ред. 
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Допустим, что это условие выполняется. Если y— система 
координат и с — симплекс в области ее определения, то 


[хе = fo= fo= flor 
xe с 


© xe 
поэтому в силу леммы 16a y*w, = y*W. и ® = Wy. 


Лемма 17с. Пусть ® и Е — непрерывные формы соответ- 
ственно степени г и Гг- 1 в открытом множестве RC М. 
Форма ® регулярна и 4® = в том и только в том случае, 


если. f Ш = f для всех гладких (r+ П-мерных симплексов 


fos fo 
foe В. 


Необходимость условия следует из леммы 17а. Чтобы дока- 
зать достаточность, заметим, что из нашего предположения для 
симплексов с в области определения любой системы координат ¥ 


следует Г xy*o = f y*§. Поэтому форма У*® регулярна и dy*w= 
дс б 
=)“, что.и дает нам требуемый: результат. 


18. Теорема Стокса для стандартных многообразий. 
„Стандартное многообразие“ локально похоже на стандартную об- 
ласть. Под частичной стандартной областью в Е" мы понимаем 
множество А, которое вместе с множествами P, Q обладает свойствами 
стандартной области с тем лишь отличием, что пространство Е” заме- 


няется открытым множеством О. Таким образом, P*—RMONR и 
Р* и Q замкнуты в О, но, вообще говоря, не замкнуты в Е”. И теперь 
R является ориентированным открытым множеством (которое нет 
необходимости ‘предполагать- связным), а.Р есть некоторое мно- 
‘жество (п — 1)-мерных ориентированных гладких многообразий. 
Очевидно, пересечение любой стандартной области с открытым 
множеством является частичной стандартной областью. 
Стандартное п-мерное многообразие М есть система сле- 
дующего вида. Существует связное компактное топологическое Mpo- 
странство М, его замкнутое подмножество ОМ и некоторое замк- 
нутое подмножество д,/М множества OM.. Существует конечное 
множество частичных стандартных областей R, с соответствующими | 


От Р,. О, где О’ — открытый шар. Для каждого i задано такое 
взаимно однозначное отображение у, множества ЮВ, ПО, в М, что 


х;(В) = М\9М, — ¥,(P) COM\N AM, (ое OM. 
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Существуют внутренние концентрические шары O,, для которых 


множества y,(R; П О;) покрывают пространство М. Положим 
фу (р) = 7%5' Ga (P)) там, где это отображение определено. Тогда 


отображение ф,, является гладким там, где оно определено в R,, 
Уф, имеет непрерывные граничные значения в R,UP, и константа 
Липшица к [см. (П, 4.14)] конечна. 


Заметим, что системы координат y, превращают M\ 0M 
в гладкое многообразие; мы говорим, что М ориентировано, 
если ориентировано М`\ OM. В силу предположения относительно 
Уф; пространство ОМ`\\0д,М является некоторым множеством 
гладких многообразий, причем, если ориентировано М, то все 
они ориентированы. Заметим также, что, так как множество Q, 
имеет нулевую (и — 1)-напряженность и константа Липшица Lyi 


конечна, TO каждое множество!) 4,,(Q,;) в силу леммы 13a имеет 
нулевую (п — 1)-протяженность. 

На М\ д. М мы можем определить г-формы ®. Мы говорим, 
что форма © непрерывна, если непрерывна каждая форма 
9; = ую. Так как 


(1) wo; (p) + a= в; (р). «==: (7, (2)) + Уф (ф, а) 


и дифференциал УФ непрерывен там, где он определен в R,UP;, 
то определение непрерывности формы в точке множества OM \ 0)M 
не зависит от выбора системы координат. Мы говорим, что форма 
© ограничена, если ограничена каждая форма ®,. Так как модуль 


[Уф | < 4, конечен, то мы снова имеем независимость от выбора 
системы координат, 


Теорема 18А. Густь М — ориентированное п-мерное стан- 
дартное многообразие, и пусть ® — такая (п — 1 )-форма, что 

(а) ® определена, непрерывна и ограничена в MNO M и pe- 
гулярна в MNOM, 

(р) © суммируема в ЭМ 4% М, 

(с) форма dw суммируема в MNOM. 

Тогда 


(2) р @ = | dw. 
OMX. дм МХОМ 


Чтобы доказать теорему, мы сначала следующим образом 
сведем ее к локальной задаче. Пусть QF для каждого {7 есть глад» 


ве < 


') Обозначение 4;; (Qj) некорректно: множество (); нужно заменить 
его пересечением с областью определения отображения Фу;. — /!рим. ред. 
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кая неотрицательная функция в Е”, которая >0в O, un =0 
в некоторой окрестности множества Е"`\ О’. Положим 


°; (Г! (Р)) By, (О), 
0 во всех остальных точках многообразия М. 


ф‚ (р) = 


Функция ф, непрерывна в М и гладка в MN 4. М. Это же верно 
для функции + (р) = (P)/ №$)Ф); кроме того, 0 < (р) < 1, 
9; (p) = | в М. Положим 0; = 1 И 

(3) ©; (р) = 9; (p) © (р) в MN O)M, 

(4) ®; (9) = 41D = $, a (4) ) ®; (4) в К, 


Мы докажем: 


(5) fo= f do, 


Pj Rj 
(6) } Oo, = f Wi, f dw, = | dw, 
9М\\ д М P, М\ ом Ri 


причем все формы суммируемы; этим равенство (2) будет дока- 
зано для w,, и, суммируя по i, мы получим равенство (2) для ®. 

Прежде всего, так как форма © суммируема в OM\O)M и 
функция Ф, ограничена, то форма ф;® = ®, суммируема в OM \ М 
(лемма 6c, $ 10). Кроме того, в, = 0 вне х,(О’). В силу теоремы 


10А форма y;, суммируема BP, и первое из равенств (6) вы- 


полняется. 
Далее, положим 


(N= = $: 0 (9)), Фи (9) = $) (1 (9)) 
там, где эти функции определены в Ry Тогда 
Фи (4) =, 0 (фи (9))) = 9; (фи (а) ), 
г так как Vo; И Уф, ограничены, то будет ограничен и диффе- 


a 
ренциал Vo,, (вне Q,). Равенство oF == 94 Dy $;; показывает, что 
1 


и дифференциал Уф, ограничен. По предположению форма OF 

ограничена; следовательно, ограничена и форма Уф; Vw. По- 
^ * * 7H 

скольку область А; ограничена, форма V9; V wo; == x; (Уф; V о) 
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суммируема в ^,. Применяя к этой форме и к гладкому отображе- 
нию );! теорему 19А, получаем. 


[Vet V of = fx 51% (Уф; V0) = f Ув. 


Rj 1i(Ri) | ие 


Так как форма dw суммируема в M\OM и функция ф, ограни- 
yeHa, то форма 9,4% суммируема в М`\\0М. Применяя теорему 
10А к отображению у;, находим 


[ оав= Гав) = ыы 


Так как 4®, = Уф; \/ o-+9,do и ‘аналогично для dw) = 4 (950%), 
то, складывая найденные соотношения, мы получаем второе из 
равенств (6). 

В силу предположений нашей теоремы условие (а) теоремы 
14А выполняется для формы ®, и частичной стандартной области 


R,;; кроме того, o, = 0 в некоторой окрестности И множества 


Е 0. Мы только что доказали, что для формы о, выпол- 


няются условия (Р)и (с) теоремы 14А. Рассматривая только столь 
малые кубы И, чтобы любой куб Ui, пересекающий множество 


ОИ, лежал в О’, мы, следуя ав дин, теоремы 14А, 


/ 
установим равенство (5) в случае, когда форма ®, является Q- 


свободной. Последняя часть доказательства теоремы 14А про- 
ходит и в нашем случае; поэтому равенство (5) имеет место и 
наша теорема доказана. 


19. Повторный интеграл в евклидовом пространстве. Пусть 


Q, и О, — полиэдральные области в Е" ив Е" соответственно; 
их декартово произведение © =, K Qo является полиэдральной 


областью в Е", n==n,-+-n,. Рассматривая произвольную непре- 
рывную п-форму ® в Q, мы хотим придать смысл формуле 


(1) [= feexaaexo=fl [ oexadr)ag 
| Q _ 9х9 | Q Lax | 


и доказать ее. Интеграл, зависящий от параметра, 


(2) °(4)= |о(фжхФар 


9, Ха 
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должен быть определен в обобщенном смысле; это не число, 


а п.-ковектор в (5. Рассматривая подразделения Ув, области 
Q,, степени мелкости которых — 0, и взяв точки р; Е 5;, мы по 
определению полагаем 


_ (3) (9 = ип Yo XM A (24), 


где мы пользуемся внутренним произведением из (1, 7). Теперь ®_ 
есть П›-форма, и формула, которую мы собираемся доказать, при- 
нимает вид | В 


(4) fo [8 94. 
Q ©. 


Если дан произвольный п›-вектор В в Е", то мы можем 
произведение 2 (4) . В записать в виде интеграла 


(5) 9 Ф-в= 1 Гофхо9 вар 


9 ха 


Чтобы это показать, заметим, что в силу (I, 7.2) и (I, 6.2) 


од. В= Ш Хе (р х aA (61-8 = 
= (—1)"" lim x [о (7, X 9) AB): (91, 


и равенство (5) следует теперь из леммы 4a. 
Чтобы доказать равенство (4), возьмем произвольное ав, 
Положим 9 = e/(|Q.|-+2|]Q|). Из (5) мы видим, что форма @ 
непрерывна; поэтому мы можем выбрать такое число © >> 0, что 
| (р”) —®(р’)| < 1, если |p" —p’| < 24%, 
|8 (4) —® (9)| <n, если |9'—9|< 6. 


Пусть теперь Di и У <, — подразделения областей Q, и Q, со- 
ответственно, имеющие степень мелкости «6. Возьмем точки 
р, Ес, qi ET, тогда РР Ха, Еч; Ж ty. По лемме 4а 


fo— У зар. (1 |< 119, 
Qs j 


Если точки р и р’ принадлежат одному и TOMY же симплексу 9), 
то в силу (I, 12.13) и доказательства и (1, 14. > 
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поэтому в силу (5) и леммы 4a 


|8 (@). B—(—1)"" Zlo(p, X q) A Bl+ {51} |< 118 9, |. 
Следовательно, 
| 224): (<) — Хех q;)° [{2,} V [Уз] < al yllGl= 
= 7[Q1||Q.| = 4] Q]. 


Так как Я“) есть подразделение области Q, имеющее сте- 
1/2 | 
пень мелкости < 2 ”%, то 


fe-dewxy): (91 X *,} <л|9]. 
ty J 


Так как, далее, (6, X tj} == (9;} V (<), то, комбинируя выписан- 


fo- fe <ь, что до- 
9. Qs 


ные выше неравенства, мы получаем 


казывает равенство (4). 
Допустим, что рассматриваемые пространства ориентированы. 


Пусть % — единичный ,-BeKTOp пространства Е". Тогда для 
п: 

любого п.-вектора В в Е*, пользуясь формулой (5), мы полу- 

чаем выражение произведения ® (а). В в виде интеграла Римана: 


(6 2 8=(—D™ [юФХФЛИ-щар= 
ха 
= ЛД оФХФ. УВ. 


9 ха 


IV. Гладкие многообразия 


Эта глава делится на три части, каждая из которых посвящена 
одной из основных теорем теории гладких (т. е. дифференцируе- 
мых) многообразий. (Определения и простейшие свойства гладких 
многообразий приведены в $ 10—12 гл. II.) 

Одна лишь третья часть непосредственно относится к теории. 
интегрирования. Ее цель—доказать теорему де Рама, описывающую 
когомологическое строение гладкого многообразия М в терминах 
дифференциальных форм на М. Интегрирование замкнутой формы 
по циклам дает периоды этой формы; благодаря этому простран- 
ства когомологий, определенные дифференциальными формами, ста- 
новятся пространствами линейных функций, определенных на про- 
странствах гомологий. Кроме того, произведения форм соответст- 
вуют произведению в алгебраических пространствах когомологий. 
Относительно применения весьма общей теории форм в теореме 
де Рама см. конец введения к гл. [Х. | 

В настоящее время вошло в привычку излагать алгебраическую 
топологию с очень абстрактной точки зрения; применение несколь- 
ких основных свойств дифференциальных форм превращает теорему 
де Рама в следствие общих теорем. Однако трудность охвата 
обширной теории, требуемой в этом случае, и получающееся в резуль- 
тате отсутствие очевидного геометрического истолкования делают 
желательным прямое доказательство с помощью элементарных 
средств. Доказательство, которое мы приводим, тесно связано 
с оригинальным доказательством де Рама. Доказательство, в кото- 
ром применяются потоки (а также доказательство теоремы о вло- 
жении), можно найти в книге де Рама. 

Первоначальное топологическое изучение гладкого многообразия 
было проведено А. Пуанкаре с помощью триангуляции многообра- 
зия М (разбиения его на клетки); то, что триангуляция действительно 
всегда может быть сделана, впервые было доказано С. С. Кэрнсом. 
Быть может, отчасти ввиду трудности доказательства применение 
триангуляции вышло из моды. Однако и с точки зрения геометри- 
ческой интуиции, и с точки зрения различных приложений триан- 
гуляции очень полезны. Определения и доказательства в третьей 
части этой главы основаны на них. По этой причине вторая часть 
посвящена доказательству существования триангуляций. Метод дока- 
зательства, как нам кажется, делает теорему интуитивно ясной; 
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этими методами, очевидно, можно воспользоваться для доказатель- 
ства родственных теорем. | 

В теореме о триангуляции мы предполагаем многообразие М 
вложенным в евклидово пространство F. То, что ‘это не является 
ограничением, доказывается B первой части. Здесь изучается также 
связь многообразия М с окружающим пространством. Эта теорема 
о вложении играет важную роль, потому что она позволяет пере- 
нести простые ‘аналитические ‘методы, имеющиеся в и ‚Я 
на его подмножество М. ` 

Мы заканчиваем главу изучением инварианта’ Хопфа гладкого 


отображения сферы 5“ в сферу 5”. 


А. Многообразия в евклидовом пространстве 


1. Теорема о вложении. Пусть / — гладкое отображение 


гладкого многообразия М в т-мерное евклидово пространство Е” 
(II, 10). Мы говорим, что f регулярно в точке р [ср. (II, 5)], если 
независимые векторы на М ‘в точке р переходят в независимые 
векторы в E” (ИП, 11); f регулярно, если оно регулярно во всех 
точках многообразия М. В случае компактного многообразия М 
мы говорим, что отображение / есть вложение, если оно взаимно 
однозначно и регулярно. 

Чтобы рассмотреть некомпактный случай, мы дадим еще одно 
определение. Предельное множество L, отображения / есть мно- 
жество точек GE E™, обладающих eneayonun свойством: существует 
последовательность точек р/, Po, ... многообразия М, не имеющая в М 
предельной точки, для которой (р)—а. (Если М компактно, то 
L, пусто.) Например, если М = и f — тождественное отображе- 
ние, то L, пусто, но если f — взаимно однозначное отображение 
на ‘открытый интервал — TO L, содержит точки F== 0 
“t= 1, | 

Отображение f называется собственным, если Ly ПЛМ =0: 
Если, например, f аа 3 в фигуру сожеомевнуь шестерке, 
расположенную в E?, то ‘L, содержит точку множества f (M) и ото- 
бражение f не является обственным. Легко видеть, что взаимно 
однозначное отображение f является собственным в TOM и только 


в том случае, если обратное отображение /”" непрерывно в f(M), 
или же в том и только в том случае, если /`' переводит компакт- 
_ ные множества в компактные же множества. 
` Вложение есть взаимно однозначное собственное регулярное 
отображение. | 

Теорема lA. //усть М — некоторое -гладкое многообра- 
зие размерности n, в >.1 или и = осо. Тогда при т >. 2n суще- 
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ствует и-гладкое регулярное отображение } многообразия М 
в E™ без предельного множества, а при т > 21 | 1 сущест- 
вует п-гладкое вложение многообразия М в Е" без предель- 
ного множества. 


2. Компактный случай. Мы дадим здесь короткое доказатель- 
ство того, что если М компактно, то его можно вложить в неко- 
торое пространство Е” 4), 

Пусть О, — открытый шар радиуса а с центром в точке 0 
в пространстве 9", и пусть Ф (x) — бесконечно гладкая неотрица- 


тельная функция в WA", которая равна 1 BO, < 1в A"\O, и равна 
нулю в 9%" О, (П.Ш, лемма 1b). Пусть y,,..., yy, — такие си- 
стемы координат в М, определенные в Ох, что множества y,(O)) 


покрывают М. В каждом множестве Uy, (Оз) положим 
1) Л, (P) =O (x), Л, (p) = x’O (x) @=1,..., п), р=х,(х) 


/ 
и Л, =Ов MNU;j. Мы получили совокупность т = (п -- 1) дей- 
ствительных (-гладких функций, определенных на М. Взятые 
в каком-либо порядке, они являются компонентами некоторого 
-гладкого отображения F многообразия Мв Е"; это и есть тре- 
буемое вложение. 

Чтобы показать, что отображение F регулярно, возьмем любую 
точку РЕМ; пусть, скажем, p= 7;(), x€0O,. Пусть Р, — ото- 
бражение многообразия М в Ё", компонентами которого ЯВЛЯЮТСЯ 
Л» -..› Лпр- В О, отображение в’ (=) (р) (В=х,(х)) имеет 


компоненты = таким образом, Е) является изометриче- 
ским отображением шара О, в E”, и поэтому оно в О, регулярно. 
Следовательно, Р,, а поэтому и Е, регулярны в точке р. 

Чтобы показать, что отображение Р взаимно однозначно, возьмем 
две различные точки р и 4 многообразия М. Если обе они при- 


надлежат какому-либо множеству ay =Y7 (0,), то только что про- 
веденное доказательство показывает, что 'Р (p)#F (4). Если же это 


не так, то пусть р принадлежит множеству U,, ад ему не при- 
надлежит. Тогда Лу; (р) =1, а Лу; (4) < 1 и снова Р(р)=Е (9). 


1) Затем возможно (если и > 2), проектируя в некоторое подпрост- 


ранство Е“ +1 Е”, получить вложение в Е*” 11; см. УпЕ(теу H., Ann. 
Math., 38 (1937), 809—818, гл. 1 книги де Рама и приложение I. (См. также 
Понтрягин Wy: Ti. Труды Матем. ин-та им. В. А. Стеклова, АН СССР, 
1955, вып. 45. — Прим. ред.) Доказательство теоремы 1A, которое мы даем 
ниже, является несколько упрощенным вариантом доказательства автора 
в Annals of Mathematics, 37 (1936), 645—68). См. эту статью по поводу 
дальнейших теорем, связанных с вложением и аппроксимацией. В част- 
ности, вложенное многообразие может быть сделано аналитическим. 


11] Уитни 
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3. Разделение подмножеств пространства Е”. Докажем две 
леммы, составляющие существенные части теоремы о вложении. 
Будем говорить, что подмножество $ пространства Е” нигде не 
плотно в Е", если int(S)—0 4). 


Лемма 3a. Пусть Г — липшицевское отображение (Il, 4) 
подмножества Q пространства E* в пространство Е", s< т. 
Гогда Г (О) нигде не плотно в Е". 


Возьмем в Е” некоторый куб О с ребром длины в; мы найдем. 
точку p€ DNf (©). Допустим сначала, что множество Q ограничено; 
пусть С — куб, содержащий Q, иб — его диаметр. Выберем К так, 
чтобы было (22 8)” [2* <=". Разобьем куб С на у равных Ky- 
бов C,, ..., С, диаметра 6/2"; тогда v—=2°". Положим O=f (QNC,). 
Если при некотором i 2-60, то Чат (Qi) < &,8/2", и поэтому О, 
лежит в некотором кубе D, с ребром длины 2% 0/2". Сумма объемов 
всех таких кубов D, равна 


(22-5) 
— 


a 


Yi | D, | = 2% (28,5/2*)" < 


Следовательно, в D имеется точка (в действительности куб), не 
принадлежащая ни одному О, и поэтому не принадлежащая мно- 
жеству / (Q). 

Теперь рассмотрим общий случай. Пусть C,, Cy, ... — концен- 
трические кубы в E*, причем Чат (С,) > со. По доказанному выше 
мы можем найти (замкнутый) куб D,CD, не содержащий точек 
множества / (О ПС!,), замкнутый куб D,CD,, не содержащий точек 
множества f (ОПС.), и т. д. Существует точка р, принадлежащая 
всем D,; она лежит в ОЛ (©). 

Для данного множества SCE™ и вектора v пусть T,(S) обо- 
значает множество точек р-+ 9, pES (сдвиг множества $ на 
вектор 9). 


`Лемма36. /Лусть Q и ©’— подмножества пространств Е" 
и Е"’ соответственно; пусть f и ]/' — липшицевские отобра- 
жения множеств Q и О’ соответственно в Е", причем п п’ = 
—=$<« т. Тогда в Е" существует такой сколь угодно малый 
вектор 9, что множество T,(f(Q)) не пересекает мно- 
жества )’ (0). 


1) Это расходится с обычной терминологией. Обычно (см., например, 
Александров II. С., Введение в о теорию функций и множеств, 
М., 1948, стр. 250—251) подмножество $ называется нигде не плотным 


в ЕТ, если int(S)=0, где $ — замыкание множества $5. — Прим. перев. 
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Положим Р(9Ж4’) = /' (49')—Л(4) для EQ, YEQ; это— 
липшицевское отображение декартова произведения QXQ’CE® 
в У" —V(E”). По предыдущей лемме существует сколь угодно 
малый вектор UV, не принадлежащий о Е (Q*Q’); это- 
и есть искомый вектор. 


4. Регулярная аппроксимация. Мы покажем, как найти регуляр- 


ное отображение шара О, (см. § 2) в пространство Е" (т > 9п), 
аппроксимирующее данное отображение. | 

Пусть ф и ф’— некоторые в-гладкие отображения окрестности 
множества О <9(” в пространство Е”, и пусть 7(p) — положитель- 
ная непрерывная в Q функция. Пользуясь фиксированной системой 
координат в Е”, мы говорим, что ф’ аппроксимирует ($, О, в, 1), 
если компоненты отображения VY (р) =’ (р) —Ф (р) вместе со всеми 
их частными производными порядка < не превосходят по абсо- 
лютной величине числа 1(р) в каждой точке рЕС. 


Лемма 4a. //усть b) — произвольное ш-гладкое отображение 
шара Оз в пространство Е", т >. 21. Тогда для любого ¢ >0 
существует в-гладкое отображение Ф’ шара Оз в простран- 


ство Е", аппроксимирующее ($, 7 и, =) и регулярное в О. 


Если и==1, то пусть % — некоторое 2-гладкое отображение 
‚шара Oj, аппроксимирующее (ф, Og, 1, =’), где в’`> 0 — число, 
определяемое ниже (II. Ш, лемма 4a); если же ц > 1, то пусть Ф, =. 
Мы найдем одно за другим такие отображения ,, ..., Ф„, что Ф, 
аппроксимирует (ф;_1, О», 1, =”) и что векторы 0ф/дх1, ..., дф,/дх! 
независимы в O,; отображения , являются (-гладкими в Os, 
vw’ == $ир (2, 1%). Если =’ достаточно мало, то 4’ ==, есть искомое 
отображение. 

Допустим, что отображение Y,_, найдено; покажем, как найти b,. 
Положим 


__ OYj-1 (*) И | 
(1) 9, (х) = т. РЕ ly акьь BF 
тогда векторы %,,..., U;_, независимы в ЗМ Пусть Р (х).— мно- 
жество всех векторов 
- $4. 
(2) O(N, wee, MO xe) = Dk, (x) — в), 
= 


и пусть Р — объединение всех множеств P(x) для хЕО,. Найдем 
сколь угодно малый вектор ©, не принадлежащий P, и положим 


(3) ох) = фа (4) +x". 
> 
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Тогда р достаточно малом UV отображение $, аппроксимирует 
(ф—1, О5, в, в’). Кроме того, 


Ov; (x) 


Ox! 


=9,(x) (<, HO So о 


Так как для любой точки x €O, вектор v не принадлежит P(x), 
то вектор 9,(х)—-® не является линейной комбинацией векто- 
ров 9, (х), ..., 9;_1(х). Поэтому отображение Ф, обладает требуе- 
мыми свойствами. 

Так как отображение $; _, является 2-гладким, то ©, (х) являются 
гладкими, следовательно, ф есть гладкое отображение декартова 
произведения 9(-1ЖО.. Поскольку {— 1+ п < т, лемма За пока- 
зывает, что существует сколь угодно малый вектор VU, не лежащий 
в $(9'-1ЖО/) =Р, что и завершает доказательство. 


5. Доказательство теоремы 1A, М компактно. Пусть 


У1,..., Ly — системы координат из $ 2. Выберем точку 4% Е Е” и поло- 
жим Го (р) = 4, (РЕМ); отображение fy является в-гладким. Пред- 
полагая, что т > 2n, мы определим отображения f,,..., Л, ==’, 


каждое из которых является р-гладким в М, причем f, регулярно 
BQ=U,U ... ЧИ; (U;=x7;(O;)); тогда отображение f’ регу- 
лярно в М. 

Допустив, что у нас уже есть отображение f,_,, построим OTO- 
бражение f, следующим образом. Положим 


(1) $ (х) = 1,1 (91 (<)), хЕО.. 


Для некоторого = > 0 мы найдем такое в-гладкое отображение ф* 
mapa О, в Е", что 

(а) ~* аппроксимирует (%, О,, 1, =), 

(5) p* —=9в Оз О,, 

(с) ¥* регулярно в О.. 

Тогда, если мы положим 


(2) Лир) =" (Р)) в И, Л=Л, в MNU;, 


то отображение f, будет и-гладким в М и регулярным в и. Кроме 
того, так как отображение f,_, регулярно в communion MHO- 
жестве Q,_;, то этим же свойством при достаточно малом будет 
обладать и f,. 

Для некоторого в’ 0 выберем отображение %’ шара Оз по 
 лемме 4а. Пусть Ф — функция, определенная в $ 2; положим 


(3) U(x) = (x) + O(x) О-о, хЕО.. 
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Torna условие (a) выполняется, если =’ достаточно мало; условие (D) 


также выполняется и, так как ==’ в О;, то выполняется 
и условие (с). Таким образом, мы находим \”, а значит, f, и, 
наконец, ff’. | 

Предполагая теперь, что m >. 2n-+-1, мы найдем вложение Г. 
Так как отображение f’ регулярно, то оно взаимно однозначно 
в некоторой окрестности каждой точки (II, теорема 7В). Поэтому 
мы можем выбрать новые системы координат Yj, ..., у, так, 


чтобы (сохраняются прежние обозначения) множества U, покры- 
вали М и чтобы отображение f’ было взаимно однозначным 
на U; ЦИ’, если пересечение И, П О, непусто. Пусть x, ..., %— 


взятые в каком-либо порядке пары чисел (i, J), [< J, для KOTO- 
рых И; ПИ, =0. Положим Г, = /. Мы найдем такие и-гладкие 
регулярные ‘отображения ре Те, что каждое f, взаимно одно- 
значно на каждом объединении Ц; ЦИ, если И, ПИ, =0, и что 
для всякого Ё’ < А, если с J Te 2 
Tonia J fi есть нужное нам вложение. 

Если уже построено отображение f, ,, то мы строим Г, сле- 
дующим образом. Пусть х,„ == (1, Л). Положим 


(4) V(x) = Л,_, Gj (<)), хЕО.. 


Для некоторого => 0 выберем по лемме 3b такой вектор vw, 
что |u| «ви 


т. ($ (0)) Nf,_, G)=0. 


Положим %’(х) =$(х) 9 и определим отображение 4” по фор- 
муле (3). [Таким образом, 4" (х) =%(х) + Ф (x) v.] Как и раньше, 
OHO определяет отображение Fs на множестве И; далее полагаем 


fre 8 М\О,, в частности, BU). Мы имеем f(T, ПЛ.) =0. 


При достаточно малом ев ра aus условия, которым удовлетво- 
ряет /,_,, продолжают выполняться и для /,; таким образом, ото- 


бражение f, построено. Это завершает доказательство. 


6. Допустимые системы координат в М. Мы говорим, что 
некоторое множество систем координат в М (каждая из которых 
определена в Оз) допустимо, если оно конечно или счетно, MHO- 
жества U, покрывают М и любое компактное подмножество мно- 
гообразия М имеет общие точки только с конечным числом 
множеств (, (обозначения такие же, как в $ 2). 
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Лемма ба. Многообразие М имеет допустимое множество 
систем координат. 


Так как М может быть покрыто счетным множеством систем 
координат, то мы, очевидно, можем найти такие компактные под- 
множества H,, Ho, ... многообразия М, что H,cint (H,,4) 
и A,UHZU ... = М. Для. каждого i существует конечное мно- 
жество систем координат, для которых соответствующие И, по- 

/ 
крывают множество H,,,;\H, (мы считаем, что Н, =0), а U, не 


пересекаются с Н,_; (при {> 1). Множество всех этих систем 
координат является допустимым. | 


7. Доказательство теоремы 1A, М не компактно. Пусть 


У1, (2, ...-— допустимое множество систем координат в MI. Сохра- 
няя обозначения § 2, положим 
| / 


р (р) = У io, (р). 


(1) = 
0 в MNUi, sa 


Выберем точку 9% СЁ” и вектор 9-20 и положим 
(2) Ло (В) = % +P (P) 5%; 


тогда fy есть в-гладкое отображение многообразия М в простран- 
ство Е” без предельного множества. 

Определим отображения f;, fo, ..., как в $5; f, регулярно 
в U,U ... UU,. Так как множество систем координат, которым 
мы пользуемся, допустимо, то отображение f’ = Ит/, существует, 
регулярно в М и не имеет предельного множества. 

Теперь выберем системы координат у,, Yo, ..., как во второй 
части § 5; как легко видеть, мы можем предполагать, что мно- 


жество этих систем счетно и что U; компактны. Как в § 6, мы 
можем потребовать, чтобы это множество было допустимым. Опре- 
делим пары чисел %,, %, ..., как и раньше, но будем рассмат- 
ривать только такие пары (i, J), для которых U' ПМ, =0, 


а f(U,) Nf (U,)#0. Так как системы у, допустимы и множество Ly 
пусто, то каждое целое число { входит не более чем в конечное 
число пар (i, /). 

Теперь, как ранее, определим отображения f, /.,.... Как 


и выше, мы можем положить /(р)==Ит и (р); это и есть иско- 
мое вложение. 


8. Локальные свойства многообразия М в пространстве Е”. 
Пусть М — некоторое в-гладкое многообразие размерности п, 
и пусть f — в-гладкое вложение его в Е". Мы хотим показать, что 
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множество точек М = / (М) имеет ‚„дифференцируемое строение“, 
эквивалентное „дифференцируемому строению“, определяемому мно- 
гообразием Mo. | 

Возьмем любую точку 9% Му; положим р, = (95). Так как 
отображение f регулярно в точке Go, то образы VI (qo, 9) всех 
векторов © на My в точке Gy образуют векторное пространслхво Vy, 
той же размерности п, что и Му; это — касательные векторы 
к М в точке ру. Множество точек Po +w (wEV,) образует 
касательную плоскость Py, к М в точке ру. Пусть zp», — орто- 
гональная проекция пространства Е” на Py; положим ЁРр, (4) = 
= Tp, (1 (9) ), ЧЕ Мо. Так как УР», (Yo, 9) = УЛ (qo, 9), то отобра- 
жение Fy регулярно в точке Go; поэтому существует окрестность Uy 
точки Gy в Mo, которая при Fp, взаимно однозначно отображается 
на некоторую окрестность U точки py в P,, (II, теорема 7А). 
Пусть ЕР, — отображение окрестности U на Uy, обратное отобра- 


жению Р,; положим $, (p) = f (F,,(p)); Y,, отображает окрест- 
ность U на ИМ. Тогда 


1) т —= п ГР’ = И венн бражению в И. 
(I) =, 4, ee „=Р,Р»„, = тождественному отобрая 


Итак, отображения Ty и yp, являются обратными одно по OTHO- 
шению к другому. Оба они являются и-гладкими. 

Плоскость Pp, и проекция пр, множества М определяются одним 
лишь точечным множеством М. Обратное отображение bp, окрест- 
ности U мы можем рассматривать как систему координат в М. 
Соответствующим отображением окрестности U в Му является 


т 
р 9, =F, так как оно гладко, то система координат ф, в М 
0 ( 


дифференцируемо связана с системами координат в My. Мы можем 
называть М гладким многообразием в пространстве Е". 

Следующими леммами 8a, 8b и 8c мы воспользуемся при дока- 
зательстве теоремы о триангуляции. Для удобства мы предпола- 
гаем, что многообразие М компактно. В противном случае вместо 
числа & мы рассмотрели бы положительную непрерывную на М 
функцию & (р) и т. д. Положим 


(2) Pat = р. П U; (p)» M,,: Pani р (РЕ 


последнее множество определено, если & достаточно мало. 
Лемма 8a. /Лусть многообразяе М, расположенное в про- 
странстве Е", компактно. Тогда существует такое число, > 0, 


что множество M,,¢, определено для всех РЕМ. Кроме того, 


(3) pip, ММ, ь> a а: 
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Ясно, что для каждой точки р@ЕМ существует такое число 
71 > 0, что для всех точек р’ некоторой окрестности точки р в М 
множество ЛМ,„, определено. Так как М компактно, то MHO- 


жество М, = при некотором &, существует для всех точек рЕ М. 
70 


Выберем & так, чтобы было 


р(Р. МАМ) > РЕМ. 


Так как | 
р (р, Ме Мы | ЕЕ, РЕМ, 


то & обладает требуемыми свойствами. 
‚ Пусть, как в (I, 15), по — ортогональная проекция вектора ® 
в плоскость P,; она равна Ут,(4, 9) для любой точки ЕЁ". 


Лемма 8b. Пусть многообразие М, расположенное в про- 
странстве Е", компактно. Тогда для любого ^ > 0 существует 
число & >0, обладающее следующим свойством. Для любой 
точки РЕМ и любого вектора 9, касательного к Мреё, 


(4) [о — по | «А п9| < |9]. 


В качестве следствия получаем: касательные плоскости в близких 
гочках почти параллельны. Так как для векторов ©, касательных 
к М в точке р, по ==, то число (р) для данной точки рЕМ 
существует. Поскольку М компактно, существует и требуемое 
число &. 

Секущий вектор к точечному множеству Q в пространстве Е” 
есть вектор вида a(q—p), где р и 9— точки множества Q 
и а — действительное число. 


Лемма 8c. Пусть М, Ли & — такие же, как в лемме 85. 
Тогда любой секущий вектор 9 к множеству Мр.Е удовле- 
творяет условию (4). Кроме того, 


(5) |р’— п, (р’)|< №, Р’ЕМрьь, EE, 
(6) M,ccUg(, 2), Рось), < 


Допустим, что 9=р, —ро, причем точки ру и р, принадле- 
жат My, Е. Положим 


Io = Ty (Po): 9! ыы ™ (D1), W = 4, — Jy = TV, 


Ч: = (1—1 490-194, Y4= У „фр (9). 
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Так как 7,0, в Pp,t, есть тождественное отображение, то пр, = 


= W=7,v. Применяя к ф, формулу (II, 1.3), находим 


1 
9 — про — Г, — про dt. 
0 


Так как 9, — касательный вектор к Mpy,:,, TO для него выпол- 
няется неравенство (4); следовательно, оно выполняется и для 9, 
а поэтому и для любого секущего вектора av. 

Возьмем теперь любую точку р’Е M,:, где &<&. Положим 
Vv =р’— р. Тогда о — секущий вектор, поэтому 


|p’ — пор’ | = |9 — по | < Ато |< № 
и неравенство (5) доказано. Включения (6) следуют из (5). 


9. О п-направлениях в Е”. Возьмем в Е” фиксированную 
ортонормальную систему координат. В этом случае п-вектор & 
в Е” будет задан, если указать его компоненты @ (<... <A,); 


т 
существует ‚=(”) таких множеств индексов A (1,3). Таким 


образом, п-вектору а соответствует точка пространства A, и 
обратно. В силу (1, 12.7) метрика в пространстве У |„; согласуется 


с метрикой в ЭГ. 
п-векторам, являющимся ип-направлениями (I, 12), соответствует 


некоторое подмножество M, пространства 9. Мы покажем, что My 


является аналитическим многообразием в YA’. 
Возьмем любое п-направление & и выберем такое ортонормаль- 


ное множество UW, ..., U,,, что A= VU, \/... \V U,. Возьмем теперь 
любое п-направление a’, для которого |a’—a|< 1/п. Запишем 
и = и, \/... \/ u,, где векторы и, ортонормальны. Пусть п—орто- 


гональная проекция в подпространство Р п-вектора a; положим 
и = ти,. Тогда неравенство (I, 15.7) дает 


‘ 1 
| 4; — и, | < в —@ 1% <-, 
и поэтому в силу (I, 12.17) 


a, V wes Ма —щ У... Ма, |< 1, 


откуда вытекает, что м, \/... Ми’ =Е0. Следовательно, п взаимно 


однозначно отображает подпространство P’ п-вектора a’ ua Р, 
и мы можем в P’ найти такие векторы 9’, ..., 9, что TO, ==. 


Вектор v,—v, ортогонален к P, и поэтому он является линейной 
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т 7 ИМЕ / / 
комбинацией векторов 9„.1,..., Um» Кроме того, а’==с (9, \/... V0) 
при некотором с. Следовательно, 


Ра 


т т 
(1) ar = С [и > ву У... V [о + > выл , 
J=n-+1 J=n+l1 
если в 


Возьмем теперь любое аналогичное представление 
т 
ой и oe 2, 
и = (%; Vas VU n)? U, =9, + и 


” т и а fa 
Запишем UV, = > A, о; тогда 


ji 
п п 
ь \ ®. 
U, = TU; => A, лу, = A, Ма 
1-1 а“ 
— 91 7 — a! —_ Г — 
чем доказано, что А, их =, bi, Ap C=C. Таким 


образом, представление (1) для п-направления a’ единственно. 
Любой выбор множества, состоящего из № =1(1 — п) чисел ау, 
определяет по формуле (1) некоторое п-направление. Поэтому 
окрестность п-вектора х в My определяется отображением откры- 


того множества Oc" в My. Мы воспользуемся им в качестве 
системы координат в Mo. 


nN 

Из формулы (1, 2.5) для нахождения a” мы видим, что а 
является аналитической (в действительности алгебраической) функ- 
цией от а;;. Этим задается аналитическое отображение множества О 


В а ЭГ’, которое, как легко видеть, регулярно. Поэтому 
будет аналитической и связь между перекрывающимися системами 
координат и многообразие Му является аналитическим. 

Найдем „проекцию“ лу окрестности многообразия My в про- 


странстве 9(’на Му; детали доказательства свойств отображения пу 
такие же, как в доказательстве теоремы LOA (см. ниже). Так 
как Му компактно, то мы можем выбрать число ру > 0, обладающее 
следующим свойством. Пусть Р, — нормальная плоскость к My 


в точке PE Ми ©, =P’ па, (p). Положим по (4) ==р для ЕО, 
Множества <, новая некоторую окрестность Из многообра- 


nr 


sua Му в %Г, попарно He пересекаясь, и пу есть аналитическое 
отображение множества Из на Mp. 

Так как отображение $(4)==— я переводит п-направления 
в П-направления, то 


(2) T)(— В) = — (В), Ви —Вв Uo. 
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10. Окрестность многообразия М в пространстве Е”. Пусть 
многообразие М в-гладко в Е”. Пусть Р, — нормальная плоскость 


к M в точке рЕ М; ориентируем ee, и пусть о, — ее (т — п)-на- 
правление !). Рассмотрим a, как точку многообразия М., где Му 


определяется, как в § 9 (с заменой числа п на т — п). Ориентируя 
так же плоскости г. в некоторой окрестности И точки р, мы 


получаем отображение окрестности U в Mp. Так как a, зависит 
от первых производных в М, то a, может быть только (1. —1)-глад- 
ким в М. Иначе говоря, плоскость Р, может только (»— 1)-гладко 
зависеть от точки р в М. Мы определим семейство as прибли- 


женно нормальных плоскостей, которое будет в-гладко зависеть 
от р. (При p= co мы можем взять Р,=Р, ‚) Вспомним обозна- 


чения из $8. 


Теорема 10A. //усть М — некоторое в-гладкое п-мерное 
многообразие в пространстве Е", и пусть № >0. Тогда суще- 
ствует в-гладкое семейство (т — п)-мерных плоскостей И и 
положительная непрерывная функция 6 (р) (РЕМ), обладающие 


следующими свойствами. Для каждой точки РЕМ nao- 
скость Р, содержит р и 


(1). [xv] < № |9|, если v лежит в ee 
Положим 
(2) 9 =Р ПИ») (р). | 


Множества ©, заполняют некоторую окрестность U* много- 
образия М, попарно’ не пересекаясь. Положим 


(3) п" (9 =р, если geQ. 
Гогда =* есть и-гладкое отображение окрестности U* на М и 
(4) |=* (9) — 91 < 22 (4, М), 40°. 
Мы можем выбрать такое число A, < №/2, что 
(5) = (МОИ, [чара] <P (@EUY. 


где М, ит. д. — те же, что и в $9. Так как плоскость г не- 


прерывно зависит от р в М, то мы можем выбрать в М такое 
допустимое множество систем координат 91, Yo, ... (§ 6), что для 


1) Таким образом, многообразие М предполагается п-мерным. — //рим. 
ред. 
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произвольно выбранной точки р, Е И; =, (95) и выбранных ориен- 
таций плоскостей Р, (рЕЦ,) 


(6) | — а, |< А, РЕЦ... 


Пусть 1, $, ... — соответствующее в-гладкое разложение еди- 
ницы. [Если р, — функции, определенные в (7.1), то положим 


(р) = р (р)/ ЗА, ога о 1, @, 20 2 UU, 0 


в М\И и Уе=1 в М. | | 
Для заданной точки р Е М определим плоскость р. следующим 


образом. Пусть И’, ..., Е. — те из множеств Tn которые CO- 
1 
$ 
держат р. Ориентируем плоскость Р, и соответственно ориенти- 


руем плоскости Ра [эти ориентации определяются условием (6)]. 
i 


Пользуясь ЭС как векторным пространством, положим 
(7) и Е a, 7 oe п д”. 
a = Фа, a 0 р’ 


существование (т — п)-направления a, доказывается ниже. Пусть 
Р, — (т — п)-мерная плоскость, проходящая через р, которая 
при надлежащей ориентации имеет (т — п)-направление ar, Если бы 
мы взяли противоположную ориентацию плоскости ye то ввиду (9.2) 
была бы найдена та же самая плоскость Ро 

Так как функции 9, и отображение п, являются |-гладкими, 
то плоскость и. также -гладко зависит от точки рЕ М. В силу 


неравенства (6) и соотношений $, (р) >. 0, 2 9; (p) = | мы имеем 


a, — a, |<h,; поэтому a” Е Ц, и неравенство (5) дает | „— а, |< №2; 
следовательно, | 
(8) ра, | <, 


Пусть п, — ортогональная проекция в плоскость P’. Тогда для лю- 
бого вектора о, лежащего в плоскости р неравенство (I, 15.7) дает 


[ро | = |9 —тио| <a —а, ||9|1<№|9|, 


а это и есть неравенство (1). | 
Возьмем любую точку р, Е М. Определим Фр, как в $8, 
и пусть п, — ортогональная проекция в плоскость р Для любого 


вектора v в Е” запишем 


=’ 9”, 9’ЕР, 


0? 


Е г. 


10. ОКРЕСТНОСТЬ МНОГООБРАЗИЯ В ЕТ 173 


и определим отображение ЧФ некоторой окрестности точки 0 BV (E”) 
в пространство Е”, положив 


(9) р= р, (р 3’), а=Ч (9) =р п, (9'). 


[Мы можем считать, что в неравенстве (1) № < 1; тогда Е. будет 

0 
пересекать Pp, лишь в одной точке.] Так как я И a u.-PrlaKy, 
то в-гладкими будут и п, и ЧТ. Так как, далее, 


ali (Do) a v', У. пр (0) = =v’ (v’ Е Рр,), 
kU) ==”, У» (0) =” (5’ЕР 0)” 


то VW является тождественным отображением при v==0; поэтому 
отображение VY регулярно в точке 0. Следовательно (II, теорема 7A), 
Ч вблизи О имеет р-гладкое обратное отображение; мы можем 
записать 


(10) v=v4+u = Г, (а) + Г. (а), (Г, 9 Г (9)) =4. 
Положим ~ 


(11) m (9) = (Г, (4) ) = bp, (Po +11 (9)) 


вблизи ру; это — в-гладкое отображение некоторой окрестности 
точки ро в многообразие М, при котором =" (4) ==р, если ЧЕР,. 

Это показывает, что для данной точки ру@ М. существует 
такое 6) >0, что в Us, (po) множества 9, обладают требуемыми 


свойствами. Поэтому, очевидно, существует функция 8 (р), которая 
нам требовалась. (Этого могло бы и не быть, если бы М было 
образом многообразия при несобственном отображении.) 
Очевидно, мы можем предполагать № и 8 (р) настолько малыми, 
чтобы выполнялось неравенство (4). Доказательство можно провести 
`® следующим образом. Возьмем № < 1/4. Для Х = 1/8 найдем &(р) 
по леммам 8а и 8с (некомпактный случай). Возьмем 6 (р) < &(p)/2. 
Теперь допустим, что р ==т* (4), 9=а— р, Бари Тогда 


о (4, РВ) = Tv |> eee 


Mop, 2a сое), о (4, Mp,2a) > = —<{ - 
ACE M™~ Mp,2a) > о (р, MN Mp, 2a) — a 


V 
э 


и поэтому неравенство (4) выполчяется. 


Лемма 10а. Возьмем Хи 8 < makumu же, как в 88, 
и допустам, что K+) < 1. Возьмем любые точки р, р’ ЕМ, 
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для которых |р’—р| <. Тогда плоскость Р», пересекает 
плоскость P, в единственной точке и 


(12) [пу | <A+A)|v|, если вектор v лежит в Poe 


Запишем VU = Tp, U-+-W. Возьмем в Р, произвольный единичный 
вектор uw. Так как вектор ® ортогонален к Pp, то при: ® —=0. 
В силу (8.3) рЕМ»,Е; поэтому на основании неравенства (8.4) 


[1-м = | (и — при) м <) |<) 9]. 


Следовательно, |п„® |< ^|9|. В силу (1) имеем также |пр’о | < 

< № |ч|. Из этих неравенств следует неравенство (12). Если бы 
утверждение относительно пересечений было неверно, то суще- 
ствовал бы единичный вектор и, принадлежащий обеим плоско- 
cram Р*,, P,. Но тогда из неравенства (12) мы получили бы 


Ш =|т,и |< |и|, что невозможно. 
Пример. Пусть iin одномерное многообразие в Е?, 
задаваемое уравнением y= fx? . Тогда нормаль к нему в начале 


координат пересекает соседние нормали в точках, сколь угодно 
близких к началу координат. 


11. Проекция вдоль плоскости. Пусть Р и Р’— плоскости 
размерности п и т — п соответственно в пространстве Е", имеющие 
лишь одну общую точку. Тогда каждой точке pC Е" соответствует 
единственная такая точка 4 =т’ (р) ЕР, что 9 — р есть вектор, 
параллельный плоскости Р’. Мы будем называть п’ проекцией 
в плоскость Р вдоль плоскости Р’. Вспомним определение по- 
казателя независимости ind(P, P’) в (П.П, 14). 


Лемма 11а. Лусть дано многообразие М в пространстве Е"; 
пусть } и &— числа, указанные в лемме 8c. Возьмем точку 
РЕМ, и пусть Р’— такая (т — п)-мерная плоскость, что 


(1) ind(P,, Р’) >» > ^. 


Гогда проекция тп’, рассматриваемая в Mp: является вло- 
жением 8 P,. Мы имеем 


Л 
(2) In! (9 — 91 < №, если ЧЕМАь <, 
(3) Py cE! (Mp8), = (1—4) wan 


Прежде всего, пусть © == 0 — любой касательный или секущий 
вектор к МрЕ. Тогда имеет место неравенство (8.4) и, так как 
\ < №, то вектор v не принадлежит P’. Следовательно, проекция 7’ 
на множестве Мр»,= регулярна и взаимно однозначна и поэтому 
является вложением. 
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Возьмем, далее, любую точку gE Мре, & <; положим 
= т’ (9), 4’=",(9), 9=9—97. 
Тогда вектор UV принадлежит P’, и поэтому 
[9—9 [= |9 — про | > | oI. 
Пользуясь неравенством (8.5), получаем 
а И <. 
Допустим, что включение (3) не имеет места; тогда возьмем 
точку Р’ЕР»,с, не принадлежащую множеству т’ (Мр,Е). Отре- 
30K рр’ содержит некоторую точку р*, являющуюся предельной 


для точек, лежащих вт’ (Мр, :), и для точек, не лежащих вт’ (Mp :). 


Так как это множество компактно, то существует точка GE Мр Е, для 
которой т’ (9) ==р*. Если бы было gE My,:, то так как отображе- 
ние к’ регулярно в точке 4, была бы покрыта некоторая окрест- 
ность точки р“. Но это не так; поэтому |“ (9) —Р| ==. Однако 


| Л 
рр" = 


т. е. мы снова получаем противоречие; следовательно, включе- 
ние (3) имеет место. 


В. Триангуляция многообразий 


12. Теорема о триангуляции. Пусть М — некоторое в-глад- 
кое многообразие. Под в-гладкой триангуляцией многообразия М 
мы понимаем пару, состоящую из симплициального комплекса К 
и гомеоморфизма т” комплекса К на многообразие М, обладающего 
следующим свойством. Для каждого п-мерного симплекса с ком- 
плекса К в многообразии М существует такая система координат у 
(определенная в некотором открытом множестве пространства YA”), 
что в некоторой окрестности образа п” (5) в М определено обрат- 
ное отображение ~~! и отображение у-'“” является аффинным в с. 


Теорема 12А!). Каждое в-гладкое многообразие М имеет 
и-гладкую триангуляцию. 

Замечания. (а) В доказательстве, приводимом ниже, 
М является многообразием в пространстве Е”. Нетрудно было бы, 


1) Cairns 5. $5. On the triangulation of regular loci, Ann. Math., 
35 (1934), 579—587; Triangulation of the manifold of class 1, Bull. Amer. 
Math. Soc., 41 (1935), 549—552. (Свойство аффинности здесь не рассма- 
тривается). По поводу усовершенствований в доказательстве см. W hite- 
head J. H, С., On м Ann. Math., 41 (1940), 809—824. ы 
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несколько усложнив доказательство, показать, что существует 
(криволинейная) триангуляция пространства Е”, некоторый подком- 
плекс которой соответствует многообразию М. 

(5) Предположим, что М есть „многообразие с границей“; оно 


составлено из кусков многообразий М; различных размерностей, 
простым образом прилаженных один к другому. Можно сначала 
вложить его в Е”, а затем триангулировать. 

(с) Можно было бы задать вопрос: существует ли триангуляция 
многообразия М, обладающая следующим свойством: для каждой 
вершины р; комплекса К существует такая система координат у, 
содержащая звезду!) St(p,), что отображение у-'“” является 
аффинным на каждом симплексе этой звезды? Вообще говоря, 
такой триангуляции не существует; она невозможна ни для какого 
компактного односвязного многообразия, например для двумерной 


сферы °). 


13. Набросок доказательства. В силу теоремы 1A мы можем 
считать, что М есть п-мерное многообразие в пространстве 


Е" (т=2п- 1) без предельного множества. Мы проведем 

доказательство во всех деталях для случая, когда многообразие М 

компактно; этот случай несколько менее сложен (см. ниже). 
Выбирается некоторое достаточно мелкое разбиение Ly) про- 


странства Е” на кубы; пусть L — регулярное подразделение разбие- 
ния Lo (П.П, 3). Слегка передвинем вершины разбиения L, образо- 


вав новую триангуляцию L* пространства Е”, которая будет 
находиться „в общем положении“ относительно М. В частности, М 
не пересекает ни одного симплекса из L* размерности < $ = т — п. 
Так как симплексы триангуляции L* весьма малы по отношению 
к кривизне многообразия М и так как для каждого симплекса o°, 
который имеет с М общие точки, М находится на некотором 
положительном расстоянии от O55, то М пересекает o° в единствен- 
ной точке под не слишком малым углом. Пересечения многообра- 
зия M с симплексами триангуляции L* приближенно являются 
выпуклыми клетками, и искомый комплекс К изоморфен регуляр- 
ному подразделению этого множества клеток. Гомеоморфизм поли- 
эдра К на М осуществляется отображением п” теоремы 10А. 


1) Точнее, у-1 должно быть определено на множестве л* St (р;). — 
Прим. peo. 

2) Если п-мерное многообразие М является „локально аффинным“ 
в этом смысле и односвязным, то, как легко видеть, существует отобра- 
‚ жение многообразия М в ЕЁ", являющееся локально аффинным и локально 
- взаимно однозначным; поэтому многообразие M не компактно. (Этим 
доказательством я обязан Нейенхёйсу.) 


14. ПОЛНОТА 177 


Сделаем несколько замечаний по поводу доказательства для 
некомпактного случая. Возьмем точку рЕЕ”. В каждом шаре 
R, =U, ji (Po) мы имеем компактную часть многообразия М, к KOTO- 


рой применим описанный выше метод доказательства. Мы должны 
выбрать триангуляцию L пространства Е” так, чтобы доказатель- 
ство (локальное по своему характеру) было согласованным в целом. 
Поэтому комплекс Ly должен состоять из кубов, которые стано- 
вятся все мельче и мельче по мере. того, как мы удаляемся от Pp. 
Мы можем выбрать их так, чтобы отношение длин ребер соседних 
кубов было равно 1/2, или 1, или же 2. Тогда можно воспользо- 
ваться фиксированными числами ©) и М (см. ниже). Остальные 
числа будут соответственно меньше. В леммах 8a и 8c вместо 
числа & нужно будет воспользоваться непрерывной функцией &(р). 


14. Полнота. И в теории площадей, и в теории интегриро- 
вания для случая нескольких переменных хорошо известно, что 
использование г-мерных множеств, у которых отношение объема 
к г-Й степени диаметра очень мало, может привести к затрудне- 
ниям. Например, если дана гладкая поверхность S в F3, то в произ- 
вольной окрестности данной точки р поверхности $, где S не 
является плоской, можно найти треугольник с вершинами на S, 
почти перпендикулярный к 5; но указанное выше отношение в этом 
случае должно быть мало. Это — основание для примера Шварца 
полиэдральной поверхности, вписанной в цилиндр и имеющей произ- 
вольно большую площадь !). Мы установим здесь некоторые свой- 
ства указанного выше отношения. 

Пусть дан г-мерный симплекс с (г > 0) в евклидовом простран- 
стве Е” [в качестве 6 можно было бы взять любое множество, 
которому приписаны „размерность“ Г, „объем“ |<| И „диаметр“ 
diam(s)]. Определим его полноту, полагая 


mee ВР 
(1) 9 ($) = Sr Где 6, = diam (5). 
Sg Е 
Если 9,..., 9, — определяющее множество векторов для сим- 
плекса с, то на основании (Ш, 1.3) и (I, 12.16) мы получаем 
м... М0, Г... [©] a 
() fafa I 


1) Schwarz Н. А., Sur une définition erronée de Гаше d’une surface 
courbe, Gesammelte Math. Abhandl., I, 309—311. Этот пример описан, 
например, в книге Pano [Rado T., Length and area, Amer. Math. Soc. Col- 
loquium Publications, 30 (1948), 6—7]. [См. также Ф ихтенгольц Г. М., 
Основы математического анализа, М., 1956, стр. 304.— Прим. перев.] 


12 Уитни 
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поэтому 
(3) 9 (<) <-—, если Чт (в) = г. 

Высота г-мерного симплекса ов Е" есть расстояние от вер- 
шины до плоскости противоположной (г — 1)-мерной грани. 


Лемма 14а. Для любого г-мерного симплекса з и любой 
высоты h симплекса с 


(4) й > г! 9 (<) 5.. 
Пусть, скажем, © ==ру...р,, 5’ =р,...р, и й— высота, 
опущенная из вершины ро. Тогда 
в|‹ | , a 

i eee ae |3 та, 

и поэтому 
М rO (с) 5, 
i= Го” | ap ee eee 


В качестве непосредственного следствия из леммы получаем 


(5) |p; —P;| >. 7! © (3)5., если jf # i, =P ...р,. 
Пусть o*— некоторая грань симплекса с =9”. Выберем опре- 
деляющее множество %,,..., U, векторов для с так, чтобы 


V1; ., U, было определяющим множеством для 5^. Неравенство 
(1, 12.14) показывает, что 


и... М 1 [mV ... VUR| 

Big) AO ae Wel on a Vial 
(5) г! 00 < г! ar 

и поэтому 

(6) г! 9 (5”) < Е! © (5^), o® — грань симплекса 5”. 


Лемма 145. Для любого г-мерного симплекса < =ро...р, 
и любой точки!) p=wpot ... +p,p, в в 


(7) p(p, 0s) > г! @ (<) 8, inf {po, ..., py}. 


Пусть 4 — ближайшая к р точка границы Os; тогда отрезок ра 
параллелен некоторой высоте й симплекса с, например высоте, 
опущенной из вершины Po. Теперь неравенство (4) дает 


р(р, 93) = |9 —p| = poh > г! © (в) 6111 {р}. 


1) Предполагается, что ш- м - ... -Ны, ==1 [т. е. в; — барицен- 
трические координаты; см. (П.Т, 11)]; аналогичное замечание относится 
далее и ко всем случаям, когда точка симплекса выражается через его 
вершины. — //рим. ред. 
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Функция O(c) является, конечно, непрерывной относительно 
положения вершин симплекса o. Установим условие равномерности. 


Лемма 14с. Для данных г, A, >0и =>0 существует 
число р >0, обладающее следующим свойством. Возьмем 


любой симплекс з=ру...р, с полнотой © (с) >, и любые 
точки 49,..., 4, для которых |9, —р;| < об. (при ссех i). 
Тогда °'’ = ...49, есть симплекс и 9 (5) > @,—е. 


Выберем о, < 1/2 так, чтобы было 


0 _ 201-20)" до _ 
— TER — Nd — ay > M9 * 


Возьмем теперь симплекс 5’ и положим 9, = р, — ру, W;—= 9; — 4. 
Так как | w,|< (1-- 2p))6,, то неравенство (I, 12.17) дает 


А... Ма... Мо № а: 


поэтому в силу (Ш, 1.3) 


2p (1 + 279)" "8 
at т 

Так как (1 — 20%) 6, < 5.' < (1+ 29,)6,, то, применяя неравен- 
ство (8), получаем нужное нам неравенство. 


15. Линейные комбинации векторов-ребер симплексов. Если 
векторы Uj, ..., U, ортонормальны и UV = >, 62,75 |0| = {> ny. 
Если U,, ..., 9, — единичные, HO не ортогональные векторы, TO 
норма |©| может выражаться совсем не так, в частности, она 
может быль намного меньше (но она не равна нулю, если какое- 
либо a, # 0 и векторы VU; независимы). Мы хотим вывести некото- 
рые неравенства. 


Лемма 15а. Пусть даны векторы ty, ..., и, и числа 
а, ...› @;; тогда 
(1) | Yayw,|> sup (а, -.-. а; |} |4 У... Val 
если |u;|—=1 для всех i. 


Допустим, что это не так. Пусть а=|а,| — наибольшая из 
абсолютных величин |a,|. Положим 


W = би... 5, -14,-. Нам), 
12? 
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где 6, выбраны так, чтобы норма || была минимальной. Тогда 


|| < | Хам, | Защ Vv... Ми, |= 
=|(4V...VG М < |... [6-1 [9 = [9], 


что противоречиво. 


Лемма 155. Пусть и,..., и, — независимые единианые 
векторы, параллельные ргбрам г-мерного симплекса з. Тогда 
(2) [Ха Мзир {| а1|, .... [@,|} 9). 

a,;u; 
Pe 
(3) 14 < Я. мА ты 
Пусть Uy, ..., ©, — соответствующее определяющее множество 


векторов-ребер симплекса о. Тогда и; = v,/| U;| и, если а = sup {| а;|}, 
предыдущая лемма дает 


|S a,|> ala У ... а ив > 


= ма (9), | 


т. е. мы получаем неравенство (2). Из него следует и второе из 
наших неравенств. 

Покажем теперь, что, если симплекс с близок к некоторой 
плоскости и его полнота © (<) не слишком мала, то с почти парал- 
лелен этой плоскости. 


Лемма 15с. //усть п — ортогональная проекция в пло- 
скость Р. Пусть o=py ... p,— такой симплекс, что 


(4) scU,(P), |p;—DPo|>3>0 ча, М 
Тогда для лю50го единячного вектора и, расположенного 
в плоскости симплекса св, 


(5) о Ши = 


7 _piser: 


Векторы 9, =р, — ру (i= 1, ..., Г) образуют для с опре- 
деляющее множество. Полагая и, = v,/|v,|, имеем 


| vu; — пу; | 2° 
|v; | 


|; — пи; | = 
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Пусть, скажем, и = Хам. Тогда неравенство (3) дает 


1 ув 
| — ки | = | Ха, (и — ки) = 7 ео 3, 


и мы получили неравенство (5). 


16. Величины, используемые в доказательстве. Мы укажем 
каким образом различные величины входят в доказательство. Кубы 
разбиения Ly имеют длину ребра fh; симплексы триангуляции L 
имеют диаметр 6. Для получения вершин триангуляции L* вершины 
триангуляции L сдвигаются на расстояния, не превосходящие роб; 
тогда каждый симплекс триангуляции L* имеет полноту >) 
(лемма 14с). К каждой вершине триангуляции L* примыкает не 
более чем N ‘симплексов из L*, 

Сдвигая вершину р; триангуляции Г в вершину р; триангуля- 


ции L*, мы должны избежать попадания точки р; не более чем в М 


множеств (),, общий объем которых меньше объема шара радиуса руб; 
поэтому вершина р; может быть найдена. Объем множества Q; 


определяется числом pi. Расстояния от М до нульмерного остова, 
одномерного остова, и т. д. триангуляции L* определяются последо- 
вательно с помощью леммы (II. П, 14b) и индукции. Граница для 
каждого из этих расстояний получается из предыдущей умножением 
на р —=0:0/4. Наконец, расстояние от М до ($3 — 1)-мерного остова 
триангуляции L* не менее 49д—2а. Расстояние от той части 
касательной плоскости Р, к многообразию М в любой точке р, 
которая лежит не далее чем на 76 —=&— 0 от р, до этого остова 
не меньше 4. 

Каждый симплекс з комплекса К имеет высоту, не меньшую, 
чем 2 —= 0; его полнота не менее @,. Центр р, любого п-мерного 
симплекса с; комплекса K находится на расстоянии >> с = 16 от 931; 
этим мы пользуемся, когда применяем лемму (П.П, 15а). Дока- 
зательство указанных выше свойств и требование, чтобы сим плексы 
из К были почти касательными к М ит. д., налагают условие 
на степень поворота касательных плоскостей к М по отношению 
к размерам симплекса комплекса К. Таким образом определяется 
некоторое число A, дающее в соответствии с леммами 8a и 8с 
число &, а поэтому Йй и 4. 


17. Комплекс Ё. Если мы возьмем некоторое кубическое раз- 
биение пространства Е” и регулярное подразделение © этого раз- 
биения, TO все !) симплексы из © будут иметь одну и ту же пол- 
ноту, которую мы обозначим через 20). [В действительности 


1) т-мерные. — //рим. ред. 
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20 = 1/(т! m™/?).] Пусть N — наибольшее число симплексов в лю- 
бой звезде вершины подразделения ©. 

Выберем по лемме 14с такое число ру < 1/(4т!”?), что для любого 
п-мерного симплекса с = py... ри, если O(c) > 20) и |4, —p;|< 
< 2об., TO <=0,...4, есть симплекс с полнотой © (<) >. 0); при 
этом мы будем считать, что ру < 2o*/m!'/?, где число p* выбрано, 
как в лемме (II. II, 16a). 

Существует число р, > 0, обладающее следующим свойством. 
Пусть @ — любой шар в Е" произвольного радиуса a, и пусть 
С’ — часть шара О, заключенная между любыми двумя параллель- 
ными (7 — 1)-мерными плоскостями, находящимися одна от другой 
на расстоянии < 20,4. Тогда мы имеем неравенство для объемов 


(1) оо 


Положим !) 


Poy pe” Popy 45-1 
(2) 0 704 4 ’ 9%, Е 2 3 © — 4 b 
__ _ 92" ев. __ (n—1)! O48 
(3). ТТ 8, — м ’ =e о ad 


Выберем р, < 1/4 по лемме 14с, взяв в этой лемме п, ‚ 9, и 9,/2 
вместо г, 9 и е. Положим 


[м сов 
(9. АН | oe i. 

Пусть проекция т”, рассматривавшаяся в теореме 10А, опре- 
делена в окрестности U*=-U;,(M); мы берем в этой теореме 
№ < 1/4. 

Выберем & по лемме 8a, выберем затем & < по лемме 8b и 
положим 


5 5 
(5) НИЕ, 5}, = 7, =, 
(6) G== 200, bh, И, 


Пусть Ly) — кубическое разбиение пространства Е”, кубы KOTO- 
рого имеют ребро длины й, и пусть L — регулярное подразделение 
разбиения Ly. Тогда каждый одномерный симплекс из L имеет 
длину > h/2, а т-мерные симплексы имеют диаметр 0 2), 


1) Напомним, что S =т— п (см. $ 13). — Прим. ped. 

2) Следует отметить, что все введенные ранее константы Op, №, ру 
и т. д. относятся к любому кубическому разбиению пространства E” и 
его регулярному подразделению (независимо от длины ребра), в частно- 
сти, к Ly и Д. — Прим. ред. 
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18. Комплекс L*, Пусть вершинами комплекса L являются 


точки р, р., ... . Выберем новые точки ру, рь, ..., удовлетворяю- 
щие условию 
(1) |; =P) <0" (для всех i). 


В силу выбора числа ру тем самым определяется некоторая новая 
триангуляция L* пространства Е”, и, пользуясь неравенством 
090 < #/8 и неравенством (14.6), мы для всех симплексов т ком- 
плекса L* размерности > 1 получаем 


(2) 2 < Чат) <2, O()>0 


Мы покажем, что можно также добиться выполнения неравенств 
(3) р(М, =”) > аб для всех 7 BLY, rgs—l, 


откуда, обозначая ($ — 1)-мерный остов комплекса L* через L*5-!, 
найдем 


(4) о (М, 7") > 24. 


Допустим, что вершины ру, ..., P;_, уже построены так, что 


комплекс в имеющий эти вершины, удовлетворяет условию (3); 
построим вершину р; так, чтобы комплекс Li удовлетворял этому 
условию. | 

Случай I, p(p, М) >> 36. Тогда мы полагаем р; = p,. Ввиду (2) 
условие (3) будет для [, выполняться. 


Случай Il, существует точка рЕМ, Ae Ри < 36. Пусть 
Ру — касательная плоскость г, ($ 8). Пусть ый ми т, У N—1)— 


симплексы комплекса [,_, размерности 265, для которых 
= Pir; будет симплексом комплекса L* Пусть P,— плоскость, 
порожденная симплексом т, и плоскостью P,(j > 1); ее размер- 
ность не превосходит ($ — 2) + п 1 < т. Положим 


(5) Q; — О (р) al U 0.8 (P;), Z = О, 1, tina № 


В силу выбора числа „р: имеем |Q;|<1U_,3(p,) I/N; поэтому суще- 
ствует такая точка Ps удовлетворяющая условию (1), что 


(6) p (Dj P i) > 24009, j=, hy оз у. 


Покажем теперь, что 


(7) - р (ti, ae = a ‚ если dim (=) == р — |. 
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Так как ^,— симплекс комплекса [._/, то в (=, М) > а,_.5. 
В силу (8.6) Pp: =Их(М); поскольку A<a,_,/24, мы имеем 
№ << a,_ 18/3 и неравенство (7) выполняется, если Р Peary Ha Ppt. 
Так как |p—p,|< 36 и diam (рл,) < 20, то р (*„Р pt geo ae 
откуда и следует неравенство (7). 

Применяя лемму (II. II, 145), получаем 


(<,, P = ety hb Pa) (р, P i) > 2a, —15 , р1роб = 4a,—195 pent 4a „5 
PAT > Чат) 38 x 4 @ 


Так как № < a,6/3, то с помощью (8.6) и (8.3) и того же pac- 
суждения, что и выше, получаем неравенство (3) для tT =т,, f > 1. 
Полагая в (6) /=0, снова с помощью того же рассуждения мы 
получаем неравенство (3) для v= pr; итак, неравенства (3) и (4) 


доказаны. 


19. Пересечения многообразия Мс L*, Установим некоторые 
свойства пересечений многообразия М и его касательных плоско- 
стей с симплексами комплекса L*, 

(a) Для любой точки pEM и любого г-мерного симплекса <” 
комплекса L* 


(1) в (г. =") >a, ан тс») ras—i. 


В самом деле, p(P, Pg “)>s—N>e и Рес см) 
№ < а; из (18.4) получаем неравенство (1). 

(5) Если многообразие М пересекает симплекс <” ир@ М — такая 
точка, что <” < И. (р), то плоскость P,, пересекает <”. В самом деле, 


если р’Е Mv’, то в силу (8.3) р’ Е Max. В силу (8.6) р(р’, P,) < 
< № «а. Пусть *!' —грань наименьшей размерности симплекса 7’, 
для которой p(t’, P,) < а. В силу (1) >, и по лемме (II. II, 14а) 


плоскость P,, пересекает *'. 
(с) Если в (5) г==з и P(t‘) есть плоскость симплекса T°, TO 


(2) ind(P,, Р (<) ) > а. 


Это следует из только что упомянутой леммы и неравенств (1) 
и (18.2). | | 

4) Если рЕМ, “= Из(р) и плоскость P, пересекает сим- 
плекс т’, то r>s и M,, пересекает +”. Пусть 3 ae aes наимень- 
шей размерности симплекса 77, для которой p(P,, t')< a. В силу 
неравенства (1) и леммы (II. II, 14a) # = $ (и, следовательно, г > $), 
плоскость Р, имеет общую точку р’ с симплексом <’ и выпол- 
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няется неравенство (2). Пусть x’ — проекция в плоскость P, вдоль 
плоскостей, параллельных tS ($ 11). По лемме Ila множество 

и покрывает Рок THE 0 — ^/м)Ё > 76. Так как 
для которой т’ (p*) = 


ies 
== p's поэтому р*ЕР (<5). В силу (11.2) й 


hE / 
|p’ ee < PB < В <a. 
Так как p’€ 7‘, то неравенство (18.4) показывает, что p* ETS. 
(е) Многообразие М пересекает любой симплекс tS не более 
чем в одной точке. В самом деле, допустим, что М имеет две 
различные точки р, р’ в симплексе 5. Тогда в силу (8. ap © a1, 3. 


и потому М и имеет в T° секущий вектор U=p’—p. По лемме 
8c |9—т < ^|°|. Но неравенство (2) дает |u—n,v| > 
>alv| > Kl ol, т. е. противоречие. 

(Г) Если многообразие М пересекает симплекс 7 = 4 ...4,, 
TO для каждого А многообразие М пересекгет некоторую $-мерную 
грань симплекса ^”, содержащую вершину g,. В самом деле, возьмем 
точку pC Mv’. Пусть ^!’— грань наименьшей размерности сим- 
плекса <’, содержащая 4, и пересекающаяся с плоскостью P,. 
Допустим, что ¢ > $. Тогда, если <'-! — грань симплекса 7, про- 
тивоположная вершине 4,, то плоскость P, пересекает некоторую 
$-мерную грань симплекса ^!-!. Ввиду (с) плоскость Р› содержит 
внутренние точки симплекса tf и поэтому пересекает Ot! <#-1; 
мы пришли к противоречию. Поэтому ts. В силу (4) много- 
образие М также пересекает T°. 


20. Комплекс К. В каждом симплексе t комплекса L*, пере- 
секающем М, мы определим некоторую точку Y(t); эти точки 
будут вершинами комплекса К. Для каждой последовательности 


ЕТ Е... Ct, различных симплексов комплекса L*, для кото- 
рой многообразие M пересекает ty (а поэтому и все 7%,), 
(1) 57” = (т)... P(t,) 


будет симплексом комплекса К. 

Прежде всего, для каждого симплекса tS, пересекающего М, 
в силу (19 (е)) существует в точности одна точка пересечения; 
пусть Ф(<5) — эта точка. Далее, для любого симплекса <” (г >> 5), 


пересекающего М, пусть tS,..., <, — все $-мерные грани сим- 


плекса <”, пересекающие М [см. (19 (f))]; положим 


(2) (9) +... +e (9) 
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Покажем, что для любого симплекса tT = у... 4, комплекса L*, 
пересекающего многообразие М, 
(3) м >2а (#=0,..., 8), если $(<) = Ува, 


В самом деле, обозначим (5 — 1)-мерную грань, противоположную 
вершине 4,, через t,. Пусть A, и А, — высоты, опущенные соот- 


ветственно из $, и из ф(<5) на Р (х,). В силу (18.4) и (18.2) 


Ae 2a 
yee A, 7 3 58 — 
Далее, если ИИ М пересекает симплекс 
<” == --- 4,, TO 
9 % 
4) >a (@=0,....7), ecm $9) = Wag, 


Для данного А пусть tS — некоторая $-мерная грань симплекса <”, 
содержащая вершину 4, и пересекающая М (19 (f)). В силу (3) 
барицентрическая координата №’ точки (tS), соответствующая 
вершине 4,, будет не меньше 2%. По формуле (2) в, является 
средним арифметическим не более чем N барицентрических коор- 
динат, одной из которых является 1; таким образом, неравенство (4) 
выполняется. 

Вершины каждого симплекса с комплекса К имеют естествен- 
ный порядок; пусть аН (5) — высота, опущенная из последней вер- 
шины (вершины, принадлежащей симплексу наивысшей размерности 
комплекса L*), Докажем, что 


(5) alt (o”) > rb 


В самом деле, если 5” — симплекс вида (1), то его (г — 1)-мерная 
грань 5”-!, противоположная вершине (t,), лежит в t,_,. Если 
dim(t,)==¢>r, то из леммы 14b и неравенств (4) и (18.2) по- 
лучаем 


alt (97) > p (P(t). Ot,) > £10 (4,)3,, == > "Ч. у == 76. 


Так как | 57| = аН (5) | <”-1|/г, то по индукции мы сразу видим, 
что |o”| > 6’, и поэтому 
р’ 87 
9 (5” —=-— 
(6) = р 


21. Вложение симплексов в М. Мы покажем, что комплекс К 
близок к М и что отображение х” осуществляет вложение в М 
любого п-мерного симплекса, близкого к какому-либо п-мерному 
симплексу комплекса К. 
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Докажем сначала, что для любого симплекса с комплекса К, 


(1) если “Из (р), РЕМ, то ¢ CU, (Po). 


Пусть, скажем, симплекс с содержится в симплексе t комплекса L*; 
тогда tC Из.(р). Каждая вершина р, симплекса 5 является сред- 
НИМ я нескольких точек ф (=5), которые содержатся 


в M,; и поэтому в U,:(P,:)} следовательно, включение (1) имеет 
место для каждой вершины р,, а поэтому и для с. В качестве 
следствия отсюда и из (10.4) получаем 


(2) К=Иьъ(М), |п(9)—9|< 4% (EK). 


Лемма 21а. /lycmp з=ру...р, — некоторый п-мерный 
симплекс комплекса К (вершины взяты в порядке возрастания), 


й Byte В +s, р, — некоторые точки, удовлетворяющие 
условиям 
hE 
/ 
P,P; |S: i= 0, ee 8 9 Ihe 


Тогда 3’ =р,...р’, есть симплекс, лежащий в U*, и отобра- 


жение п” осуществляет вложение симплекса 5’ в М. 


Прежде всего, так как M/a< < P9BE/8 = ров, 9 (5) > 9, ив силу 
(20.5) Чат (9) > 6, то выбор числа р, дает © (5’) >. 9/2. 
Далее, ввиду (2) и (17.5) o’ = Ц, (М), где 


(4) ть 


поэтому с’ < U* и отображение т” на 5’ определено. 
Возьмем теперь любую точку 965’. Пусть, скажем, ЧЕО,, 


РЕМ. Тогда п* (4) =р. В силу (10.4) и первого из неравенств (4) 


3h 
lgq—pl< a) 


поэтому oC Uy (р) и утверждение (1) дает в CU, (P,). Слело- 
вательно, 5’ < Оз. (Р»›). Кроме того '), в силу (20.5) | р; — po| > 8, 
поэтому 

/ / ЛЕ / b 
ee 8 eae ae 


1) Здесь нечеткость в обозначениях: для того чтобы из (20.5) получить 
неравенства |р, — р. |268, следует считать Po последней (а не первой, 
как в формулировке леммы 21а) вершиной. — //pum. ред. 
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Следовательно, если и — любой единичный вектор в плоскости 
симплекса с’, то по лемме 15с получаем 

2 (2^Е/а) __ 64h Ра 
(п— 1)! (91/2) (5/2) ay SS 2° 
Так как мы взяли № < 1/4, то неравенство (10.1) показывает, что u 
не лежит в Qi. Следовательно, м” отображает каждый ненулевой 
вектор в симплексе с’, взятый в точке 4, в ненулевой вектор, и 
поэтому тм” регулярно в точке 4. Далее, если 4’ — другая точка 
симплекса с’, то, взяв вектор 9 =-4’— 4, мы найдем, что 4’ не 
лежит в <, и поэтому т” (4) # п" (4). Это завершает доказатель- 
ство. 


[и — при | < 


22. Комплексы Kp. Для каждой точки pC М обозначим че- 
рез [, подкомплекс комплекса L*, содержащий все симплексы, 


пеоесекающиеся с И.; (р), и все грани этих симплексов; тогда _ 
в 
(1) Ев (р). 


Пусть К’, — комплекс в плоскости P,, образованный пересечениями 
плоскости Р, с симплексами комплекса L’, и К, — регулярное 
подразделение комплекса К’. Из свойств (b) и (4) $ 19 следует, 
что плоскость Р, пересекает симплекс, входящий BL’, в том и 


только в том случае, если этот симплекс пересекает М. Поэтому, 
если К, — подкомплекс комплекса К, содержащий его симплексы 
с вершинами Y(t), где < — симплексы из Li TO существует взаимно 


однозначное соответствие ф, между вершинами комплекса К, и 
вершинами комплекса К, и это соответствие определяет симпли- 


циальное отображение Ф„, являющееся изоморфизмом комплекса К, 
на комплекс К. 


Докажем, что 
IN 
(2) lenM— I<, EK, 


Допустим сначала, что g=-(tS) для некоторого симплекса ‘tS 
комплекса Г. Тогда вектор 9 =9—$,(49) содержится в tS M из 


(8.6) и (19(с)) следует 

№ > [9 — =, (9) | =|9—п,9 |[> ®|9|, 
т. е. неравенство (2). Далее, если 4—0 (<”), г›> $, то опреде- 
ления (20.2) и (П.П, 1.2) показывают, что 4 и $,(4) являются 


средними арифметическими множеств, состоящих из одного и того 
же числа точек, причем каждая соответствующая Napa точек удо- 
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влетворяет неравенству (2); поэтому неравенство (2) выполняется 
для g(t"). Наконец, каков бы ни был симплекс комплекса К’, 
неравенство (2) выполняется для его вершин и, следовательно, для 
всех его точек. 

Мы должны показать, что 


(3) КПОь (рек, 


В самом деле, возьмем любую точку 4 в симплексе с = (т,)...ф(<”) 
комплекса К, 19 —P| < 25 Тела "се Uy(p), поэтому ar 
входит в комплекс Г, и, следовательно, с и 4 содержатся в К,. 


Выберем некоторую ориентацию плоскости P, соответствую- 
щим образом ориентируем все п-мерные симплексы комплекса К - 


Теперь ке является п-мерным ориентированным псевдомногообра- 
зием (II. iI, 15), и включение (1) и определение комплекса Г, пс- 
казывают, что 


(4) К, = Ив (р), дКеР,` Ug (р). 


Определим отображение п, комплекса K, в плоскость P, сле- 


дующим образом. Каждая точка ЕК, содержится в единственном 
множестве <; здесь р’ = т* (4). В силу (1) |g—p|< 66 и в силу 


(21.2) |р’—а9|<4№< 8; поэтому |р’—р|< По лемме 10a 
плоскость Р’, пересекает плоскость Р, в единственной точке, 


которую мы обозначим через п, (4). Мы докажем, что 
(5) |<” (9) —9| < 6%, ЕК, 


Ввиду (21.2) нам нужно только доказать, что |9|< 2, где 
9=р’— т, (4). Так как h-+)) < 1/2, то неравенство (10.12) дает 


|пр9| < | 9/2. В силу (8.5) |э— по | < №. Следовательно, |u| < 
<|v|/2-++ 2%, и наше утверждение доказано. 


23. Доказательство теоремы. Если дана точка рЕМ, мы 
выберем некоторую ориентацию плоскости Р, и соответствующим 


образом ориентируем п-мерные симплексы комплексов К, из Ky 
Теперь К „ является ориентированным псевдомногообразием (IT. II, 15). 
Доказательство теоремы 12А опирается на следующие леммы. 


Лемма 23а. п, есть симплексно- POLO REINCADHOP отобра- 
жение комплекса К, в плоскость го: 


1) Симплексы комплекса К, ориентируются так, что отображение 
Фр: Кр >К, сохраняет ориентации симплексов. — //рим. ред. 
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Возьмем любой п-мерный симплекс с комплекса K,. Положим 


(1) Фр (9) == (1 —Йа №, (4) в о, Ты (<). 


Так как отображение ©, аффинно в в, то и Y,, аффинно в с ис, 


есть симплекс. Пусть, скажем, с = 4...4,.Для любого t(0<t< 1) 
положим 9,==9,,(9;); тогда 5,=9,...4,,. В силу (22.2) 
Qin — 9i| < №/%. По лемме 21а отображение п” осуществляет вл>- 
жение симплекса o, в М; поэтому (на основании доказательства 
этой леммы) п, осуществляет вложение симплекса о, в Р„. Так 


как ©, содержится в P,, то отображение п, на 6, является тож- 


дественным отображением, и поэтому J» >0O на o,. Tak как 
р 


Л» Е О в <, при всех Е, TO Js >0 B o9=<6, как и требовалось. 
* Для каждой точки РЕМ пусть R, есть множество тех точек 
q€K,, для которых п, (4) ЕР, а: 
Лемма 23. Для каждой точки рЕМ отображение п, 
рассматриваемое только на К „ является взаимно однозначным 
отображением на множество Ps. 


Прежде всего, пусть со, — некоторый П-мерный симплекс ком- 
плекса К, содержащий р; пусть, например, 61 = $, (90) (99 В K,) 
и ру — центр симплекса oy. В силу (14.7), (20.6), (20.5) и (17.3) 

п! 9.16 
р (Po: 05%) > т. 
Поэтому в силу (22.2) 


2h 
(2) 0(%p (Po), 0%) >e— == =e" 


. | 
Теперь возьмем любую точку ЧЕК, — и. Так как 9, — изомор- 


физм, то неравенство (2) показывает, что |Ф,(9) —$,(ро)| > с". 
В силу (17.4), (17.5) и (17.6) 


ARE 


a 


+17 < BS cya. 


Следовательно, в силу (22.2) и (22.5) 


Ф— [> —2 (1+6 > 9, 


и, таким образом, п, (9) # п„ (ро). Отсюда видно, что точка 
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р" = (Po) покрывается при отображении п, в точности одним 
симплексом из К,„. Далее, | 


| P* — P| < |, (ро) — Фр (Po) | + diam (1) < 35, 
и поэтому р"ЕР 


p»35° 


В силу (22.4), (22.2) и (22.5) и неравенства 2 (A&/a-+ 6AE) < 6 
мы имеем 


(3) п» (OK ,) ЕР,— Из(р). 


Наша лемма теперь следует из леммы 23а и леммы (II. II, 15а). 
Теперь мы докажем теорему. Прежде всего, если дана точка 
РЕМ, то последняя лемма показывает, что п, (9) =P для неко- 


торой точки g€K,; поэтому т* (4) =р, и т* является отображе- 
нием полиэдра К на все многообразие М. Далее, допустим, что 
также п” (4”) =р, ЧЕК. В силу (21.2) [9’—р| < 4% < 8, по- 
этому в силу (22.3) g’EK, и, следовательно, q’€R,. По лемме 
236 4’=4. Это доказывает, что п” является взаимно однозначным 
отображением. 

Наконец, возьмем любой п-мерный симплекс с комплекса К. 
По лемме 21a отображение м” взаимно однозначно и регулярно 
в си поэтому в некоторой окрестности И симплекса с в плоско- 
сти P(o) этого симплекса. Пусть © — аффинное отображение про- 
странства 3(" на Р (5); положим И ==х-1(И). Тогда отображение. 
Х = п определено в Ш, и является системой координат в М, 
а отображение y~!x*==o-! является аффинным в о. Это завер- 
шает доказательство. 


С. Когомологии в многообразиях 


24. в-регулярные формы. Теорема де Рама (теорема 29A, см. 
ниже) связывает когомологии в гладких многообразиях, определен- 
ные алгебраически, с когомологиями, определенными с помощью 
дифференциальных форм. Мы должны пользоваться некоторым 
классом форм, инвариантным по отношению к операции 4 внеш- 
него дифференцирования. Мы выбираем „и-регулярные формы“. 
Если бы многообразие было бесконечно гладким, мы могли бы, 
очевидно, пользоваться бесконечно гладкими формами. 

Предположим, что многообразие М является (в + 1)-гладким, 
где и, — некоторое целое число 20. Тогда г-форма w, опреде- 
ленная в открытом подмножестве Ю многообразия М, называется 
в-регулярной в ВЮ, если верно следующее. Если и = 0, то форма w 
регулярна (Ш, 17); если p > 0, то и хи dw являются в-гладкими. 
Если это выполняется, то форма dw однозначно определена и 
u-pe улярна. При Г = 0 форма в-регулярна в том и только в TOM 
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случае, если она (-—- [)-гладка, так как компоненты формы dw 
в некоторой системе координат являются частными производ- 
ными OT ®. 

Мы говорим, что форма ® замкнута, если dw = 0; w является 
производной, если ® = 4, причем форма & в-регулярна. 

Из (П, 8) (при ш>0) и (Ш, 17) (при в =0) получаем сле- 
дующие факты. Если ® и & — произвольные №-регулярные формы, 
то форма w \/ & также в-регулярна. Если f — некоторое (w+ 1)- 
гладкое отображение открытого подмножества Ю (в- [)-гладкого 
многообразия М в (№--П-гладкое многообразие М’ и форма w 
-регулярна в окрестности множества /(Ю) в многообразии М”, 
то форма f*w также ц-регулярна в К. Имеют место обычные 
формулы для d(w \/ &) и df*w 

Мы говорим, что некоторая форма обладает данным свойством 
вблизи данного замкнутого множества Q, если она обладает им 
в некоторой окрестности множества Q. 


Лемма 24а. /Густь ® — некоторая в-регулярная форма 
вблизи замкнутого множества Q в М. Тогда существует такая 
в-регулярная форма в. в М, что в, = вблизи Q. Мы можем 
сделать %® =—=0 вне произвольной окрестности И множе- 
ства Q. rar 


Выберем такую окрестность И, = И множества Q, что форма w 


-регулярна в некоторой окрестности замыкания U,. Пусть х — такая 
(u—+ 1)-гладкая действительная функция в М, что o(p)—1 BQ 
и o(p)=0B8 M—U,. (Например, пусть отображение f в соответ- 
ствии с теоремой 1А осуществляет вложение многообразия М в Е”; 
определим по лемме (ПП. Ш, 1c) функцию o’ BE” так, чтобы 9’ (4) = | 
в f(Q) и o/(g)=0 в f(M—U,), и положим 9(p)=9' (Ff (р)) 
в М.) Положим в, (р) =о(р)о(р) BU, и в. (р) =0в M—U;; 

тогда форма , будет обладать Tee ees свойствами. 


25. Замкнутые формы в звездообразных множествах. (Ср. 
$ 22 введения). Мы говорим, что множество RCE” ззездообразно, 
если существует такая точка ру Е Ю, что для каждой точки PER 
отрезок Pop содержится в КР. 


Лемма 25а. Пусть Ю — ззездообразное открытое множе- 
стзо в Е", и пусть ® — некоторая ц-регулярная замкнутая 
г- форма в Ю, г>0. Тогда ® является в-производной в К. 


Мы определим в R такую в-регулярную (г — 1)-форму ,, что 


(1) fo =fo для всех Г-мерных симплексов с в R, 
Os с 
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Тогда 4%, = по определению, если и = 0, и по теореме Стокса 
и лемме (Ш, 16a), если p> 0. 

Пусть, скажем, А звездообразно относительно точки Py. Опре- 
делим аффинное отображение g декартова произведения YX E” 
в Е" формулой 


(2) вЕЖр)=(1—Пр 1. 


Для каждой точки рЕК существует такое число 7, >0, что 
8(ЖРеЕК при —y,<t<1-+ 7,. Поэтому существует такая 
окрестность U множества /Х R в WX E” ([— отрезок [0, 1]), 
которую g отображает в А. Тогда форма g*w регулярна в U. 
Определим w,(p) как интеграл, зависящий от параметра (Ш, 19), 


(3) о. (р)= | 85 (Хр)4, РЕК; 


Ix p 


тогда форма w, является w-peryaapHon в К. [При в = 0 ее p-pery- 
лярность будет следовать из (1); при wu > 0 из формул (3) или (6) 
вытекает, что форма ®, является ш-гладкой; в-регулярность будет 
следовать из того, что dw, ==®.] 

Возьмем произвольный (г — 1)-мерный ориентированный сим- 
плекс t в А. Допустим сначала, что его плоскость P(t) не содер- 
жит точки ру; пусть рос == (ру, t)— соединение точки ру C T 
(П. II, 10). При очевидном выборе ориентаций отображение g, 
рассматриваемое на int(/ Xt), оказывается сохраняющим ориен- 
тацию гладким гомеоморфизмом на множество 11{(рух). Поэтому 
в силу теоремы (Ш, 7А), леммы (Ш, 6f) и формулы (Ш, 19.1) 


(4) | fo= [о = [о 
Dot Г < ©’ 


Если р, ЕР (<), то pot == 0 (II. П, 10) и интеграл fo по опреде- 


Pot 
лению равен нулю; далее, если рассматривать & только на i 4 т, 


то якобиан Л, ==0, поэтому (П, 6.6) 2“® =0 и foo. 


_ Теперь возьмем в К любой г-мерный симплекс о. В силу фор- 
мул (4), (П. П, 10.3) и теоремы Стокса 


fo-—fo= у ВЕ Г o= f do =0, 
с Os g—J (Po, 0s) OJ (ро, 3) J (Ро, 2) 
что и доказывает равенство (1). 


13 Уитни 


194 IV. ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ 


Мы выведем явную формулу для ®, (р) : В, где В — произволь- 
ное (’— 1)-направление. Пусть, ‘скажем, В=е, \/... V @,-}. 
Пусть еу — единичный вектор в /. Мы имеем 


O 
VEE Xp, =a & EX P) =P — Po 
Ve (t Xp, ед = lim 8 X (p+ he)) —8 X p)l = te, 


при i >1, и поэтому 
(5) Ve(t Xp, в УВ = (р— ро У В. 


Мы можем определить форму w, равенством 


(6) о: (р). B= [Е (Е@Жр)). р-р V 31 at. 
| 0 


Чтобы показать, что это та же форма w,, что и раньше, докажем 
равенство (4). Полагая 8 = {*}/|®| и пользуясь интегралом Римана 
(Ш, 5) и формулой (Il, 4.4), получаем 


Го= |5 @Жр)- (6 У = f o(geXp))-Vee XP. о У= 


Pot ix fx x 
= ft e@e Xp) (e—p) V Иа dp = J о (P) dp, 
ix т 
по крайней мере в том случае, если соединение Pot не выро- 
ждается. В противном же случае | w == и, так как (р— py) V 8 =0, 


Pot 
TO Г «1: В = 0. 
26. Продолжение форм. Мы докажем две леммы о продоле 


жении на окрестность симплекса pene, определенных вблизи гра- 
ницы этого симплекса. 


_ Лемма 26a. Пусть ® — замкнутая в-регулярная г-форма 
вблизи ds (oc =o5CE"), где r>0, $>.1. Допустим, что 


(1) [е=0, если S$ ==r-+-l, 
| дс р 


Тогда существует замкнутая пи-регулярная форма w’ вблизи о, 
которая равна ® вблизи Os. 
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Лемма 265. ГГусть wo — замкнутая в-регулярная г-форма 
вблизи симплекса в ==oSCE", гдег >1, $ >11, и пусть & — такая 
в-регулярная (г— 1)-форма вблизи 0s, что @ == вблизи Os. 
Допустим, что 


(2) о если $==Г. 
дз 


io] 


Тогда существует такая в-регулярная форма вблизи в, что 
=’ — вблизи дс и 4’ -=о вблизи з. 


Пусть символы (а,) и (6,) обозначают эти леммы для г-форм 
(при всех 5$). Мы докажем (4%), затем (5,), предполагая справел- 
ливость леммы (Q@,_,), и, наконец, (а,), предполагая доказанной 
лемму (b,). Тем самым обе леммы будут установлены. 

Доказательство леммы (4%). Так как dw =O, то вблизи 
любой связной части границы Os форма ® постоянна. Если $ > 1, 
то форма ® постоянна вблизи Oc, и мы можем взять форму w’ 
равной той же постоянной вблизи в. Если s=1 и o=pop,, то 


(р) —в(= fo=0 
Os 
и снова форма w’ существует. 

Доказательство леммы (5,). В силу леммы 25a вблизи с 
существует такая в-регулярная (г — 1)-форма &, что 4, = 
вблизи с. Положим 1 = —& вблизи Oo; тогда форма 1 замкнута 
вблизи дс. Если $ =г, TO 


fu=ft— fi=fo— fat. 
дз да дз : 6 


Поэтому в силу (a,_,) вблизи с существует замкнутая w-peryaap- 
ная форма 7’, равная 9 вблизи Oo. Положим = + 1’ вблизи о; 
тогда форма & обладает требуемыми свойствами. 
Доказательство леммы (a,), г>0'). Пусть, скажем, 
o= Py)... Ps; положим с’ =р,...р.. Пусть @ — объединение всех 
собственных граней симплекса с, имеющих ру своей вершиной. 
(Таким образом, при $ =2 @==рур, U Pops.) Для некоторого = > 0 
форма ® определена и замкнута в И = Ц, (0). Очевидно, окрест- 
ность U звездообразна (относительно ру); поэтому по лемме 25а 
существует такая в-регулярная форма &, что 4& = в 0. Это 
выполняется, в частности, вблизи до’. | 


1) В доказательстве неявно предполагается, что $22 (ибо к сим- 
плексу 3’ размерности 5 —1 применяется лемма (5,)); в случае же $ == 1, 
г>0 лемма 26a непосредственно доказывается с помощью лемм 204 
и 24а. — Прим. ред. | 
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гсли $ —|==г, то, обозначая через А цепь дб — в’, имеем 
0c’ = — OA, и поэтому | 


fo Гь= Го [%= fo=0; 
с’ Os’ с’ А дс 

следовательно, мы можем к симплексу о’ применить лемму (0,) и 
получить вблизи с’ такую ц-регулярную форму &, что &==& 
вблизи Oo’ и 4, = вблизи 0’. Существует окрестность И” rpa- 
ницы Oo’, в которой обе формы & и & определены и совпадают; 
пусть & — их общее значение в этой окрестности, и пусть =& 
вблизи ОИ” и = вблизи o’ \U’. Тогда форма является 
в-регулярной и 4’ = ® вблизи дс. По лемме 24а вблизи в суще- 
ствует в-регулярная форма & равная & вблизи Os. Положим 
w’ = d= вблизи с; тогда форма w’ обладает требуемыми свойствами. 


27. Элементарные формы. В силу теоремы 12А существует 
следующая триангуляция многообразия М. Имеется симплициаль- 
ный комплекс К и гомеоморфизм т полиэдра К на М. Для каждого 
симплекса t комплекса К множество с = (<) есть гладкий сим- 
плекс в М (Ш, 7), ив М существует такая система координат у, 
содержащая с, что отображение у аффинно Ha т. 

Гладкие симплексы с =т (т) образуют „криволинейный ком- 
плекс“ [; мы можем определить на L алгебраические цепи 


A= У а! и интегрировать г-формы w по A; имеет место тео- 
рема Стокса fo=f do (Ш, 17.3). 
Os б 


Для данной г-формы ® на М функция Г ®« Г-мерной цепи 


А 
комплекса L линейна и поэтому определяет г-мерную коцепь фо 


комплекса L (II. Il, 6): 


(1) фо. А = fo. 
A 
Так как для любой (r+ 1)-мерной цепи В 


pdo-B= [4% = fo=o-dB=dpo-B, 
B OB 
TO мы имеем 


(2). ф dw = dhw. 
Обратно, мы хотим определить формы OX’, соответствующие 
коцепям Х комплекса [ и обладающие следующими свойствами: 


(3) 9 —=0 вблизи М— $0 (св L). 
(4) фах = doxX, 
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(5) Pex =, 

(6) ФГ =I, 

где /0 — единичная нульмерная коцепь комплекса L (П. II, 6), 
а 1 — действительная функция, равная | на многообразии М. Для 
получения пространств дифференциальных когомологий будет до- 
статочно „элементарных форм“ ga ($ 29). 

Построим некоторое разложение единицы на М [ср. (П. Ш, 2), 
(Ш, 10)]. Пусть рь, pg, ... — вершины комплекса К; точки g, = 7 (p,;) 
являются вершинами комплекса L. Для каждой точки g = 7(p) 
многообразия М, используя запись р= Dp, (p)p, (П.П, 2.1), мы 
положим | 


(7) "(Я== (р), I= №5, (9) 9, 

Таким образом, мы ввели в Ё „барицентрические координаты“. 
Для каждого i пусть Q, И 9, — подмножества многообразия М, 
определяемые следующим образом: 


(8) 9: > т, ©: uM< 
Тогда 
(9) Q,cSt(q,), int (Q;))>M— St(q)). 


7 
Пусть $, (р) — некоторая (p-+ Г)-гладкая неотрицательная дей- 
ствительная функция на М, положительная в @; и равная нулю 


В Q; (см. доказательство леммы 24a); положим 
9: (р) 

10 (р =. 

- ie Dry (р) 


J 


Возьмем любую точку рЕМ; так как р имеет He более n+ 1 
отличной от нуля барицентрической координаты, то по крайней 
мере одна из них, скажем v,(p), не меньше 1/(п--1); поэтому 
ped, 9, (p) > 0, и, значит, а Ф;(р) определены для всех {. 
Далее, функции 9, являются (в -—- 1)-гладкими и 


(11) (р =1, »4(р=0 в М. 


Для каждого ориентированного симплекса O= 9, ...4, KOM- 
г 
плекса L положим +) 


р 
(12) 4 (%, ns 4», ) =! Xe (—)'9,, dp, № bes oF, ... М BP, os 


1) Cp. Weil A., Sur les théorémes de de Rham, Comm. Math. Helv. 
26 (1952), формула на стр. 127, | | | | 
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Например, 
(13) $(4) =F $Ф(49) = 91 4$, —9, 4$. 


В силу формулы (1, 1.13) и леммы (IT. И, 5а) любая перестановка 
вершин или оставляет неизменным или же изменяет знак одновре- 
менно и 9),...4), и правой части равенства (12); поэтому форма $3 


определена корректно, и мы можем положить 9 Заз, = ав, 


Чтобы доказать (3), возьмем любой симплекс в = 4), . ‚Ч, и 


любую точку р, для которой My (p) < 1/(n-+-2) при некотором /. 
Тогда pEQ,, 9, =0 вблизи р и (¢9)(p)=—0. 

В силу (13) равенство (6) является просто первым из ра- 
венств (11). 

Чтобы доказать (4), нам достаточно только рассмотреть случай 


Х=в=4,,...4),„. Заметим прежде всего, что, применяя 4 к обеим 
частям равенства (12), получаем 
(14) 49 (Ч» -.. Ч^,) = (014$, У... У de, . 


Пользуясь равенством (II. П, 7.5), обоими равенствами (11) и тем 
фактом, что 9, =0 вне звезды St(p,;) и что dy \/ 41 =0, находим 


94 (MN, --.4»,) >. + (40, own Gy, 


(r+ 1)! =^— ти = [2 49, У... М 4 — 

— Усе, 49, Vide Ve be Ма] = 

i=0 
= У [ede Vine Vee + 

RF doy everh, 
+ Уса, Yaa, Ve, У Jb... М de, = 

j=0 

= Yo mda Vo Vide, + 
2 OR Bd eed, Я 7 


ый dy (4, 5%.) | 
+ #49, У... V de, = de У... У =e 
i= р 


как и требовалось. 
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Чтобы доказать (5), допустим сначала, что r==0. Взяв Х = 4; 
и пользуясь формулой (1) для A=, и формулой (13), мы видим, 
что нам нужно доказать лишь последнее из рН 


49 (92) * 9, = [6 (91) (9;) = 91 (9)) = 8. 


Так как ©; =0 вне звезды St(q,), то это равенство следует из (11). 
Теперь проведем индукцию по г. Нам нужно доказать, что 


(15) ффо’. 6 — f 997 =a. 


с. 


j 
Если j #i, то это следует из (3); допустим, что j/ =i. Пусть, 
скажем, со==05’, д5—==0’-|-.... По формулам (4) и (3) в обеих 
размерностях г и г— |1 находим 


[ва = Г pao’ = f dgo’ = |[фз’= f фа’ =1. 
7 в в дз 3! 


28. Некоторые замкнутые формы являются производными. 
Докажем лемму. 


Лемма 28а. /]усть ® — замкнутая в-регулярная г-форма 
на М (r >0), и пусть У — алгебраическая (г — 1)-мерная ко- 
цепь комплекса L, для которой фо =а7Т. Тогда на М суще- 
т: такая -регулярная (г— 1)-форма $, что di=w ни 


ЧЕ 


Мы определим последовательно такие формы &, &, ..., &,, что 

(а) форма & определена и в-регулярна вблизи $-мерного 
остова L* комплекса L; 

a 

(b) 4; = вблизи [° и &,==& , вблизи L* (s > 0); 

(с) 1 =. 

Тогда &==&, есть искомая форма. 

Прежде всего выберем в соответствии с леммой 25а (поль- 
зуясь системой координат у, как и в следующем доказательстве) 
такую форму 4 вблизи каждой вершины 4; комплекса L, что dé a oo 
вблизи g,, Если г==1|1, то выберем числа а; таким образом, 

р | 
чтобы для формы `=&-а, определенной вблизи 4, было 
справедливо равенство 46 = У; если же г > 1, то положим & =. 

Теперь допустим, что форма &,_, уже построена и построим 
форму &.., Достаточно определить формы &, ==; вблизи каждой 
$-мерной клетки of комплекса L; так как вблизи ($ — 1)-мерного 


‘ —1 
‘остова /[^”’ они совпадают, то. из них может быть составлена 
единственная форма § вблизи $-мерного остова L*, 
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Заметим, что в случае $ = равенство (с) дает для любого 
симплекса в == ох: 


дс p 
Пусть хХ— такая система координат, содержащая с = 0%, что 


если 9 —= у-!, то отображение Ox аффинно на к-! (5); тогда t = 8 (в) 
есть 5$-мерный симплекс в пространстве 5". Положим 


* ast * ee 
eo” == yt, ==. ,_. Вблизи Or. 


Тогда di,_, =" 4,_, ==” вблизи Ot, причем если $ =, то ра- 


венство (1) и теорема (Ш, 10А) [примененная к int(s) ик 
int (7—1) для каждой грани симплекса с] дают 


| 
Ot Os с. < 


Поэтому в силу леммы 26Ъ вблизи т существует такая ш-регуляр- 


* a ek * 
ная форма ее, что Csi =F , вблизи Ot и qe) i = w* вблизи т. 
Положим 

/ еж : 

Fei == .; Вблизи 9; 


тогда dz’ 51 == Pwo =o вблизи с, и, если $ =гГ—1, мы можем 
положить =, вблизи с. 
ь , , 
Допустим, что $ =г — 1. Образуем из форм &_,, форму =. 


f 


‚_| И, следовательно, опре- 


Мы можем определить интегралы || g 


a 
делить коцепь $’ |. Положим 


Z = Y — yt! Ee, 92 вблизи L™. 


гр r— 
В силу (27.3) Е = 


7 [971 ие. того, пользуясь формулой (27.4) и тем ета, 
что [в силу (27.3)] ¢dZ =O вблизи L*, мы имеем 


a= a $42 = вблизи [". 


и, следовательно, =, _ вблизи 


Далее, в силу (27.5) 
=, tZ=Y; 


таким образом, форма {,_, = удовлетворяет всем требуемым 
условиям. Лемма доказана. 
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29. Изоморфизм колец когомологий. Если дано (№ + 1)-глад- 
кое многообразие М, триангулированное как в § 27, то мы имеем 


комплекс L, и поэтому, как в параграфе (II. II, 8), пространства 


„алгебраических“ когомологий Н’([); как в параграфе (I. II, 9), 
они образуют кольцо операторов на пространствах гомологий Н, (L). 

Подобным же образом мы определим кольцо в-регулярных 
дифференциальных когомологий Н, многообразия М. При каждом г 


замкнутые. в-регулярные г-формы на М образуют линейное про- 
странство, а ц-производные в-регулярные формы образуют ero 
подпространство; фактор-пространство (П.[, 5) обозначается 
через Н, ‚ наконец, Н, есть прямая сумма этих фактор-пространств, 
Тогда каждая замкнутая в-регулярная форма ® определяет неко- 
торый элемент пространства Ha. и формы хи w’ определяют один 
и TOT же элемент в том и только в том случае, если форма ®’ — ® 
является |-производной. 

Допустим, что элементы ВЕН) и h’ CH, определяются фор- 
мами © и Ww’ соответственно. Тогда ® \/ ®’ есть замкнутая и-регу- 
лярная (г- $)-форма, определяющая некоторый элемент h” про- 
странства H,**. Формула (П,8.6) показывает, что этот элемент 
зависит только от h и В’; мы назовем его произведгнием hu h’ 
элементов Н и В’. С этим произведением прямая сумма Н, стано- 


ВИТСЯ КОЛЬЦОМ. 

0-форма замкнута в TOM и только в том случае, если она 
постоянна (многообразие М предполагается связным); никакая 
0-форма, отличная от нулевой, не является производной. Поэтому 
(если мы условимся считать, что 0-форма, тождественно равная 


нулю, является производной) пространство Hi, изоморфно про- 
странству 3 действительных чисел; элемент, соответствующий функ- 
ции 1, тождественно равной единице на М, является единицей 
в кольце Н,. 

_В силу (27.2) линейное отображение ф определяет при каждом г 


линейное отображение YW пространства Hy, в пространство Н’; если 
элемент h определяется замкнутой в-регулярной формой w, то Vh 
определяется как класс когомологий коцепи фо. 

Теорема де Рама !) формулируется следующим образом: 


Теорема 29A. Пусть М — некоторое (в -- 1)-гладкое мно- 
гообразие (в >. 0), и пусть L =z (K) — какая-либо триангуляция 
многообразия М, построенная в соответствии с теоремой 12А. 


1) Ре Кпам С(., Sur Гапа[уз15 situs des variétés а п dimensions, 
J. Math. Pures et Appl. (9), 10 (1931), 115—120. Ср. гл. [У книги де Рама. 
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Тогда определенное выше отображение VY является изомор- 
физмом кольца Н, на кольцо Н*. 


Этим устанавливается также, что две любые такие триангуля- 
ции дают изоморфные кольца алгебраических когомологий и что 


пространства Hj, не зависят от в. 


Докажем, что W есть отображение на все кольцо ИН”. Если 
дан элемент h CH’, определяемый коциклом X, то положим ® = OX, 
Тогда ‘4% =ФаАХ =0 и форма w определяет некоторый эле- 


мент h’ пространства Н,.. В силу (27.5) фо = Х; следовательно, 
Vh’ — 1. | | 

Докажем, что отображение Ф взаимно однозначно. Допустим, 
что Ув =0, ВСН). Пусть форма ® определяет элемент В; поло- 
жим Х=—=Ч®. Тогда коцикл Х определяет элемент ФН. Допустим 
сначала, что r=-0. Тогда Х==0, и поэтому ®(4;) =Х.:4,=0 
для каждой вершины 4, комплекса L. Так как dw =0, то форма ® 
постоянна; следовательно, ®«==0 и потому В ==0. Теперь предпо- 
ложим, что fr >O. Тогда X==dY для некоторой (г — 1)-мерной 
коцепи У. В силу леммы 28а форма ® является з-производной и, 
следовательно, h = 0. | 

Заметим, что, как видно из этого доказательства, отображе- 
ние © определяет изоморфизм Ф кольца Н* на кольцо Н,, обрат- 


ный изоморфизму Т. 
Докажем, что отображение ЧФ сохраняет произведения. Опре- 
делим в H* операцию произведения, положив 


(1) _ Хы’ ==4(Х V 97). 


В силу (27.3) 95’ \/ 955 = 0 только в $ (5”) П $1 (°°), и потому 
произведение (1) обладает свойством (а) из (П.П, 9). Свойство (b) 
будет следовать из (П, 8.6), если воспользоваться формулами (27.2) 
и (27.4). Свойство (с) следует из (27.6) и (27.5). Таким образом, 
это произведение определяет в H* операцию произведения. Теперь 
равенство (1) (вместе с тем фактом, что Ф и Ф взаимно обратны) 
показывает, что Ф сохраняет эту операцию: VY (В, Uh,) == Vh, U ФВ.. 
Это завершает доказательство. 


Замечание. Если многообразие М некомпактно, то комплекс L 
бесконечен; коцепи могут иметь бесконечное число отличных 
от нуля коэффициентов. Мы можем, однако, ограничиться, с одной 
стороны, конечными коцепями, а, с другой, компактными формами 
(формами, равными нулю вне какого-либо компактного множества). 
Наше доказательство обнаруживает, что при этих ограничениях 
теорема остается справедливой. 
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30. Периоды форм. Если ® — замкнутая г-форма, то интег- 


ралы fo по Г-мерным циклам А в многообразии М (например, 
А | 
по циклам комплекса L) являются „периодами“ формы w. Сразу 


ясно, что если А— В =0С, то Го = [о, и если ®—& = а1, 
А В 


TO f o = f £; поэтому периоды зависят только OT класса когомо- 
А А | 


логий формы w и класса гомологий цикла А. Так как fo= oA, 
A 

то эта операция соответствует операции, показывающей, что про- 
странство Н* изоморфно пространству, сопряженному к пространству 
гомологий Н; см. (II. Il, 8.3). Таким образом, различные линейные 
функции на Н задаются различными классами когомологий замк- 
нутых ц-регулярных форм на М. Это — первоначальная формули- 
ровка теоремы (без упомянутого произведения). 


31. Инвариант Хопфа. В качестве примера применения форм 
на гладких многообразиях мы найдем некоторое число 1, оп- 
ределяемое гладким отображением f ориентированной (2n — 1)- 
мерной сферы S’ в п-мерную ориентированную сферу $ (п>2) 
и остающееся .инвариантным !) при гомотопиях отображения f; 
1; есть целое число (см. $ 33). Мы следуем методу, принадлежащему 
Уайтхеду 2). | | 

Теория допускает значительные обобщения); мы могли бы 
также, очевидно, пользоваться „бемольными формами“ и аппара- 
том гл. Х. 

Все формы, которые мы будем рассматривать, регулярны; см. 
$ 24 и (Ш, 17). Примеры отображений f, для которых 1, == 0, 
см. в цитированных статьях Хопфа и Уайтхеда. 

Если задано отображение Х, то мы определим 1; следующим 


образом. Пусть ® — такая п-форма на $, для которой Го = ть 


5 
Тогда f*w есть п-форма на 5’ (Ш, 17) и ао = Г 4о =0. Так 


1) Hopf H., Uber die Abbildungen der dreidimensionalen ЗрНёге auf 
die Kugelflache, Math Ann., 104 (1931), 639—665; Uber die Abbildungen 
= м auf ЗрНагеп niedriger Dimension, Fundam. math., 25 (1 35), 

7—440. 

2) Whitehead J. H. С., An expression of Hopf’s invariant as an 
integral, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 33 (1947), 117—123. 

3) См. Steenrod N., Cohomology invariants of mappings, Ann. Math., 
50 (1949), 954—988. 
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как группы когомологий сферы $’ в размерностях, заключенных 
между О и 2n—1, нулевые (это — элементарный факт алгебраи- 
ческой топологии), то теорема де Рама показывает, что на 5’ 
существует такая (п — 1)-форма &, что 4 = f*w. Положим 


(1) | и= fEV fro. 
Е 


Мы докажем прежде всего, что число у; не зависит от выбора 
формы Допустим, что также dt’ == f*w. Тогда а (= — & = 0, и 
поэтому существует такая (п — 2)-форма 1 на S’, что ад = — &. 
Рассматривая S’ как цепь, мы имеем 05’ = 0; так как а/*5 = 0, 
то, пользуясь формулой для а(1 \/ f*w), мы получаем 


[Е У Ле — [У Ло = [атУ fo= 
5 5' и 
= flav fro) + nV af*o] = fav fo=0. 
S’ 05' 


Теперь предположим, что мы исходили из формы w’ вместо 


формы w. Тогда f (o’—0)=0. Если Х есть п-мерный коцикл, 


5 | 

соответствующий форме w’—w, то Х.5$ ==0; поэтому коцикл Х 
когомологичен нулю и, значит, wo’ — ® = dC для некоторой (п — 1)- 
формы C на S. Пусть, скажем, 4 = f*w. Так как С \/ ®’и ®\/ 6 
являются формами степени 2и — 1 п на S, то они равны нулю; 


поэтому 45 \/ №5 =Л(® У =0, 
ЕНЛО У Ло’ —EV fo=EV fo’ —o)+ PCV 0) = 
ул —= УГУ РГР —-асуГ 


и, следовательно, 


Ге-+ ЛОУ Ла’ = fiv fo. 
5' 5' 


Кроме того, 


d—E+ РО = di + f* (wo! — 0) = Ро’; 


следовательно, два написанных выше интеграла определяют Ty 
с помощью w’ H W соответственно, и эти определения числа т, 
совпадают. 

Мы должны еше показать, что 


(2) 1, =1,, если отображение fy гомотопно отображению Ра 
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Пусть /— единичный отрезок [0, 1]. Существует такое непрерыв- 
ное отображение F прямого произведения / Ж 5’ (являющегося 
многообразием с краем) в сферу 5, что Е(0, p)=fo(p) и 
F(1, р) = (р). Допустим сначала, что отображение F является 
гладким. 


Выберем на S форму ®, для которой fo — 1. Так kak dF*w = 0, 


5 
то мы можем найти такую форму & на / & S’, для которой dt = F*w 
(Мы можем определить отображение F на множестве /’Х 5’, где 
Г — открытый интервал, содержащий отрезок /; тогда J’ x S’ 
есть гладкое многообразие, к которому мы можем применить тео- 
рему де Рама и получить форму #.) Так как 


aux S)=1XS'—0XS', dFto=—0, 0 o=0, 
TO мы имеем 


fivro— fivrw= [ dév Рю) = 


x S’ хз’ = rx >" 
i dé V Fro = f Fo Ум) ==0, 
xs" ix 3" 


Форма F*w, рассматриваемая только на O X S’, совпадает с фор- 
мой Го® на 5’, а форма Е, рассматриваемая только на ОХ 5", 
дает форму & на S’, для которой 4, = Ло; подобным же обра- 
зом мы имеем dé, = fiw. Поэтому 


= fit Vie= | (Ри | ivrv=7, 


0х5” ixs 


Случай, когда отображение F только непрерывно, рассматри- 
вается с помощью следующей леммы. 


Лемма 31а. Если гладкие отображения fy, Л, гладкого 
многообразия М’ в гладкое многообразие М гомотопны, то 


они гладко гомотопны. 


Иными словами, существует гладкое отображение Р прямого 
произведения | Ж М’ в М, при котором F (i, р) = 1,(р)(&=0, 1). 
Мы можем считать, что М лежит в евклидовом пространстве Е 
(теорема 1А) и что существует гладкое отображение п некоторой 
окрестности U многообразия М на М (теорема 10A); аналогичный 
смысл имеют М’, Е’, И’, т’. Пусть @ — данное непрерывное 
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отображение произведения J Х М’. Очевидно, мы можем предполо- 
жить, что G определено на J’ K М’ (/cint(/’)) и при этом 


GU. р=л®) (#<3). 0 р=Л® (#>3). 


Положим 
С’ (Е, 9) = С (Е, (9) 3 (9Е1’) 


тогда С’ есть непрерывное отображение открытого подмножества 
Г.Х U’ евклидова пространства YX Е’в М. По теореме Вейер- 
штрасса об аппроксимации (П. Ш, лемма 4а) мы можем найти 
гладкое отображение G* произведения /’Х И’ в Е, сколь угодно 
хорошо аппроксимирующее отображение G’ на множестве /Х М’. 

Пусть ^ (Г) — действительная гладкая функция, равная 0 при 
[< 1/6 иЁ > 5/6 и равная 1 при 1/4 < Ё<Х 3/4. Положим 


ГР’ (Е, =GE, p)+AOIGE, р) — Ц, р) 


в I’ M’. При Ё, принадлежащем некоторой окрестности отрезка 
[1/3, 2/3], отображение F’==G* гладко. При Ё< 1/3 и t > 2/3 
мы имеем соответственно @(Ё, р) = (р) и Git, p)=f,(p), и 
поэтому С и G*, а следовательно, и F’ являются гладкими ото- 
бражениями. Таким образом, отображение F’ гладко в ГХ М". 
Мы можем считать аппроксимацию настолько хорошей, что 
Е'(ЖХ М’) лежит в U. Тогда мы можем положить 


Е (Е, рр=<«(Р’@, р)); 


это и есть искомое отображение. 


32. О гладких отображениях многообразий. Результаты этого 
параграфа будут использованы в § 33. Пусть f — гладкое отображе- 
ние гладкого многообразия М’ размерности т в гладкое многообра- 
зие М размерности п, причем т > п. Для каждой точки р@ М’ ото- 
бражение У] (р) касательного пространства У (М’, р) в касательное 
пространство V(M, f(p)) является линейным; мы говорим, что f 
нормально в точке р, если это отображение является отображе- 
нием на все пространство У (М, f(p)). Для любой точки ЧЕМ 
мы говорим, что f нормально над g, если f нормально в каждой 


точке p€ f-*(9). 


Лемма 32a. Пусть заданы отображение f, удовлетворяю- 
щее указанным выше условиям, и точка 4, многообразия М; 
тогда существует гладкое отображение g, гомотопное } u 
произвольно близкое к f, которое нормально над 4). 
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Пользуясь системами координат около точки Gy и около любой 
точки многообразия М’, из рассмотрений § 5 мы заключаем, что 
искомая деформация может быть найдена, если мы докажем сле- 
дующее. Пусть Е’и Е — евклидовы пространства размерностей т 
и п соответственно, и пусть f — гладкое отображение некоторой 
окрестности U’ т-мерной клетки o’ CE’ BE, Возьмем точку 4% Е Е. 
Тогда мы можем найти отображение =, произвольно близкое к f, 
которое нормально в с’ над ду. 

Имеются два способа доказательства этого. 

(а) Пусть S — множество точек пространства Е, над которым OTO- 
бражение f нормально; тогда $ открыто. Если f т-гладко, то $ 
всюду плотно; это сразу вытекает из теоремы Морса и Сарда'). 
Поэтому малый параллельный перенос отображения f дает тре- 
буемое отображение g. 

(5) Предполагая, что отображение f только гладко, можно 
получить требуемое отображение х с помощью малого параллель- 
ного переноса и вращения ?). 


Лемма 325. Пусть f —гладкое отображение многообра- 
зия М’ в многообразие M(m>n); предположим, что f нор- 
мально над точкой %ЕМ. Тогда 


_ (8) Ма = f=" (4%) 


есть гладкое (т— п)-мерное многообразие (не обязательно 
связное) в М. 


Пусть f (ро) = 9. Пользуясь системами координат около ру 
в М’ и около gy в М, мы можем заменить некоторые OKpect- 
ности этих точек открытыми множествами А’, R BE’ u B E co- 
ответственно. Пусть py, 4, — соответствующие точки и 2 — COOT- 


ветствующее отображение множества А’ в Ю. Выберем в Е’ такой 
7 


/ 
базис вк чл » В. ЧТО 


Vg (р!, е;) =0 (i==n+1,..., М). 


1) См. Thom R., Quelques propriétés globales des variétés différen- 
tiables, Comm. Math. Helv., 28 (1954), 17—86, теорема 1,3 (стр. 20). 
(Имеется русский перевод, см. сборник „Расслоенные пространства“, ИЛ, 
1959. По поводу теоремы Морса — Сарда см. также гл. | монографии 
Л. С. Понтрягина, Труды матем. ин-та им. В. А. Стеклова АН CCCP, 1955, 
т. 45. — Прим. ред.) 

2) См. Whitney Н., Differentiable manifolds, Ann. Math., 37 (1936), 
645—680, свойство (D) на стр. 655. Очевидно, для этого не необходимо, 
чтобы f было взаимно однозначно, 
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Если é€,,..., е, — некоторый базис в Е, то мы можем задать 
отображение g компонентами 


=" (el, oc, д”, ХР, cc то ЦЕ ом) 
Так как векторы Уз (Py: е), 1=1,..., И, независимы, то опре- 
делитель 
д21 021 
ie ‘^^ ef 
оное ри / , 
д age =Veg(p, oo es Ven) 
ox! eee ox” 


отличен от нуля в точке p,. Поэтому в силу теоремы о неявной 
функции [см. (II, 7)] множество всех решений уравнения 2 (р) = 4 
вблизи р, дается равенствами 


x == gl (x"tt, ..., м”) па... № 


где функции $7 являются гладкими. Положим также, что 
$7 (хп+1,..., хт) = х/ при jf >; множество всех функций of 
задает гладкое отображение пространства YA” ” на некоторую 


окрестность точки р, в M,, которое является системой коорди- 
0 
нат в М, около 4 Перекрывающиеся системы координат, 
0 
очевидно, гладко связаны. 


33. Другие выражения для инварианта Хопфа. Мы устано- 
вим дальнейшие формулы для инварианта 1; из $31 (см. цити- 
рованную статью Уайтхеда), связывающие его с первоначальным 
определением Хопфа. 

Возьмем 5’, S, / такими же, как в $ 31. Выберем точку Е 
и допустим, что отображение f нормально над 4. В силу леммы 


326 М, — fo! (4) есть гладкое многообразие (не обязательно связ- 
ное) размерности п — 1. Ориентируем М. следующим образом. 
Выберем в V(S’, р) (где / (р) = 4) такой базис ej, ..., е’, опре- 
деляющий положительную ориентацию сферы 5’, что УЛ (р, е)=0 
при < п — | и векторы 


ec, = УЛ(р, en) en № УЛ(р, а] 
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определяют положительную ориентацию сферы 5; тогда векторы 


/ 7 
Co vee, @_, будут определять положительную ориентацию MHO- 


гообразия М.. 
Мы покажем, что если ® — такая п-форма на $, что fo= Ly 


5 
и если, кроме того, &@ = /’® в 5’ и отображение f нормально 
над точкой g, TO 


(1) ту fEV Ле= [Е 
Ss’ М. 


Из определения нормальности видно, что существует такая 
окрестность U точки 4, что отображение f нормально над каждой 
точкой 4’ этой окрестности; тогда каждое множество Мо’ (4' Е И) 
является гладким многообразием, и эти многообразия образуют 


—1 
„расслоение“ прообраза Г” (). Возьмем окрестность И связной. 
Предположим сначала, что ® = 0 вне U. Если дана точка g’ CU, 
то пусть А — гладкая дуга в U, соединяющая g с 4’. Множество 


f(A), очевидно, является гладким п-мерным многообразием 
M,cS’ с краем ОМА == Му, — М,. Если через Л обозначить 
отображение f, рассматриваемое только на М), то f, будет 
отображать M, B A; так как n> 1, то Л. ==0 во всех точках 


многообразия M,, и поэтому ло = 0 на M,. Следовательно, 


(2) fi-— ft= ft= fa= [Лоо 
M M МА 


ОМ д МА 


Если дана точка РЕМ., то, как выше, выберем базисы 


е „ие, ..., @, Так как УХ(р, e) =0 при {< п, то 


/ 
1? ..оу т 


Го (р): er a ® (7 (р))*е, , 


— единственная отличная от нуля компонента формы f*w(p). Сле- 
довательно, в силу (I, 6.6) 


[ (р) М f*w (p)] - ej, ose, 221 == [6 (р). et, ae, n—11 [® (У (р)). ет... п|- 


Поэтому, пользуясь представлением интеграла J EV fro в виде 
fat (VU) 


14 Уитни 
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повторного интеграла и вспоминая равенство (2), мы получаем 


fivfo= fiver o= Joa) fio) dp ag = 


sr s+) М 
=Jfefe=ft 
j 4 *y 
что доказывает равенство (1). 


Возьмем теперь любую форму w и соответствующую форму &. 
Выберем форму ®’ такой же, какова ранее была форма о, и вы- 
берем форму © так же, как в $31. Если f, есть отображение f, 


рассматриваемое только на M,, то Лаб ==0; поэтому 


[== Де+ло=— f ft=o. 
4 4 ыы. 
Так как d(é-+ f*0) = f*w’ (см. 5 31), то мы имеем 


ГЕ= Ге+Ло=т, 
mq в 
Наконец, мы интерпретируем число 1, как степень отображе- 
ния, откуда будет видно, что 1, есть целое число. Предположим, 
‘что отображение ff нормально над точкой 4 (см. лемму 32a) и 
что А есть гладкая цепь, ограниченная многообразием М.. (Иными 
словами, существуют симплициальный комплекс К, алгебраическая 
п-мерная цепь Ay в К и такое симплексно-гладкое отображение o 
комплекса К в $", что А=ФА и М, =9$дА,. Оно существует, 
так как 5’ есть сфера.) Тогда 


(3) fi fi | Pe fa 
M, aA A fA 


Так как f отображает границу дА = М, в одну точку, то fA 
есть п-мерный цикл на $, и поэтому он равен (алгебраически). 
DS, где D есть „степень“ отображения f, рассматриваемого на А. 
В силу (3) 


(4) = fo=Df[o=D 


DS $ 


Часть вторая 


ОБЩАЯ ТЕОРИЯ 


У. Абстрактная теория 
интегрирования 


Теперь мы введем г-мерное интегрирование в п-мерном: про- 
странстве Е” аксиоматически. Как видно из $ 1, 2 введения, 
в число областей интегрирования следует включить полиэдральные 
г-мерные цепи, а интегрируемое, которое мы называем „коцепью“ 
Х, должно быть линейной функцией от цепей. В зависимости от 
того,. какие дальнейшие условия налагаются на Х, мы получаем 
„бемольные“ или же „диезные“ коцепи. Основные факты, хотя 
при их выводе мы пользуемся тем, что пространство Е” является 
евклидовым (11. I, 13), очевидно, имеют место независимо от выбора 
метрики и, следовательно, справедливы в аффинном пространстве; 
ср. (УП, 10). В этой главе мы предполагаем знание большей 
части гл. I, части гл. II, начала гл. Ш и некоторых частей при- 
ложений. 

Существует естественное определение „массы“ | А|] полиэдраль- 
ной цепи А. В терминах массы мы даем в явной форме определения 


„бемольной нормы“ | A? И „диезной нормы“. | A|* цепи A. Попол- 
нение пространства г-мерных полиэдральных цепей, снабженногс 
одной из этих норм, приводит к банаховым пространствам (II. I], 14) 
СЬ” и С#” соответственно; элементы этих пространств называются 
соответственно „бемольными цепями“ и „диезными цепями“. Требо- 
вание, чтобы функция Х. А полиэдральной цепи А была в одной 
из этих норм ограниченной, представляет собой условие того, 
чтобы Х было элементом пространства, сопряженного к одному 
из этих пространств; Х является соответственно „бемольной“ или 
же „диезной“ коцепью. Диезная норма имеет простые аналитиче- 
ские свойства (см. $ 10), но менее важна с топологической точки 
зрения, так как граница OA диезной цепи A, вообще говоря, не 
определена. 

Легко убедиться в TOM, что в размерности нуль понятия „бе- 
мольная“ и „диезная“ совпадают. Каждая бемольная (или диезная) 
нульмерная коцепь Х соответствует некоторой действительной 
функции O(p), которая является „диезной“ (мы могли бы назы- 
вать ее и „бемольной“), т. е. функция Y ограничена и удовлет- 
воряет условию Липшица. В размерности п бемольная норма и 
масса цепи совпадают. 

Определение „комассы“ |X| коцепи Х сопряжено к определе- 
нию массы. Формулы для бемольной и диезной норм коцепи Х 
выражают эти нормы через |X|, |4Х| и „константу Липшица“ 
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2, коцепи X; см. (4.8), (7.2) и (7.8). В § 8 приводится харак- 


теризация этих норм с помощью простых. неравенств. 

В $9 доказывается один алгебраический факт, играющий ос- 
новную роль в $ 10. В этом последнем параграфе мы показываем, 
что между диезными коцепями и ограниченными, удовлетворяю- 
‘щими условию Липшица дифференциальными формами, существует 
взаимно однозначное соответствие. Аналогичная теорема для случая 
бемольной нормы (теорема Уолфа) требует лебеговских методов; 
она будет доказана в гл. [Х. 

Основная задача состоит в получении результатов этого рода 
с ослабленными условиями, налагаемыми на коцепи. Приведем 
один пример. Будем говорить, что линейная функция X полиэд- 
ральной г-мерной цепи А является полудиезной, если имеет место 
следующее: 

(а) Масса |Х| локально конечна; иными словами, для каждого 
ограниченного множества R существует такое число Nr, что 


|Х.А| < Nel А| для любой полиэдральной цепи ACR. 


(5) Для каждой точки р и произвольного = > 0 существует 
такое © >> 0, что для любого (г + 1)-мерного симплекса э 


| Х. 03| <:| 03|, если «=. (р). 


(с) Мы можем выбрать число С в (5), так что для любого 
г-мерного симплекса с и любого вектора UV 


|X» (Го —)|<=|3|, если в>= И. (р), |v; < 6 


Доказательство в § 10 проходит при этих предположениях 
без каких бы то ни было существенных изменений; мы находим, 
что между г-мерными полудиезными коцепями и непрерывными 
г-формами существует взаимно однозначное соответствие. 

Цель $ 13 состоит в том, чтобы показать, что любая бемоль- 
ная коцепь является „слабым пределом“ некоторой последователь- 
ности диезных коцепей. Это имеет различные важные приложения; 
например, любая бемольная цепь может. рассматриваться как диез- 
ная цепь. 

В определениях норм массы |D| и |OD| рассматриваются как 
величины одного и того же типа оно хотя D u OD имеют 
различные размерности. В „о-нормах“ из $ 15, если считать, что р 
имеет размерность расстояния, восстанавливается размерностное 
содержание. ~<a 

„Массу“ общей (бемольной или диезной) цепи можно опреде- 
лить тремя способами; в § 16 мы показываем, что все эти опре- 
деления согласованы. (Вообще говоря, масса будет бесконечна.) 


1. ПОЛИЭДРАЛЬНЫЕ ЦЕПИ alo 


Это дает обобщение понятия площади „квадрируемой“ поверх- 
ности; ср. (Х, 4). 

Мы заканчиваем главу, показывая, что пространства цепей се- 
парабельны, в то время как пространства коцепей не сепарабельны; 
таким образом, эти пространства не рефлексивны. 


1. Полиэдральные цепи. Рассмотрим сначала г-мерные поли- 
эдральные цепи в Г-мерном пространстве Е”. Пусть 9,, ..., “и — 
ограниченные неперекрывающиеся ориентированные полиэдральные 


области в Е” (П.П, 2). Каждой области o, мы припишем неко- 


торый коэффициент A,; тогда выражение 4,9, мы будем называть 
г-мерной полиэдральной цепью А в Е”. Мы можем задать цепь 
А, ориентируя Е” и задавая в Е” функцию А(р), равную а, или 
же —a, в int (<), в зависимости OT того, имеет в, ту же 
ориентацию, что и Е”, или противоположную, и равную нулю во 
всех остальных точках пространства Е”. Мы считаем, что А = В, 
если соответствующие функции равны всюду, за исключением ко- 
нечного множества полиэдральных клеток размерности < г. Заме- 


тим, что если my есть подразделение клетки 95;, TO полиэдраль- 


ные цепи Yay, И Зак, совпадают. 
i,j 
Opponent произведение аА с помощью функции аА(р) и 


сумму А-В с помощью функции A(p)-+B(p); цепи, очевидно, 
образуют линейное пространство. Если даны две цепи А = Ха, 


и B=: »6л, TO мы можем найти общее подразделение клеток 
с, и t,, имеющее клетками с, (П. П, лемма 35); тогда, если A= 


йе, В = >) b's’, то мы имеем А+В= (а. 5) о. 
Полиэдральная г-мерная цепь А в пространстве Е” состоит 
из конечного множества различных г-мерных плоскостей вместе 
с полиэдральной г-мерной цепью в каждой из них. Мы можем 
отбросить какую-либо г-мерную плоскость, если часть цепи А, 
лежащая в ней, равна нулю. Мы можем задать A, ориентируя 
каждую Г-мерную плоскость и задавая в ней функцию А(р). 
Определение произведения аА очевидно. Чтобы определить 
сумму А-В, возьмем все г-мерные плоскости, участвующие 
в определении цепей А и В, и сложим в каждой из них А(р)и 
В (р). И на этот раз цепи образуют линейное пространство, кото- 


poe мы обозначаем через СР” (Е”). 

Как и прежде, любое выражение »а;5" определяет г-мерную 
полиэдральную цепь; подразделение клеток of не изменяет цепи, 
и мы можем отбросить или добавить член а,5', если a, = 0. Клетки 
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с; могут перекрываться; конечно, можно выбрать выражение цепи 
в виде линейной комбинации неперекрывающихся клеток с’. Мы 
могли бы допустить рассмотрение и „вырождающихся“ клеток of 
(П.П, 1); они представляют собой множества, не имеющие внут- 
ренних точек в соответствующей плоскости Е”; в этом случае мы 
считали бы член 45’ равным нулю. (Такие клетки возникают, на- 
пример, при доказательстве теоремы ЗА, см. ниже.) 

При г==0 мы имеем нульмерные цепи > 4°, где o? — точки, 
которые не предполагаются „ориентированными“. При raz” оп- 
ределение сводится к данному выше. 

Для любого представления > 4,07 цепи A, для которого клетки 
of не перекрываются и коэффициенты а, == 0, множество точек, 
принадлежащих (замкнутым) клеткам о’, одно и то же. Это мно- 
жество точек называется носителем (Support) spt(A) цепи А. 
Мы говорим, что цепь А лежит в R и пишем ACR, если 
spt (A)CR. р 

Граница OA цепи A= Qasr определяется как Харе. 16, 
что граница не зависит от представления цепи A, легко увидеть, 


вычислив (OA)(p) с помощью А(р). Например, если А = а — Dr, 
где си т— клетки, лежащие в Е” и ориентированные так же, 
как и ЕР’, и do=o7-1!4+. ..., Ot =—o’-!4 ..., то в ориенти- 
рованной плоскости E’~! клетки 5”’-' мы имеем (9А)(р) = а— 6 
внутри клетки ”-!. Конечно, д(аА) =адА, д(А- B)=0A-+ OB, 
090А = 0. 


2. Масса полиэдральных цепей. Напомним, что для про- 


извольной Г-мерной клетки о символ |o|==|c|, обозначает 
г-мерный объем этой клетки. При r= [<|=1. Macca 
r . 
полиэдральной цепи 4,83 определяется следующим образом: 
r 
(1) | Хам =» |4, || 9 | если клетки of не перекрываются. 
Если цепь А определена с помощью функций А, (р), ... в раз- 
личных Г-мерных плоскостях Р.,..., то мы, очевидно, имеем 
эквивалентное выражение: | 
а 
(2) [41 = У, fl Aap. 
i P 


i 
При г==0 p> a°| = № |а,|, если точки 9 различны. Очевидно, 
(3) [А |= [а] А|, | АВ < А-В 

и | А| 0, если А-0; следовательно, масса является нормой 
(TI, 1, 8). 
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Лемма 2а. Пусть п — ортогональная проекция простран- 
ства Е" на $-мерную плоскость P*. Тогда 


(4) [А] <| Al. 


По определению к У ас, = >) a,79,. Проекция mo, либо вы- 
рождается (Ш. П, 1) ив этом ар. выпадает из TA ($ 1), либо же 
удовлетворяет соотношению |пс |< |°|; таким образом, неравен- 
ство (4) справедливо. 


Лемма 25. /Лусть О — выпуклая полиэдральная клетка 
в Е", и пусть п — проекция пространства Е" на ©, опреде- 
ляемая следующим образом: 


(5) п (р) = точке клетки Q, ближайшей к р. 
Тогда имеет место неравенство (4). 


Нетрудно видеть, что Е" разбивается Ha полиэдральные об- 
ласти, в каждой из которых отображение п аффинно. Запишем 


А = Хаб, где каждая клетка с, лежит в одной из этих областей. 
Рассмотрим любую клетку с,. Ясно, что п не увеличивает расстоя- 
ний; пользуясь в <, такими же координатами, как и в конце (I, 12), 
мы видим, что |тпо,| «|с,|. Таким образом, неравенство (4) спра- 
ведливо. [Ср. доказательство равенства (УШ, 1.29).] 


3. Бемольная норма. Бемольная норма | 4]? полиэдральной 
г-мерной цепи А в пространстве Е" определяется следующим 
образом: 


(1) ПАР =inf {| A—@D|-+|D]}, 


где нижняя грань берется по всем (r-+ 1)-мерным полиэдральным 
цепям /[). См. также § 8. Очевидно, что 


(2) JaA|? = а ПАР, | АЕВР АР ВР. 
Мы докажем ниже ($ 12), что 
(3) | Al? = 0 в том и только в том случае, если A= 


Отсюда следует, что | he есть норма. Наделенное этой нормой 


] 
пространство CP° (Е”), если его пополнить, становится банаховым 
пространством СР (Е”) (П.Т, 14). Мы называем элементы этого 


пространства бемольными цепями. Массу в этом пространстве 
мы определим в § 16. 

В силу леммы 26 мы можем в (1) потребовать, чтобы цепь О 
лежала в наименьшем выпуклом множестве, содержащем носитель 
spt(A). См. также лемму (УП, 5b) и формулу (VIII, 1.1). 
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Логическая структура следующих параграфов такова. Вплоть 
до $12 мы пользуемся только полиэдральными цепями с по- 


лунормой А [?; в $ 12 доказывается, что она является нор- 
мой. Тем самым будут доказаны все факты, установленные 


в этих параграфах !). Это же относится и к норме |A|*. 
Докажем два элементарных неравенства, сначала для полиэд- 
ральных цепей: 


(4) _ 10АР АР < Al. 


Второе неравенство сразу следует из (1), если положить D = 
Чтобы доказать первое, выберем для данного з > 0 такую цепь 


О, что |А 8D ED < АР =. Теперь, полагая О’ = А— ОО, 


имеем 


19А — 0D’ 1-1’ =|А— 90| <| Al? +e; 


поэтому |0A | a |4]? —- = и неравенства (4) доказаны. 

Определим теперь OA для любой бемольной цепи A и докажем 
первое из неравенств (4). Пусть, скажем, А = ИмР A,, где A; — 
полиэдральные цепи. Тогда | А; aol” — 0, и mostomy B силу (4) 
|0A, —— 264, |" —0. Следовательно, дА,, 0А., ... есть фундамен- 
тальная ни, она определяет некоторый элемент 
пространства СР, который мы обозначим через OA. pe ani 
не зависит OT выбора последовательности. Так как | ОА, |? Ра Зы 
то при {> со мы получаем первое из неравенств (4) для А. Оче- 
видно, 00А = 0. В силу (4) д есть непрерывная операция. 

Для данной г-мерной ориентированной клетки св Е" и вектора U 
пусть Г.с обозначает таким же образом ориентированную клетку, 
содержащую все точки р-- 9, рЕс. Положим 


Ty У 49; == > aiT 15}, T, lim? А, = lim? T,,A,. 


Пусть @.с есть (r-+1)-MepHad ориентированная клетка [обозна- 
чаемая в (П.П, 13) через 8. (ГХ )|], состоящая из всех точек 
p-tv, рЕс, О<Е< 1. Продолжим функцию @,A линейно Ha 
множество всех полиэдральных цепей А. В силу (П.Н, 13.5) 


д9.А =Т.А— А— 9, дА 
для полиэдральной цепи А. Очевидно, что 


(5) |D,A|<| || Al. 


1) To есть будет узаконено пополнение пространства ceo (Е) и рас- 
смотрение бемольных цепей. — Прим. ред. 
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С помощью неравенства (4) мы получаем отсюда 
(6) [T,A—A|? <]0|({A|+]04]). 


[Это имеет место и для любой бемольной цепи A; см. (VIII, 3.7).] 


Теорема ЗА. Если клетки в.,..., 5, параллельны и оди- 
наково ориентированы, а коэффициенты a, >0, mo 


(7) | 2,5; |? =| Хави = Ха чи; 
в частности, 
(8) [2] =e]. 


Положим а —=| Ха et |: число а равно >) ty |o,| даже в TOM слу- 
чае, если клетки о; перово, Допустим, что для некоторой 
цепи D 


[Ха — 0D|+|D| <a. 


Выберем г-мерную плоскость Р, параллельную клеткам о,, и пусть 
п — проекция в плоскость Р. Тогда в силу леммы 2а 


| Хао, — д=0 |+ |«Б| > в. 


Так как цепь D является (г-Р 1)-мерной, то тр ==0, поэтому и 


oxD =0. Кроме того, | Хао, | = УЖ а, |, | = а, и мы пришли 
к противоречию. Следовательно, равенство (7) справедливо. По 
поводу другого метода доказательства см. ниже теорему БВ. 


Для малых симплексов с имеет место равенство | дв |? ale |: 
нам это свойство не понадобится. Заметим, что 


(9) | dot |? = inf { [do], |" | } inf {2, |1} 
для любого одномерного симплекса о!. 


Теорема ЗВ. Если п — такая проекция, как в лемме 2a 
или как в лемме 25, то 


(10) |<? < |АР. 


В самом деле, для. любой Gor I -мерной. цепи D указанные 
леммы дают 
eee ee — |A—0D|-+ 10}. 


См. в этой связи теорему 16С. 
Установим еще одно свойство бемольной нормы: 


(11) |A|? =int {|A—oD |? +|D/°}. 
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Полагая D = 0, доказываем, что левая часть. > правой. Обратное 
неравенство следует из (2) и (4): для любой (г-- 1)-мерной цепи D 


АВ <|A—oD|’ + |951? <1А— 0-0. 


4. Бемольные коцепи. Бемольная г-мерная коцепь Х в про- 
странстве E” есть такая линейная функция от г-мерной бемольной 
_ цепи А в Е", значения которой мы записываем в виде Х. A, что 


|\X-A|<N vil для некоторого N; таким образом, она является 
элементом пространства (П. 1, 8) 


(1) СР —= С?” —= С?" (Е"), 
сопряженного к банахову пространству г-мерных бемольных цепей 


в Е". [До того как мы прочитаем 5 12, пространство С?” мы 


должны рассматривать как полусопряженное к пространству СР 
см. (II. I, 15).] По поводу цепей в открытых множествах RCE” 


см. (VIII, 1). Бемольная норма |X|? по определению (П. I, 8) 
равна 
(2) ЖР = sup 2-4!) — cup |Х.А|. 
АБ о LAI? ПАЯ 
Мы можем потребовать, чтобы цепи А в (2) были полиэдральными; 


[см. лемму (П.Т, 14а)]. На основании общей теории (II. I, лемма 8c) 
для любой г-мерной бемольной цепи А имеем 


Х.А 
(3) |A|? = sup i= sup |X- Al; 
п до |X? yx ibaa 
в действительности (П. |, лемма = существует г-мерная бемоль- 


ная коцепь X, для которой |X|? =1и X-A=|A|?. 
Определим комассу |X| бемольной коцепи Х 


4) |X| = sup Lt Al — sup |X. Al, 
AF0 


где А — полиэдральные цепи. В силу (3.4) комасса всегда конечна 
и Х < Pd Для данной г-мерной бемольной коцепи Х бемоль- 


ная норма | Х | и комасса | Х| являются, соответственно, наимень- 
шими из/чисел, удовлетворяющих соотношениям 


(5) IX AL <|X[PIA|?, |Х:А|< 


для всех г-мерных полиэдральных цепей А. foe неравенство, 
конечно, справедливо для всех г-мерных бемольных цепей A, BTO- 
poe же будет доказано для всех цепей А в § 16. 
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Кограница АХ г-мерной бемольной коцепи Х есть линейная 
функция (г-- 1)-мерной цепи, определяемая условием 


(6) | аХ. А=Х.дА. 
Kak ив (П.П, 7), ааХ ==0. В силу (5) и (3.4) 
|аХ- А|=|Х.9А| < || 9АР < XP] Ay? 


для всех (r-+-1)-MepHbIx цепей A; поэтому dX является бемольной 
коцепью и |4Х |? «| ХР. Таким образом, 


(7) ХР, [dX] <] aX]? < ХР. 
Докажем теперь обратные неравенства; именно 
(8) |X|? = sup {| X|, [@Х|}. 


Мы должны доказать, что левая часть < правой. Возьмем любую 
полиэдральную цепь А и любое = > 0. Выберем такую полиэдраль- 
ную цепь D, что а -—- 00-е - Тогда, если М — 
правая часть равенства (8), то 


|X- Al <|X-(A—OD)|+1X- dD] <|X|] A—aD| +] aX] |5 < 
<M(|A—oD|+|D|)<M(lAl? +2), 
поэтому |Х. А| < M|A|?, и неравенство доказано. 


Теорема 4А. Если Х— такая линейная функция г-мер- 
ной полиэдральной цепи, что |X| и |аХ| конечны, то она опре- 
деляет единственную Г+мерную бемольную коцепь и имеет 
место равенство (8). 


В самом деле, проведенное выше доказательство показывает, 
что если Х рассматривать только на множестве полиэдральных 
цепей, то верхняя грань |X р конечна и удовлетворяет условию (8); 
следовательно, функцию Х можно единственным образом продол- 
жить на СР (П.Т, лемма 14а), и равенство (8) имеет место. 

Покажем, что комассу |X| можно определить, если в (4) pace 
сматривать только симплексы: 


Х.с 
(9) |X| = sup } | Yt Ls симплексы ob. 
Так как неравенство > выполняется, то достаточно показать, 
что для каждого > 0 существует симплекс в, для которого 
|X-a|/|o|>|X|—e. Мы можем выбрать такую полиэдральную 
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цепь А, представленную в виде А — >) a,5, с неперекрывающимися 
симплексами с,, что 


14| = Ж1а,||9|=1, |Х+А|>|Х|-—е. 


Тогда для некоторого симплекса с, выполняется требуемое Hepa- 
венство; в самом деле, в противном случае мы получаем противо- 
речие: 


ХА < Ум [ХИ < Ха Х|Ь— | =|Х|-— в. 
Заменяя Х на АХ, мы находим: 


(10) |dX| = sup] АТ: 

Рассмотрим случай r==Q. Так как каждая точка р простран- 
ства Е” является нульмерной клеткой, то каждая нульмерная бе- 
мольная коцепь Х определяет некоторую действительную функцию 
Dx: Эх(р)=Х.р. 

Мы говорим, что некоторая функция $Ф, принимающая значения 
в банаховом пространстве, является диезной, если и &, [см. (II, 4)] 
и |Ф| конечны; ср. доказательство формулы (7.9) и $ 10. 


симплексы с } 7 


Теорема 4В. Нульмерные бемольные коцепи Х соответ- 
ствуют действительным диезным фунхциям Ох; при этом 


(11) |X|==|Dx|, |@X|=£(Dx). 
Первое равенство сразу следует из (9), так как |o°|==1. Для 
любого одномерного симплекса с! = pq имеем 
Х. д1 = X+ q—X+ p= Dx (4) — Dx (P). 
Так как |o!|==|qg—p| (длина вектора а— р), то соотношение (10) 


дает второе из равенств (11). | 
При г==п каждая ограниченная непрерывная функция ф с по- 


мощью равенства !) Х-в= [9 определяет некоторую п-мерную 
a 


коцепь Х. Вообще же п-мерные коцепи соответствуют ограничен- 


1) Точнее говоря, следует выбрать некоторую ориентацию простран- 

ства Ё” и положить Х.в = + [ Ф, где интеграл берется без учета ориен- 
` р . - | в. 

тации клетки o, а знак выбирается в соответствии с тем, совпадает или 

не совпадает ориентация клетки ‹ с ориентацией пространства Е”. Иначе 

говоря, Х +в = f ow, где ©) — единичный п-ковектор пространства В".— 


в 


Прим. ред. 
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ным измеримым функциям; см. (1Х,1). Tak как каждая (п + 1)-мер- 
ная полиэдральная цепь в Е" равна нулю, то для любой п-мерной 
коцепи Х’мы имеем АХ =0и | 4Х| =0. Поэтому в силу (3. р. и (8) 


(12) JA? =A], ХР =[Х| при г==и. 


5. Примеры. (а) Пусть А — одномерная цепь, образованная 
двумя ориентированными отрезками р, Po, PoP3 с углом при точке ро. 
Вставим в этот угол маленький треугольник О ==р’р.р., где 


точка р, лежит на отрезке р;рь, так что | А— 00| =р.р.-- 
рр. р.рз. Если треугольник О достаточно мал, то | А — 00 | -+- 


15] < ТА таким образом, | 4]? <|А|. Мы можем теперь вста- 
вить маленькие треугольники в ‘углы при точках р, и р; ит. д. 


Точное значение величины |А|Р автору неизвестно. 


(5) Пусть со — одномерный симплекс, || =а < 2; пусть, далее, 
|jv|=b<a/2 и А=Т,5 — в. Тогда О = @,5с есть параллелограмм 
‚и неравенство (3.6) дает | 


ПАР < (а 2) < 2а=|А|, 


Мы можем заменить две стороны параллелограмма ломаными ли- 
‘ ниями, несколько урезав параллелограмм D, и тем самым показать, 
что. | АР < bD(a+ 2). 

(с) Пусть в; и t,— точки — 1/2 И 1/2! соответственно в про- 
странстве E!, Рассматривая эти точки как нульмерные клетки, 
определим нульмерные цепи | 


/ . / / 
А; =, » | А, =А-А-... НА, 
Пусть В, — отрезок от в; до t;. Тогда | А, В ==|0B,|> =| В, | = 2/2’, 
и поэтому А =ШтР A, существует (предел относительно бемоль- 
ной нормы). Очевидно, мы не можем приписать цепи А конечной 
массы. | 
(4) Пусть в примере (с) А», содержит точки op, ..., 5, с коэф- 
фициентом —[ и точки %), ..., T,4, с коэффициентом 1. Тогда 
А” — ese А„, существует и „содержит“ те же точки, что и А. 
> © | 
[Носители совпадают; см. (УП, 3)]. Однако А’ = А при т #0. 
Например, если Х есть нульмерная коцепь, - определяемая функ- 
цией Dx (р) == 1 (для всех р), то Х. А==0, Х. A =m. См. в этой 
связи (VI, 1). 
(е) Мы можем построить аналогичные одномерные цепи в Е" 
с парами отрезков. 
(f) Легко можно построить такую последовательность A,, Ao, ... 
ориентированных ломаных линий на плоскости, что предел ИтР A, 
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существует и изображается дугой, не спрямляемой между каждыми 
двумя ее точками. Для этого можно воспользоваться графиком. 
недифференцируемой функции. 

(>) Пусть в Е! одномерная коцепь Х определяется условиями 


Dx (Ё) = Х. = f Dy. 


tT 
ГЕ 


Тогда |Х|=1, АХ =0, и поэтому |X|? —=1. Далее, X-o<|o] 
для любого одномерного симплекса о. Более того, Х. А«|А|=|А|? 
для всех!) А. В самом деле, для того чтобы имело место равен- 
ство, цепь A, очевидно, должна была бы быть „сосредоточена“ 
в точке { —=0, что невозможно [см. (УП, 9)]. 


6. Диезная норма. Если в рассмотренном выше примере (b) 
мы с помощью параллельного переноса (сдвига на расстояние 6) 
совместим отрезок с (длины а) с отрезком 7,5, то цепь А станет 
нулевой. Это наводит на мысль ввести для А новую норму, 
которая была бы Cab< | А4|?. Мы осуществим эту идею сле- 
дующим образом. 

Если дана г-мерная полиэдральная цепь A, то мы рассмотрим 
всевозможные представления У 4,0, цепи A; затем, сдвинув произ- 
вольно каждую клетку 6,, мы заменим А цепью У, T,, и найдем 
бемольную норму результата; наконец, прибавим к ней „величину 


сдвига“ »|а,||,||9,|, взятую с некоторым множителем, и най- 
дем минимум полученной величины. Таким образом, мы определяем 


диезную норму цепи А (см также § 8): 
| az] | oz] 91 | 
(1) pA ing {meets ed eer es wee +] Male, с A=) a}: 


Множитель 1/(г-— 1) подбирается с таким расчетом, чтобы мы 
могли доказать равенство (7.8); см. пример (е) из 8 11. Заметим, 
что можно брать и клетки с,, которые не лежат в spt (A); см., Ha- 
пример, доказательство неравенства (7.7). Согласно (VIII, 1.29) 
мы можем потребовать, чтобы ‘все с) и Ty 94 лежали в любом дан- 
ном выпуклом открытом множестве, содержащем А. 

Взяв все 9; = 0, видим, что 


(2) | [Ap <j Al’, 


Очевидно, |aA|* =|a|| А, [A+B <|Al*+1 8)"; в $ 12 
мы докажем, что если А - 0, то и [А + 0. Пополняя прост- 


1) Разумеется, отличных от нуля. — //рим. ред. 
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ранство полиэдральных цепей, снабженное этой нормой, ‘получаем 


пространство СЁ (Е”) г-мерных диезных цепей в Е". 
Мы не определяем OA для диезных цепей A; см. 8 11, при- 
меры (с) и (4). 


Теорема 6A. Для любой г-мерной полиэдральной цепи А 
и любого вектора Vv 


# САП! 
(3) ТА — АР т. 


Допустим: сначала, что А =. Положим 


61—40, 6. —[Г.0, 9 ==9, 9, =0, @а=—=— 1, а4=ЬЁ 


Тогда а Гис, + a.Ty,5, = 0 и из (1), как и требуется, получаем 
|T,o—o|* < || |vl/(r-++ 1). Неравенство (3) теперь будет дока- 
зано для любой полиэдральной цепи А, если представить ее в виде 
у.м где клетки 6, не перекрываются. 


Теорема 6B. [1ри предположениях теоремы ЗА 


(4) | Хави" =| Ха |= Ха: [чи |. 


Мы докажем это с помощью последующих теорем. Выберем 
г-мерную плоскость Р (ориентированную так же, как и клетки с;) 
‚и проекцию т, как в доказательстве теоремы ЗА. Определим 
коцепь Ху в плоскости Р условием X)-o==|o| (если клетка о 
ориентирована так же, как и Р). Определим коцепь Х в Е” усло- 
вием X - A= Ху . КА. Тогда АХ == 0, ® (Х) = 0, и поэтому в силу (7.8) 
|Х|# =|Х|=1. Очевидно, Х. Хаю, = Ха, |в,|. Следовательно, 
в (4) имеет место знак >); противоположное неравенство известно. 

Рассмотрим случай г==0. Покажем, что 


(5) |A|*=|A]?, если г=0. 


В силу (2) требуется только доказать неравенство >>. Возьмем 
для А любое представление Ура, с; и любые векторы vy. Пусть 
с, — одномерный симплекс, идущий OT ° к То, 07; тогда 
03; = То, 99 — 9? |9: ==|9,|. 
/ 
Теперь, полагая D=— dia, с; и пользуясь формулой (3.11), 
получаем 


>14 |e] | lA | У Тор = У [1-Е | 
+| Dap? + Уд? >|D|+|A—aD|’ >| АР. 


|5 Уитни 
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как и требовалось. Другое доказательство можно получить с по- 
мощью равенства (7.9) (см. ниже). 

В случае г==п мы отметим лишь, что возможно неравенство 
ПА < У ==-|A|. Например, если с и 7,9 не пересекаются и 
|v] <2, Fo | 

"Тов — 3 = | Тв —в|=2|3|, |T,o—o|* <0] |s|< 24]. 

Предостережение. Теорема ЗВ для диезной нормы 
не верна. В самом деле, возьмем г = п = |. Пусть © — отрезок [0,1], 
и пусть си 5’ — ориентированные отрезки [1—, Ши [1,14] 
соответственно. Положим А = 0’ — э. Тогда в силу (3) | А | < 2. 
Но |nA|* =|—o|* =e >|A|* приз< 1. 


7. Диезные коцепи. Диезная г-мерная коцепь есть элемент 
пространства С*’(Е”), сопряженного к пространству С#(Е”). 
Определим |X|, как в $4. Соотношения (4.2), (4.3) и (4.5) верны 
и с # вместо Р. В силу (6.2) | 


(1) «ХР < ЕЁ. 
Следовательно, каждая диезная коцепь является бемольной 
коцепью +), 

Определим константу Липшица коцепи 
у = Яр pe hoe {ge U, A — полиэдральные |. 

| A | | U | цепи = 0 

В силу (6.3) эта верхняя грань для диезных коцепей конечна и 
(3) (r+ 1)2(X)<[X]*. 


Г) Собственно говоря, диезные коцепи и бемольные коцепи являются 


элементами различных пространств СЁ” (£7) и СР” (Е"), и нельзя гово- 
рить о их совпадении. Условимся, однако, для любой (бемольной или 
диезной) коцепи Х через Х” обозначать коцепь Х, рассматриваемую 
только на полиэдральных цепях.`Если задана линейная функция X на про- 
странстве всех г-мерных полиэдральных цепей, то она тогда и только 
тогда совпадает с X’ для некоторой бемольной или диезной коцепи Х, 
когда для всех полиэдральных цепей А выполняются соответственно 
неравенства |%Х (А) | < №М| А |?, |Х (4)1< NIA \# (где М№ — некоторое 
число). Автор неявно отождествляет функции Х и Х,, и это позволяет 
ему утверждать, что всякая диезная коцепь является бемольной коцепью. 
Иначе говоря, если Х— диезная коцепь, то функция X = Х” удовлетво- 


ряет He только условию | (А) | < №М| A|*, но и условию | (А) |< М|А|Р. 
[см. (6.2)], и потому существует такая бемольная коцепь X,, что X =Д,.. 
При этом ра < | хх, что и дает точный смысл соотношения (1). 


Автор и далее не делает различия между Хи АХ” утверждая, например, 
что кограница диезной цепи не обязана быть диезной. — //рим. ред. 
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_ Покажем, что 
(4) £(X) = sup | 


Если задано в > 0, то мы выберем A~O и v+O0 так, чтобы 


|X -(T,A— A)| > ®(®—«ИА[[9|. 


|X-(Tya—s)| . 


симплексы о р 
[9 [9] 


Запишем А = У а5,, где симплексы о; не перекрываются и коэф- 
фициенты а; == 0. Достаточно показать, что для некоторого { 


|X (F2;— 9p) | = [2 (Xx) —e]| 9, || v1. 
Если бы это было не так для всех i, TO мы получили бы проти- 
воречие: | 
Х. (Т.А — А) [= [ХХ (Ту, — |< 

< > |411 (ХХ — 9:19 |= 8 (Х —e] | A] |v]. 


Кограница 4Х диезной коцепи не обязана быть диезной; 
см. $ 11, пример (а). Мы имеем 


(5) JAX |< |X|? < [ХИ. 
Соответственно равенству (4.8) теперь докажем 
(6) |X|¥ = sup (|1, 7+ 080} 


см. также ниже равенство (8). Согласно (1) и (3), нам нужно 
_ только доказать неравенство <. Возьмем любое = >20 и любую 


полиэдральную цепь А. Выберем запись А = Ха, и векторы 9, 
так, чтобы было © 


| a; 1] 92] | 9;| 
И | ата < 1-е. 


В этом случае 
X-Al= | x i > a; (То, — 3) У a,Ty 91 | = 
<. (Ги — 31-Х: УаЙ в < 
< LX) D fay le, ИНЬ | У аТозив < 
< sup { (r+ 1) (Х), МР} (Al® +8), 
откуда и получается требуемое неравенство. 


Теорема 7А. Любая бемольная коцепь с конечной кон- 
стантой Липшица &(X) является диезной коцепью. 


Oro сразу следует из доказанных выше неравенств. 


15* 


228 У. АБСТРАКТНАЯ ТЕОРИЯ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 


Замечание. Линейная функция от полиэдральной цепи с ко- 
нечными |X| и %(Х) определяет диезную коцепь, если только. 
предполагается некоторая локальная конечность комассы | aX); 
ср. теорему 8В. Мы не можем отбросить условие этого рода; 


см. § 11, пример (5). 
Докажем теперь, что 


(7) |dX|<(r+1)2(X), если Х — диезная г-мерная коцепь. 


Согласно (4.10), нам нужно только показать, что для любого 
(г 1)-мерного симплекса в 


|Х. do] <(- 1% (Х)|<|. 


Если задано е > 0, то мы можем таким образом разбить плоскость Р 
симплекса с на равные кубы, что если o,,..., <„— кубы, лежа- 
щие в о, а от-1,..., су — части кубов, заполняющие оставшуюся 


| 
часть симплекса с, то !) „> feu <e/|dX|. Каждый куб o, (i < т) 


имеет 2(r—+ 1) граней, meee: можно представить в виде ос,, и 
ры pik (kA=1,...,7-+1). Далее, при надлежащем выборе ориентаций 


да, Узи — и) см. (Ш, 11.2). Теперь при {< т мы имеем 
Х. 45| < Ух, и) | < SEED 55 118s ODE iey, 
Следовательно, 


1 1 
> x: дс, 
i=1 


<MO+VEMlal+ Х ПахИа| < 
< ОХ) в, 


откуда и следует требуемое неравенство. 
Из (6), (4.8) и (7) получаем | 


(8) хр =sup{|X|, 7+ 1) £(X)}, если Х — диезная r-Mep- 
ная коцепь. 
В силу (6.5) имеем 
(9) 1х —=| ХР, если r=0. 


Прямое доказательство можно провести следующим образом. Если 
нульмерная коцепь Х соответствует действительной функции 
Ох: Х.-р==0Ох (р), то равенство (4) показывает, что ®(Х) = (Ох). 
Теперь из (8), (4.11) и (4.8) получаем нужный результат. 


1) Предполагается, что |4Х| = 0, так как в противном случае нера- 
венство (7) очевидно. — /1рим. ред. 
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Ниже, почти в конце § 10, мы покажем, что при г = каждая 
коцепь Х соответствует некоторой действительной диезной функ- 


ции Dx; поэтому имеет место 


`Теорема 7В. В евклидовом пространстве Е" и нульмер- 
ные диезные коцепи, и п-мерные дигзные коцепи в точности 
соответствуют действительным диезным функциям. 


Для п-мерных коцепей соответствие между Хи Ох зависит 
от метрики. 


8. Характеризация норм. В линейном пространстве г-мерных 
полиэдральных цепей в E” имеются различные нормы; мы рассмо- 
трим  полунормы | |’, удовлетворяющие одному или нескольким 
из следующих условий (5° обозначает $-мерный симплекс): 


(1) 
(2) | дог! р = | gr +1 |, 
(3) ее 


Напомним, что верхняя грань некоторого множества полунорм, 
если она конечна, является полунормой (11.1, лемма 155). 


Теорема 8A. Для каждой размерности г масса, бемоль- 
ная норма и диезная норма являются наибольшими полунор- 
мами в пространстве полиэдральных цепей, удовлетворяю- 
щими соответственно условиям (1), (Г) и (2) и (1), (2) и (3). 


Так как эти нормы удовлетворяют указанным условиям, то н: м 
нужно только показать, что любая полунорма, удовлетворяющая 
этим условиям, не превосходит соответствующей нормы. 

Для массы доказательство получается моментально. Если дана 
произвольная хг-мерная полиэдральная цепь A, то запишем 
A= Уар,, где в, — непересекающиеся симплексы. Тогда, так 
как | |’— полунорма, TO 


Ara ао Ji] afl] 1] 


Для бемольной нормы прежде всего заметим, что если | | 
удовлетворяет условиям (1) и (2), то для произвольных г-мерных 
цепей С и (r+ 1)-мерных цепей D мы имеем 


Ic’<|c|, Jed < В]. 
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Первое неравенство доказано выше. Для доказательства второго 
запишем D = У ав, где с; не перекрываются; тогда 


[90| < >| 411081 "< а, || o,| =| DI. 
Теперь возьмем любую Г-мерную полиэдральную цепь А. Если 


задано = > 0, то выберем такую цепь О, что |A—OD|-+-|D|< 
<|A|? +e. Тогда 


АГ < А дБ Г-Н 9 <|A—OD|+|D| < АР, 


/ 
откуда следует, что |A| <|Al?, как и требовалось. 
Для диезной нормы возьмем любую Г-мерную полиэдральную 


цепь А и любое => 0. Выберем запись А = У; ар, и векторы у, 
так, чтобы было 


1% b 
Lael 4) Vato] «А 


Предполагая, что выполняются условия (1), (2) и (3) и по- 
этому ic; ier. мы находим 


JA! < №14, ||Т— 3; |’ +|2a,7,,0 с |, 


И правая а не превосходит выписанной выше величины, по- 
этому |A| «| АЙ. 


Лемма 8a. Для каждого $-мерного симплекса зв суще- 
ствует число М, обладающее следующим свойством. Пусть В — 
произвольное кубическое подразделение плоскости`Р симп- 
лекса 6, кубы которого имеют диаметр 8 < Чат (5). Пусть 
Тез № — содержащиеся в в части тех кубов, которые 
пересекают Os. Пусть <, ., т —_ все $-мерные симплексы, 
ae в регулярное ‘подразделение (П.П, 3) клеток т,. 


(4) М. 


Заметим, что каждая ($—1)-мерная грань каждого симплекса tT 


a / 
имеет диаметр <6 и поэтому массу < 85° ', следовательно, | Ox; | а. 
<(s+1)8°"", и полагая № =(s-++1)N/|0s| (N’ зависит от 9), 
мы из (4) получаем. 


(5) Ds | Ot, |< №103 |. 


Положим г=$— 1. Любая г-мерная грань любой клетки т, 
является либо частью грани некоторого куба из К, либо же 
частью грани симплекса с; таким образом, число г-мерных гра- 


8. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ НОРМ 291 


ней клетки t, не превосходит М, =3$ --1. Каждая грань мень- 
шей размерности клетки Tt, является пересечением г-мерных гра- 
ней; поэтому имеется не более M, граней всех размерностей, где 
М, — некоторое фиксированное число. Каждый симплекс Toe со- 
держащийся в T,, определяется некоторой последовательностью 


инцидентных граней клетки t,; поэтому в любой клетке х, имеется 
не более М. симплексов t,, где М; — некоторое фиксированное 
число. 

Положим 6, == Чат (5). Пусть, скажем, ds= У и P,— 
плоскость симплекса 67: положим 


Ю, = РЬ ПО (%), М==25° М. >)| R, |. 


Теперь возьмем, как и выше, х, и t,. Пусть А, — множество тех 


точек плоскости Р симплекса с, которые находятся от P, на рас- 
стоянии, не превосходящем 6, и ортогональная проекция которых 


на плоскость P, лежит в Ю,; тогда | Re| == 28 В, |. Пусть t7—ky6, 

содержащий t, Каждый куб т” р т в некотором К,. Так как 
1/2 

| =; | = (8/s"”)’, TO число у, кубов <, содержащихся в В, не пре- 

восходит 5” | Ю» | / 8°. ие 


255/% | Ю N 
¥< Ms Vy <M Ye et = 


0 
Лемма 8b. Для любого $-мерного симплекса в 
| 8 | 08 | 85 
б р Е ok “ai № 

(6) | Зеро <7 
где 6= diam (5). 

Запишем с ==робу, где в — наименьшая /-мерная грань сим- 
плекса с (fF == Ss — 1). Выберем некоторую вершину грани op; пусть 
°,,..., 9; — векторы-ребра грани °,, идущие из этой вершины, 


и < — вектор, идущий от этой вершины грани ву до ру. Тогда 
в силу (Ш, 1.3) и (I, 12.14) 


[дв | > (s+ 1 || =(s + 1) eV МТ, 


‚_ ИЯ М] 6 [92 У... Му | 


и неравенство (6) доказано. 


Лемма 8c. Пусть | |’ — полунорма в пространстве г-мер- 
ных полиздральных цепей, удовлетворяющая условиям (1): 
и (3), а также условию 

(Н) Для каждой точкир и любого е > 0 существует такое 
С > 0, что 
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(7) |д°|’< = [Чат (5)]’ для (r+ 1)-мерных симплексов sCU, (р). 


Тогда эта полунорма удовлетворяет также и условию (2): 
laa |! < <|¢l. 


Замечание. Tak как |00| < (г + 2) [diam (с)]”, TO мы можем 
условие (7) заменить !) условием у 


(8) — 10° <е|д°|, если вс. (р). 


| Пусть дан $-мерный симплекс оу (S==r—+ 1); определим число № 

по лемме 8a. Для данного = > 0 положим в, = в//М. Пусть & (р) 
удовлетворяет условию (7) для каждой точки р с а, вместо &. 
Выберем такое кубическое разбиение К плоскости P симплекса оу, 
что каждый куб (диаметра 6), пересекающий Oop, лежит в не- 
котором множестве (у(„(р). В обозначениях, которыми мы поль- 
зовались при доказательстве неравенства (7.7), мы имеем 


r+i r+t | 
, f Sir || Ue! __ 
|905; | < DY Тиз — чи | <> $ = [51 
Е=1. _ k=l 
_ для i=l, ..., 1. Пусть t, ..., ®‚—симплексы регулярного под- 


разделения клеток в, для J>m (клетки <, из леммы 8a); тогда 
vo’ << М. Кроме того, в силу выбора разбиения К имеем 
| ot; "< 2,6". Поэтому | 


т У т 
J 920 |" < 2 [aj № [94 | < [в ув" < [| 


и мы, как и требовалось, получаем | 05|’ < |в%|. 


Теорема 8B. Диезная норма в пространстве г-мерных 
полиэдральных цепей является наибольшей полунормой, удо- 
влетворяющей условиям (1), (3) и (Н). 


Прежде всего, в силу (6) диезная норма удовлетворяет усло- 
вию (Н). Наша теорема следует` теперь из последней леммы и 
теоремы 8A. 

Замечания. Мы не можем ее 9 условие (Н); cm. в $ 11 
пример (Г). Вместо условия (7) мы могли бы?) воспользоваться 


') Очевидно, из условия (8) следует (7). Обратно, если выполнено 
условие (7), то в силу er леммы и теоремы 8A норма | |’ He 
превосходит диезной нормы | |. Для диезной же нормы условие (8) 
выполняется. Действительно, в силу (6.2), (3. 4) и (6) мы имеем |103 1# < 

< |з|’< 51| 95|, где 8 = diam (<). — Прим. ред. . 
2) См. предыдущее примечание. — /1рим. ред. 
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условием (8) или же [см. (6)] могли бы предполагать, что для 
каждой точки р существуют такие числа N и 6 > 0, что 


(9) lds "< N{ol, если oCU, (р). 


9. Алгебраический критерий для поликовекторов. В сле- 
дующем параграфе мы найдем для каждой точки р функцию 
Dx(p, &) простого г-вектора a, обладающую определенными свой- 
ствами. Мы хотим показать, что эта функция определяет неко- 
торый г-ковектор. Следует вспомнить параграф (Ш, 2), в част- 
ности, теорему (Ш, 2В). 


Теорема QA. ГЛусть $ («) —такая дейст ‘ительная функция 
простого г-вектора, что 


(1) 9 (аа) = ay (2), 
r+i | 
(2) > (— 1)’ ((Ро ...Р:...Р,+1}) =0 для 205020 cumnacKca 
i=0 


Po-++Pr+t 
Тогда существует единственный г-ковектор & для которого 
Е. а==Ф (а), если а — простой г-вектор. 
Единственность очевидна; мы докажем существование. Прежде 
всего заметим, что | | 


(3) o({o})= e({o,}), если Ус,— некоторое подразделение 
симплекса с. 


В самом т {o,} =a, {9} gale некоторого а; и, так как 


{o} = >) {o,} =: Ха, (3]}, то Ха, =1. Следовательно, 
Seta Sota cpe-Sentte) tien 


Теперь определим функцию г-мерной полиэдральной цепи A 
в У, полагая 


(4) Ф (Ха) = >> ar? ({2)). 
Эта функция не зависит от представления цепи А. В самом деле 
если также А = > ajo), то, пользуясь леммой (П.П, 3b), мы 


можем написать А = >; Dake, где каждый из симплексов с; и 
каждый из симплексов у имеет симплициальное подразделение, 
состоящее из симплексов t,. Наше утверждение является теперь 
простым следствием условий (3) и (1). Очевидно, Ф является 
линейной функцией г-мерной полиэдральной цепи. 

Мы докажем теперь, что | 


(5) Ф(0В)=0 для всех (r+ 1)-мерных полиэдральных цепей В, 
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В самом деле, если В = ==рь...р,., — некоторый (г-- 1)-мер- 
ный симплекс, то равенство (6) немедленно следует из (2) и линей- 
ности функции Ф. Поэтому оно справедливо для всех В. 

Определим функцию F упорядоченного множества, состоящего 
из-Г векторов, условием 


(6) Es cose MI OH, VY ons УМО 
в силу (1) и (1, 1.13) функция F является альтернирующей. По- 
кажем, что она линейна относительно 9,; отсюда будет следовать, 
что’ она. линейна относительно каждого Uy. 

Рассмотрим следующие точки и симплекс. в пространстве У: 


Рю, =9, р, =9,, р. =, 9, O° = Р.Р. Р.. 
Если г—1 FO | 
Р (°,) =Ф (PoP1)) Р(°;)=Ф(р:р.), Р(®, {+ 24) = © (Pope) 


/ 2 

и соотношение (5) дает Е (°,)- F (v,) — F (9. °,) =0. Пред- 
положим теперь, что г > 1. Пусть t7-!— ориентированный парал- 
лелепипед, образованный векторами Up, ..., U,, и пусть 9’+!— де- 
картово произведение | 

Тогда o7+! состоит из всех векторов U,+ 12, и! С 50°, u,Ev-! и, 
значит, и, = 4,9, | 4,9), и, =ао,--. .. -- ао, где коэффи- 
циенты изменяются от 0 до | и аа, Клетки могут быть вы- 
рождающимися (П.П, 1). Теперь х ===” имеет 2(r—1) гра- 
‘ней to и tt (1=2,..., Г) и так же, как в (Ш, 11.2), 


дл’ 1 — в (— 1)' (2 — < ). 
Поэтому (П.П, 12.1) 
05711 — рор1 X *-Е Р1рз Х t™— PoP2 X t+ 
+ 2-18 K i — 2° XH). 


Так Kak t+ и <; параллельны, TO {aj} — (=; } и, таким образом, 
{a? Ж tf l= {o Xt}. Следовательно, из равенства Ф (do’+!)— 0 


‘мы получаем 


Ф (рр, X ) +O (рр Х ) = © (pope X 7). 
‚Это эквивалентно соотношению | 


P(t, ee ТО Uo ...) = (9, +4, Мок | 


что и дает требуемую линейность. 
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По теореме (I, 4A) существует такой г-ковектор &, что 
Eg. (©, М eee VoJ—F @, envy U,) = (9, \/ i oS \ 9); 


этим завершается доказательство. 

Пример. Взяв r=—1, положим ©(ае,) =а и 9(9) =0 для 
всех остальных 9. Тогда условие (1) выполняется, но функция O 
не соответствует !) никакому ковектору. Ср. § 11, пример (5). 


10. Диезные г-формы. Мы покажем теперь, что диезные 
г-мерные коцепи в E” в точности соответствуют некоторым диф- 


ференциальным формам. Соответствующую теорему для открытых 
подмножеств пространства Е” см. в (VIII, 1). По поводу случая 
бемольных коцепей см. гл. IX. Следует вспомнить определение 
‘комассы |®| г-формы, данное в (II, 3.2). Определим следующим 
образом комассовую константу Липшица: 


(1) £5 (0) = sup 2 — 2 Pio 


Мы говорим, что форма ® является OuesHod, ecau un ||, и ® (©) 
конечны; диезной нормой формы W называется число 


(2) |o|* =sup {Jo}, (r+1)&(@)}. 


В связи с вопросом о существовании формы dw см. (тео- 
рему IX, 12B). 

Нормированное линейное пространство диезных г-форм, как 
легко видеть, является полным (это следует также из теоремы LOA). 


Теорема 10А. Каждой г-мерной дигзной коцпи Хв Е" 
соответствует единственная диезная г-форма Ох, для которой 


3) A+ f Ох для всех г-мерных орчентированных 


g 


симплексов с. 


Это соответстзие является взаимно однозначным отображе- 
нием на все пространство и 


(4 [Dxlp= |X], & (Dx) =2(X), | Dx|* = ХИ. 


Единственность вытекает из леммы (Ш, 16a). Для. данной 
коцепи Х соответствующую форму w= Dy мы найдем следующим 
образом. Прежде всего, возьмем любую точку р и любое г-на- 
правление @ (I, 12); нусть о:, с.,... — последовательность Г-мер- 
ных симплексов, содержащих точку р, г-направлением которых 


1) При п > 1. — Прим. ред. 
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является @& = {5;|/|3;| (Ш, 1) и диаметры которых —0. Положим 


(5) | {A Bete oO ta ™ 


{> < | с; | 


Существование и независимость этого предела от выбора последо- 
вательности симплексов сразу следуют из неравенства 


Х.с Х. 5” 


(6) Е < 4“ (ХЕ, если ов, o’CU,(p), 


где си с’ имеют Г-направление &. 
Чтобы доказать (6), положим 


в = 4% (X)6, Е, т}, Е 


и выберем такой г-мерный куб t, содержащий точку р и имею- 
щий Г-направление а, что выполняется следующее. Существуют 


такие вектора U,, .,., Up, WTO Тех, .... Гол содержатся вси 


не перекрываются, и при этом 
| | [< — Г. ee UT, t |< &} | 
кроме того, подобное же неравенство выполняется и для о’. Тогда 
‘|X. ey Lee st |< | X |e, =e, 
|X+ Tot — X-t] CL(X)| |] OI, 


2 TX] 


и так как |v,|< то 
| Х.3—3$Х.т| < в. -- 5% (Х)|* [5 < в. --® (Х)|< |5. 
Следовательно, 
|(Х. з) [| — (Х.*) ||| < 
| <|X-o—s(X-2)|[t] +] X-t]] $|*[-— || < 
| ро 
ТЕР — Tat IS ета < 3 


Аналогичное неравенство выполняется и для 67’; из этих Hepenchens 
получаем (6). 

Пользуясь определением функции Dx(p, a) для одних лишь 
г-направлений @ мы можем определить & (Dx); см. (1, 13.2). 
Так как 


Х.Та . X+« 
War dst eee 


10. ДИЕЗНЫЕ г-ФОРМЫ 2 


то мы находим 
(7) % (Dx) < $(Х), 


доказав тем самым попутно, что функция Ох(р, a) непрерывна 
относительно р. | 

Мы докажем ниже, что если с имест г-направление a и 
6 — Чат (9), то 


(8) Dx (p, a) — =| <8(Х)З pu pe, 


Пока же из неравенства (6) сразу следует, что выполняется нера- 
венство, которое мы получим, умножив правую часть неравен- 
ства (8) Ha 4.. 

Теперь мы покажем, что для любого г-мерного симплекса о 
с г-направлением @ | 


(9) Х.3= | Dx(p, дар, 


где мы пользуемся интегралом Римана (Ш, 5). Взяв произвольно е > 0, 
разобьем с на симплексы 1,..., 0, диаметра < 6 == :/(5% (Х)|‹|). 
Для каждого с, выберем точку p;,E€9;; тогда, пользуясь неравен- . 
ствами (8) (с множителем 4) и (7), получим 


Х. и — | Dx(p, a) dp| < 
a 


<|X-+0,—Dx(pp 8) 


[Иох(рь )—Dx(p, Dldp| < 
*4 


< 5% (Х)Ь |3, |; 
поэтому | X -o— f Ох(р, a)dp|<e, и равенство (9) доказано. 
Теперь неравенство (8) сразу следует из (7) и равенства 


Dx(p, #)|9|—X+3= | [Dx(p, а) —Dx(q, 9] dg. 


Для любого простого г-вектора a == 0 положим 


(10) Dx(p, 9) = [ах (р. 1); 
положим также Dy(p, 0) =0. Из (5), очевидно, следует, что 
Dx(p, — ®) = — Ох(р, а) для г-направлений a; поэтому Ох (р, aa) = 


—=@Ох(р, «) для всех простых Г-векторов & и действительных 
чисел а. | 
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Покажем теперь, что для любой точки р и (r-+ [)-мерного 
симплекса с из соотношения дз = ya, следует 


(11) __ Я Dx(p, (в) = 0 

(несколько отличное доказательство см. в $ 8 введения). Мы можем 
считать, что PEs. Пусть в) — симплекс, полученный из в с по- 
мощью гомотетии с центром р и коэффициентом A; пусть, скажем; 


ds, = У1в)/. Тогда 
а [== "6, [вы |). 


Если 6 = Чат (3) и a, есть г-направление симплекса 3,;, то с по- 
мощью неравенства (7) получаем 


Урок, (&р— [к = У, кф, ад — Ока. ааа | < 
i 


Oo, i с, | | 


< SCX) 28 | 5,2] = NRX) 3 | 05]. 


Кроме того, в силу (9) 


=| J Гоа, воен = 


—=|Х. д, |= |аХ- 8 | < ах||з|. 


— 


Сопоставляя эти неравенства, после деления на Х находим 
| Px (p. (| < М8 00883 |-Н1аХ 31 


Так как Х произвольно, то равенство (11) доказано. 

По теореме 9A для каждой точки р существует единственный 
г-ковектор Ох(р), обладающий тем свойством, что Dx(p)- a= 
= Dx(p, а) для простого a. Теперь равенство (3) следует из (9). 

Так как |Х-в,|«|Х||‹;|, то из (5) получаем |Охь < |X]. 
Обратно, если задано в > 0, то равенство (4.9) показывает, что 
мы можем так выбрать симплекс в, чтобы было | Хз | № (|Х|-—е) [5 |; 
пользуясь формулой (9), видим, что |Dx(p)-a|>|X|—e для 
некоторой точки ps, чем доказано, что | Dx|) >|Х| —е. Таким 
образом, |Dx|,==|X|. Далее, если задано = > 0, то мы можем, 
в силу (7.4) выбрать г-мерный симплекс с и вектор UV так, чтобы 
выполнялось неравенство 


|Х.Те—Х. > [® (Х)— |931]; 


из формулы (9) видим, что если © есть г-направление симплекса с, 
то для некоторой точки рЕс 


1Ох(р- у, «)— Dx(p, а) [>> [8 () — |9]. 
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Тем самым доказано, что 9, (Dx) > (№) — =; поэтому, согласно (7), 
мы имеем %(Ох)==Я(Х). Tene формулы (7.8) и (2) дают 
| Dx |* Ра |*, и равенства (4) доказаны. 


Возьмем теперь любую диезную форму w. Положим X+o = fo 
| oe 
это условие однозначно определяет X. Если мы покажем, что, 
полагая X - > 4,9; — >)a,X+o;, мы определим некоторую диезную 
коцепь X, то доказательство будет закончено. Очевидно, |X| < | wo, 
¥(X)< &%(w). В силу теорем 7A и 4A достаточно показать, что 
комасса | 4Х| ограничена. Мы можем считать, что WOO. В силу (4.10) 
достаточно доказать, что 
fo 


Os 


(12) |X + дв | = < 


где с — произвольный (r+ 1)-мерный симплекс. 


Полагая 
о - 
13) ee w |, 
А ek ть ] 


определим полунорму в пространстве г-мерных полиэдральных 
цепей. Условия для полунормы, очевидно, выполняются. Докажем, 
что выполняются и условия леммы 8с. a Bcero, 


# [°| < [91, 


Вам < 


Yo(o) [9 | [< | |v {Is 
| wo |# < 1‘ 


Чтобы доказать, что выполняется условие (Н), возьмем произ- 
вольную точку р и любое = > 0. Выберем © >0 так, чтобы было 


| (9) —®(р)| < в, = =|o[Fe ‚ если |g—p|<6. 


Возьмем любой (r+ 1 )-мерный симплекс <= И. (р). Пусть, скажем, 
98 == р м a, = {o,}/|o,|. Пользуясь формулами (Ш, 4.1) и (Ш, 2.3), 
находим 


=|2 flo@— (ру. 44 <, |д3|. 
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Поэтому | 
| 
| ds |’ = — [о <:| ds], 
| o|* 
Oa 
и мы получаем неравенство (8.8), а следовательно, и (8.7). В силу 
леммы 8c для любого (r+ 1)-MepHoro симплекса в мы имеем 


|X + do|=|o]* | do |’ <| o|* ||, 


чем завершается доказательство теоремы. 

Пусть ®— единичный п-ковектор ориентированного прост- 
ранства Е” (I, 12). Тогда (II, 3.1) между п-формами w(p) и дейст- 
вительными функциями %®(р) существует взаимно однозначное 
соответствие, задаваемое условием 


(14) | w (р) = 0 (р) Wo. 
Очевидно !), | 
(15) ® (5) = L(w) = (5), deg (w) = п. 


Из теоремы 10А теперь следует вторая часть теоремы 7B. 

Мы говорим, что Х есть гладкая коцепь, если соответствую- 
щая форма Dy является гладкой. В этом случае мы можем опре- 
делить, как в (II, 8), внешний дифференциал Ох. Мы можем 
сделать это и в более общем случае, если форма Dy регулярна, 
см. (Ш, 16). См. также теорему (IX, 128). 


Теорема 10В. Пусть Х — гладкая коцепь или же пусть 
Х — диезная коцепь и форма Dx регулярна (Ш, 16). Тогда 
форма Dax, определенная равенством (5), существует и 


(16) Dax = dDx. 
Если даны точка р и (--|)-направление a, TO пусть 
51,5, .. . — соответствующая последовательность (7 + 1)-мерных сим- 


плексов, рассматриваемая в (5). Пользуясь теоремой Стокса (Ш, 14), 
если коцепь Х гладкая, или же формулой (Ш, 16.2), если форма Dx 
регулярна, имеем 


dX .0,=X+0o,= | Dx= f 4х. 
Os; 5} 


1) Константа Липшица @() выше не определялась. Ее следует опре- 
делить как 
cup LOSS 
9 
— Прим. ред. 


11. ПРИМЕРЫ 24] 
Так как форма dD x непрерывна, то мы находим 


a aX-o; _ : 
Dax (р. a) = Nim Е т тт J dDx(q, 8) 44 = (арх) (р, ®) 


{> с 


и равенство (16) доказано. 


11. Примеры. (а) Взяв п =1, г==0, положим 
(1) Ф(х) = inf(|x|, 1), X-x=9(x). 


Тогда |X|=1, |4Х|=1, L(X)—1 и Х является нульмерной 
диезной коцепью, причем | = МР = 1. В интервале (0, 1) 
коцепь GX является диезной и [см. (10.14)] соотношения (10.16) 
и (II, 8.2) показывают, что Dax(x) == dp (x)/dx= 1; далее, Dax (x) — 
——1 в интервале (— 1, 0). Поэтому константы 2 (Dax) не суще- 
ствует и коцепь AX не является диезной. Действительно, если 
с — ориентированный отрезок [—e, 0] и о — число ве, O<e< 1, 
то | 


АХ : в =Х.0в—= — в, aAX-T, = в, 
аХ : (Тв — 9) _ 2 _ 2 
lu||o| се” 


(5) Определим с, чи Х так же, как в примере (а). Поло- 
жим A=T,¢9—9. В силу (4.12) | А]? =|А|. В силу (6.3) 
|4 <! |2 =. Определим одномерную диезную коцепь У 
условием: Ду(х) =х/2 при |x|<2, Бу(х)=1 при x>2 и 
Dy (x)= — 1 при x < — 2. Тогда 2(Dy)= 1/2" соотношения (10.4) 
_ и (10.2) показывают, ‘что ly |# = 1. Так как 


TO мы имеем У. А=г?/2, и поэтому |A|*# > > e2/2, Таким образом, 
|A|> =| А|=2е |А|“ =2/2. 


Так как Х.0А =, то мы имеем jaa? > 2. С другой сто- 


роны, |aA|* aA? <|A|? =2; поэтому | 0A |* =. Заметим, 
что | 


ОА = А, |T,, 0s — 03|* = [05 |2 |v], 


и это показывает, что неравенство (3.4) для диезной нормы не 
выполняется и что в правой части неравенства (6.3) | нельзя 
заменить на | A|?. 


16 Уитни 
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(c) Невозможность надлежащего определения границы OA диез- 
ной цепи А можно увидеть из следующего. Пусть в, и в, — 
отрезки [0, 1/2 и [— 1/21, 0] соответственно. Положим A, г в, 
a Qe. Тогда в силу (b) |A,— А, |= 1/2'+1. Кроме того, разби- 
и А; на 2^ кусков и сдвигая каждый из них в A,,, (на рас- 
стояние < 1/2'), мы видим, что | A,,, — А, | < 1/2. это же верно 
и для Ai. Таким образом, последовательность A), Aj, A,, Ay, ... 
относительно диезной нормы является фундаментальной последова- 


тельностью, имеющей некоторый предел А. 
Теперь для рассмотренной выше коцепи Х мы имеем 


Х.0А,=1, X- 0A, =—1,; 


поэтому мы не можем разумно определить X-OA. Cp. в связи 
с этим (VI, 1) и (VII, 7). | 

(4) Пусть S,, $.,...- такая последовательность квадратов 
в Е? co сторонами 0, 65,..., где 6, —>0, что концентрические 
квадраты с втрое большими сторонами 30,, 36.5, ... попарно He 
пересекаются. (Мы можем при этом считать, что они находятся 
в ограниченной части плоскости E*.) Выберем числа ay, dy, ... 20 
так, чтобы ряд > aib; сходился, а ряд зав, расходился (напри- 
мер, а; =1, 6, = 1/1). Пусть А, — часть границы OS,, образован- 
ная двумя противоположными сторонами, противоположно ый 
тированными и взятыми с ыы a, Тогда 14, < < а61 1, 


и поэтому` pais ряда A= > А; при диезной норме существует. 


Однако ряд ys OA, Beckers В самом деле, выберем вершину Pi 

квадрата 5, в. .) так, чтобы было ДА, =а р, . 

Пусть U = ‘окрестностей Us, (pi); одеты диезную 

нульмерную коцепь Х условием ДОх(р)==р(р; Е*`\\ И). Тогда 

и Pies и мы должны были бы иметь Х.0А= УХ. 0A, = 
a,b,. 

(е) Покажем, что в (7.7) множитель Е необходим. Мы опре- 
делим некоторую г-мерную диезную коцепь Х в единичном шаре 
пространства Е" (мы могли бы определить ее в Е") так, чтобы 
было ®(Х)=1, |dX|=—r-+1; для этого мы определим форму 
Dy ==. Выбрав ортонормальную систему координат, положим 


Ober) = (HN x4, остальные в (х) =05. 


_ 1) То есть ©, (Хх) =0, если A. содержит хотя бы один индекс, боль- 
ший чем r-+ 1. — /Грим. ped. 
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В силу (Il, 8.4) находим do, ...-41(X)==r—+ 1; остальные (dw), 
равны нулю. Поэтому }dX|—= r+. Легко видеть, что ®(Х) = 
=== 8) == 1. 

При n=r-+1 произведение Х.с можно геометрически опре- 
делить следующим образом. Пусть © (3) — расстояние от начала 
координат до ориентированной плоскости Р симплекса 5, взятое 
со знаком — или со знаком — в соответствии с тем, содержит 


или не содержит начало координат полупространство (ориентиро- 


1 
ванное так же, каки Е”" ), ограниченное плоскостью Р. Поло- 
жим Х.с==9(3)||. Для куба С с гранями, параллельными коор- 
динатным плоскостям, легко непосредственно увидеть, что АХ. С = 
=(r+1)|C|. То, что ®(Х) = 1, очевидно. 

(Г) Покажем, что условие (Н) в теореме 8B необходимо. Возь- 
мем 1—2, г==|, и пусть [, — некоторая ориентированная пря- 
мая в Е?. Любая одномерная полиэдральная цепь А может быть 

/ . 
записана в виде. Уаз Е УЬ, где отрезки с, параллельны L и 
ориентированы так же, как HL, а отрезки с, не параллельны L; 
положим | A’ =| Уд, |. Тогда |A|’<|A| и |[T,A—A|/=0. 
Однако мы можем взять двумерный симплекс t с одной сторо- 
ной 5, лежащей на L. Тогда |д*|’=|<| и его площадь |t| можно 


сделать сколь угодно малой, оставляя в, а поэтому и | Ot |” фиксиро- 
ванным. Таким образом, неравенство (8.2) не выполняется. 


(5) Необходимость ограниченности комассы |АХ| в замечании, 
следующем за теоремой 7A, можно показать следующим образом. 
Если дана любая одномерная полиэдральная цепь А в Е*, то выра- 
зим ее, как в ({), и положим Х. А=Уа.. Тогда | Х|=1, 8 {Х) = 0; 
но рассматривая, как и выше, симплекс t, мы видим, что KO- 
масса |4Х| не является конечной. | 

(п) Относительно дальнейшей информации о диезной норме 
CM. полиэдральную цепь Ау в (IX, 17). 


12. Полунормы |А|?, |А|* являются нормами. Мы докажем 
это с помощью диезных форм. 


Лемма 12а. Для любого г-мерного симплекса «с Е" u 
любого числа $ >0 существует такая г-черная диезная ко- 
цепь Х, что 


(1) IX|=1, #Ф=х, Х.9= 14|, 
(2) Dx(p)=0 в Е" Ц (9). 


16* 
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Выберем в Е” ортонормальный базис @,,..., е, так, чтобы 
векторы €;,..., е, определяли г-мерную ориентированную пло- 
скость симплекса с. Положим ® =! ...7. Тогда 


[plo = 1, w+ (3} =] 9]. 


Определим действительную функцию 
(3) Ф(р)= 9х (р) = sup} 1 — 2, ol; 


тогда Ф(р) =1 наси o(p) уменьшается до нуля, когда р уда- 
ляется от в. Неравенство треугольника показывает, что 


(4) _ Фет. 


Положим w(p)=9(p)%. Тогда |w|,=1, % (9) = 1, o(p) =0 
вне U,(p), и поэтому в силу теоремы 10А соответствующая коцепь Х 


обладает требуемыми свойствами. Равенство it W — W) + {o} =| | 


в 


очевидно; см. (Ш, 4.1). 


Лемма 125. Пусть с.,..., в, — такие г-мерные симплексы 
в Е", что | 


(5) p(s, o)>2>0, 15]. 


Гогда существует такая г-мерная диезная коцепь X, что 
| 
(6) (К ==, *(Х)=т, Х+ в, =|6, | о ИИ. 


Определяем X, для каждого симплекса с; в соответствии 
с предыдущей леммой и полагаем Х => X,. 
Лемма 12c. Для любой г-мерной полиэдральной цепи ACE" 


и любого числа => 0 существует такая г-мерная диезная 
коцепь X, что 


(7) 1, X-A>|Al—e. 
Замечание. Для диезных цепей мы докажем это ниже, в $ 16. 


Предположим, что г > 0; при г==0 доказательство проще. 


Мы можем записать A= »а,, где симплексы в, не перекры- 
ваются и коэффициенты a, > 0. Положим =’ =/(2|А|). Для ка- 
ждого i пусть t;— такой симплекс, лежащий внутри с;, что 


[41 —*,| <’ |5; |. 


13. СЛАБАЯ СХОДИМОСТЬ. _ | 245 


Тогда симплексы т, попарно. не пересекаются, и поэтому при неко- 
тором 6 > 0 для симплексов т, выполняется условие (5). Если 


теперь В = \ал, и ХЫ— коцепь, найденная по лемме 12b, то 


|X: A—X-B| =| ах. в—т |< У 1х9, — т: | < 


|A|—X- В = У а, ( |9 |-—Х. 1) < За 8—5, 
откуда следует (7). 
Теорема 12А. Если А + 0 — произзольная полиэдральная 
цепь, то | АР >| Al|* 0. 


„Так как А =2 0, то |А|`>0. Положим ¢ =| А]|/2 и выберем Х 
в соответствии с последней леммой. Тогда X-A>Q. Так как 


ХА РР, то мы имеем | А] > 0. 


13. Слабая сходимость. В соответствии с тем, что у нас 
имеется две нормы, мы имеем два вида сходимости: 


(1) lim? А, =, если | A— A, |? +0, 
{> © 

(2 lim* A, = ; если | A— A,|* +0; 
i+>oo 


подобным же образом определяются пределы lim? Ху, Ни Я Х.. 
Будем также писать Ayal и т. д. Мы будем, кроме того, 
пользоваться слабыми пределами: функция X бемольной г-мерной © 
цепи называется слабым бемольным пределом последователь- 


ности X,, X>, ... Г-мерных бемольных коцепей, если 
(3) lim (М.А) =Х.А для всех бемольных цепей А. 
i>co я 
Мы пишем 2) | 
и _ X = wkl? Х,. 
| , i+>oo 


(Обычно мы пользуемся критерием, указанным в приводимой ниже 
лемме.) Тогда (Банах, стр. 123) ?) ин X ограничена и линейна, 


1) wkl — сокращенно ,»weak limit‘, т. е. „слабый предел“. — Прим. 
перев. | 
2) См. Банах С., Курс функщонального анал!зу, Kuis, 1948, 
стр. 106—107. — Прим. перев. | | 
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и поэтому является бемольной коцепью. Очевидно, 
(5) |X|<lim|X,|, |dX|<lim|adX,|, |X|? <tim| Хи. 


Лемма 13а. Пусть X,, Xo, ... — некоторая последова- 
тельность бемольных коцепей, а Х— функция ориентирован- 
ного симплекса в. Пусть, далее, 


(6) |ХР<М (для всех i), Ит(Х,-)=Х.0 (для всех 93), 


где № — некоторое число. Тогда функцию Х можчо един- 
ственным образом продолжить до бемольной коцепи и имеет 
место равенство (4). Обратно, из (3) следует (6). 


Очевидно, функцию Х можно продолжить так, чтобы она стала 
линейной в пространстве полиэдральных цепей А и чтобы выпол- 


нялось неравенство | Х. А| < М|А |?; поэтому Х будет бемольной 
коцепью ($4). Мы должны доказать равенство (3) для любой 
бемольной цепи А. Если задано = > 0, то выберем полиэдральную 
цепь В, для которой |В — я < =/(4М№), и номер iy так, чтобы 
при i>iy выполнялось неравенство |(Х, —Х).В]|< :/2. Тогда 
при # > & 


(7) |X; — Х) AL (хи +1 X]?)|B— МР 

+|(X,—X)- Bl <e, 
как и требовалось. По поводу обратного утверждения см. Банах, 
стр. 123 !). 


Замечание. Вместо множества симплексов мы могли бы 
взять любое множество цепей, линейные комбинации которых 


плотны в СР. | | | 
Пример (а). В Е! действительные функции 


9, (t) = sin | tf | (= a © = т. 


определяют соответственно нульмерную коцепь Х; и одномерную 
коцепь Y,, причем У, = @Х;. Очевидно, они слабо сходятся к нулю. 

Определим слабый бемольный предел (12) для случая непре- 
рывно изменяющейся пеоеменной 1 с помощью критерия леммы 13а; 
тогда при д —* 0 выполняется условие (3). Подобным же образом 
определим слабые диезные пределы. 


1) См. Банах С., Курс функщонального анал!зу, Кив, 1948, 
стр. 107. — //рим. перев. 
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В размерности нуль условия для слабой сходимости, указан- 
ные в лемме |3За, если их сформулировать в терминах соответ- 
ствующих действительных функций Ох, Ох, принимают вид 


| Dx, (D)I<N, $ (Бх,) < М, lim Dx, (р) = Dx(p) (для всех р). 
> со 


Последнее условие мы можем усилить. 


Лемма 135. Если wkl? Х,=Х в размерности нуль, то 
lim Dx, (р) = Dx(p) равномерно на компактных множествах. 


В самом деле, пусть множество Q компактно, и пусть за- 
дано ¢ > 0. Выберем 6 > 0 Tak, чтобы было ON < :/3; выберем, 
далее, такие точки Py, ..., Рив О, что множества Ш, (р,) покры- 
вают Q. Найдем номер &; для которого 


| Dx, (р) — Dx (pe) |< k=l, ss т, при i Dig 


Теперь возьмем любую точку PEQ и любой номер 124. Пусть 
Е — номер, для которого | p— p,|< 8. Тогда 


| Dx, (2) — Dx (P)| < 8 (Вх) | Pk — Р-Н з (Фо [рр — |< 


Если в Е" задана г-мерная бемольная (или же диезная) коцепь X, 
то мы сглаживаем ее с помощью процесса усреднения: положим 


(8) X,- А = 7 %, (9) (Х.Т,А) dv, А — полиэдральная г-мерная цепь, 
у 


гдефункции x, (9) определяются так же, как в (1. Ш, 3). В силу (3.6) 
произведение Х’. Г,А непрерывно зависит от ® [в действительности 
на основании теоремы (X, 7B) это справедливо для всех т-мер- 
ных бемольных парой А]; таким образом, это — корректное опре- 
деление. 


Теорема 13А. Для любой г-мерной бемольной коцепи X 
в Е" г-мерная коцепь Х, (1 > 0) является диезной, форма Dx, 


бесконечно гладки и 


(9) 7 aX, = (dX), 
(10) Ох, хим, xX Е, 
(11) айс |X], 
(12) whl? Х, = —— 
> 


где а, — объем шара радиуса т. 
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Замечание. Если коцепь Х определена лишь в открытом 
множестве А, то коцепь X, определена в 11+, (К); см. (VIII, 1 (g)). 

Докажем равенство (9). Мы имеем (для г-мерной полиэдраль- 
ной цепи A) 


dX,-A=X,:0A= fx (oy (Хх. T,, 0A) dv = 
у | 


ue f x, (9) (dX + TA) dv = (dX), + А. 
V 


Так как f %,(v)dvu=1, то первое из неравенств (10) очевидно, 


и i 
а остальные следуют из него; поэтому в силу теоремы 4A Х, 


есть бемольная коцепь. На основании формулы (IX, 5.6) и леммы 
(II. Ш, 3c) форма Dx, является бесконечно гладкой (здесь нам 


этот факт не понадобится). 
Чтобы доказать неравенство (11) (показывающее, что X, — 
диезная коцепь), возьмем произвольный вектор и. Имеем 


X,° Тив = [OX - Тов) dv = fj @—w(X-T,9) do, 
| у у 
Хи: (Г.в — 8) | < [1% — и) — в, (aI 949 < 
V 


<) и |X] |e] али, 


так как подынтегральное выражение обращается в нуль вне шара 
(. (0), где $ =т-Н|и|. Отсюда легко вытекает неравенство (11) 
[нужно применить написанное выше равенство к симплексам 
6, Гуд, ..., Г(т-1) ш9, THE ® = ит, а т велико, и воспользо- 
ваться формулой (7.4)]. 

_ Возьмем произвольный г-мерный симплекс с. Положим М = 
=]|o/+|00]. В силу (3.6) | 


Т.о — |? < Mt, если |9|<6 
На основании (П. Ш, 3.2) получаем 


|\(X,—X) С] = 


[< X+ (Ts — 9) dv <|X|PMC, если < 
V | 


Поэтому lim X,-¢=-X-o и равенство (12) доказано. 
7> 0 
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Пример (Ъ). Возьмем r=-n=1. Положим g(t) =0 при 
t£<On o(t)=1 при {>> 0; пусть, далее, 


ия hy 


Тогда | X,,— X|>1/2 при т >> 0; несмотря на то, что УНР Х, = =O 
равенство lim? i= = X не имеет места. Заметим, uTO X&(X, ) > со 
при 9-0. | 

Из теоремы 13А и равенства (4.3) непосредственно вытекает 
следующее соотношение: 


(13) 
А |? =зир {|X- А|: Х — диезные г-мерные коцепи, Px? at 1}. 


Отсюда следует [см. также лемму (VI, 8d)] 


Теорема 13B. Бемольные цепи А и В равны в том и 
только в том случае, если Х-А=Х.В для всех диезных 
коцепей X. | 


14. Некоторые связи между пространствами цепей и коцепей. 


Теорема 14А. Пространство С*” слабо плотно в про- 
странстве с”. | 
Прежде всего всякая г-мерная диезная коцепь является и 
г-мерной бемольной коцепью; таким образом, С*’с<С?”. Наша 

теорема теперь следует из теоремы 13A. 

Замечание. Пространство C*’, вообще говоря, не плотно 
в СР”; коцепь X, рассмотренная в примере (Ъ) § 13, очевидно, 
не является бемольным пределом никакой последовательности 
диезных коцепей. Подпространство пространства С#”, состоящее: 
из тех коцепей Х, для которых форма D, оказывается гладкой, 


является полным и сепарабельным; пространство С#” не сепара- 
бельно ($ 18). 


Теорема 14B. Для любой бемольной цепи А==ИтРА, 
(А, — полиэдральные цепи) положим ЧФА= т A, Тогда WV 
есть линейное взаимно однозначное отображение простран- 


ства СР в пространство СЁ. Поэтому любую бемольную цепь 
мы можем рассматривать и как диезную цепь. Множество 
WC? плотно в пространстве СЁ при диезной норме. 


| Так как |А,— А P< <|А,— А.Р; то WA существует и не 
зависит от. выбора последовательности А,. Отображение ФТ, 
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очевидно, линейно. Возьмем теперь любую бемольную цепь A + 0. 


Тогда | A? +0, ив силу (13.13) мы можем выбрать такую диез- 
ную коцепь Х, что X-A>O0. Из. определения отображения VY 
следует Х. ТА =Х. A; поэтому 


ХА > |X. VA|=|X- A] >0, 


следовательно, | РА |# > 0 и ТА == 0. Таким образом, отображе- 
ние \Ф взаимно однозначно. Так как множество полиэдральных 


цепей плотно в СА, то и WC? плотно в С#. 


15. р-нормы, Для каждого р>0 определим бемольную 
р-норму и диезную р-норму г-мерной полиэдральной цепи А: 


| _ _ DI} 
(1) АР = inf {]A—aD| +1 I, 


b 
> A= Nag, ы 
В 


Можно представлять себе, что масса и нормы г-мерной цепи 
имеют размерность г-й степени расстояния, а р имеет размерность 
расстояния. Как и в 53, 6, находим (в настоящий момент для 
полиэдральных цепей) | 


в. Dd ballet) ei! 
(2) [Alp = int eet + МТ 


АР 
(3) `]9аАр< = 
| __ alt АНУ. 

Соответствующими нормами коцепей, очевидно, являются !) 
(5) |X|? =sup (|X|, | 4X1}, 
(6) | ХЕ = sup { |X|, (+ 1) p@(X)}. 

Если писать | |° вместо | |? или | №, то очевидны следую- 
щие неравенства: 
р ААВ LIAR < 
(8) ХХХ <p 


Для каждого p > 0 пространство г-мерных полиэдральных це- 
_ пей, снабженное бемольной р-нормой, имеет пополнение Е ит. Д. 


1) Ср. доказательства формул (4.8) и (7.6). — Прим. ред. 
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Выписанные выше неравенства немедленно приводят к следующей 
теореме (ср. теорему 14В): 


Теорема 15А. Элементы пространств Е. не зависят 
от р; отличаются только их нормы. Для каждого р функция 


$ (A) =| АР бемольной г-мерной цепи непрерывна в каждом 
пространстве с” . Это же справедливо для пространств 


17 
ке > 
Из (5) и (6) получаем: 


Теорема 15В. Для каждой бемольной Kouenu Х суще- 
ствует такое число ру > 0, что 


(9) р = ecaw p<po. 
Это же справедливо для диезной р-нормы. 


Докажем несколько более слабую теорему относительно поли- 
эдральных цепей. (Случай произвольных цепей рассмотрен в сле- 
дующем параграфе.) 


Теорема 15С. Для любой полиэдральной цепи А 


(10) lima | A |p = tim | Af? =| Al. 


Если задано = > 0, то выберем X в соответствии с леммой 12c: 
выберем ру, согласно теореме LOB, пользуясь диезной ру-нормой. 
Тогда при p< pp 


| Al? >|АЁ => = |x: A|> [4 |-— =. 


Так как |A|? <| AJ, то равенства (10) доказаны. 


16. Масса цепей. Как мы отметили в примере (с) $5, мы 
можем оказаться не в состоянии приписать бемольной или же 
диезной цепи конечную массу. Приписать цепи конечную или бес- 
конечную массу можно различными способами; именно, 

a os | Ь 
() |A|, = inf lim | А,;|: А, — полиэдральные цепи, Ре 
1> © 


2 Ар. = lim | ДВ 
©) | kb) er aa | 
(3) ТА) =sup{|X- A]: Х — бемольные коцепи, |X| < 1}. 


Существуют и соответствующие определения [А |», А+, А. 


Для бемольной цепи А имеют смысл все шесть определений (см, 
теорему 14В). 
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‘Теорема 16А. Для полиэдральной цепи все эти величины 
равны |А|. Для любой бемольной цепи все шесть определений 
дают одно и то же. Для любой диезной цепи три соответ- 
ствующих определения дают одно и то же. 


В дальнейшем символ | А| будет обозначать obvi из опре- 


_ Дделенных нами масс. 


Прежде всего для произвольной бемольной цепи А и бемоль- 
ной коцепи Х, для которой | Х| =1, найдется такое число р > 0, 


что | ХР —=|Х| ==1 (теорема 15B). Отсюда на основании (15.7) 
получаем | 


1. А Хр LAly =| АРА; 


следовательно, |А|<|А|,). Далее, если задано => 0, то вы- 
берем р>0 так, чтобы было р > А), —=/2 (если масса 


[Al,) бесконечна, то возьмем [Al|? > > 1/е). В силу соотношения 
(4.3) для р-нормы найдется такая бемольная коцепь Х (ср. тео- 
рему 15А), что 


Хр = 1, Х-А>|АР—5. 


Поэтому X-A>|Al|,,—e и |Al,,>|Al,) и тем самым до- 
казано, что эти две массы равны. Подобным a образом | Al, # = 
=|A 4) для диезной цепи А. 
Очевидно, для бемольных цепей [A [+ < <|A br Чтобы дока- 


зать обратное неравенство, выберем для заданной бемольной 
цепи А и числа е > 0 такую бемольную коцепь Х, что |Х|=1 
u X-A>|A|,,,— 8/2 (если масса |А| бесконечна, то возьмем 


Х. АЗ 1/e). В. силу теоремы 13А и формул (13.10) и (13.12) 
мы можем найти такую диезную коцепь У, что 


71< |= 1, |У:А-Х- 41“ 


Поэтому У. А>|А|,|— в, и тем самым доказано, что [А > 


= [Alay таким образом, эти массы равны. 


Допустим, что limb А, = А, где А, — полиэдральные цепи. 
Если задано e >> 0, то выберем р так, чтобы было | А р р 


— = (если масса Alo бесконечна, TO возьмем А > I/e). Так 
Kak | A,| > | A, i и т n Ay ? =| А]? ai die 15A), то 


tim | Ap] > | Alyy — 
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-и тем самым доказано, что А) < |Al,- Подобным же рр 
1А |+, <|А|ь для диезной цепи А. 

При доказательстве неравенства А < = Alay для бемольной 
цепи А мы можем допустить, что масса Ale, конечна. Возьмем 


произвольное = ›> 0; тогда нам нужно лишь найти полиэдральную 
цепь В, для которой | 


(4) |IB—A|[P<e, |Bl<|A|,,+¢. 


Выберем p >0 так, notes было р ee Возьмем - 
полиэдральную цепь А’, для которой 


|4” — [> <5; 


тогда | A’ Ki = АР -+-¢/2. Поэтому существует такая поли- 
эдральная цепь 0, что 


АНН «АРУ. 


Положим В = А’ — OD; тогда имеет место второе из a (4). 
Kpome Toro, 


B—A|? <|A’—A|’ + |0 БР <1А— AIP + IDI < 
< +5) < +, 


как и требовалось. 
Чтобы доказать для диезной цепи А неравенство | А|„ < <|A | #) 


предполагая, что масса | А конечна), докажем не ны 4 
р ь р 


с # вместо Р. Выберем р так, чтобы было 96 (Аш) < 5. 
Возьмем полиэдральную цепь A’, для которой 


| —AlF <5; 


тогда | A’ by <|A | +-e/2. Поэтому мы можем написать 


A = ) as, — +| Darel < А+. 


Выберем полиэдральную цепь О, удовлетворяющую условию 


р 
[Хата — др |+ <АЙ +5, 
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И ПОЛОЖИМ 


Тогда |В| < [A lin) +e, и, пользуясь неравенством (6.3), мы по- 
лучаем 


|B—A|¥F А— А’ + ¥ a, (71-2) 
Е Dd) | ai teil | | Е + Е 
<p te lc $4 (4+5) < 


как и требовалось. 

Наконец, теорема 15С показывает, что для полиэдральной 
цепи A все эти массы равны | Al. 

Заметим, что определение (3) дает !) 


(5) |X-A|<|X||A|(Xu A— бемольные или же Хи А — диезные). 


* it 
| ed |* < 


Теорема 16В. В каждом из пространств С. с’ 
масса является полунепрерывной снизу функцией. 


В силу теоремы 15А функция $ (A) =| А непрерывна в Ka- 


ждом пространстве G*,. Так как при 1—0 функция $, (А) воз- 
растает и стремится к | А|, то масса | А|] полунепрерывна снизу. 


Так как, далее, вложение пространства vo B С". непрерывно 
Ces 14B), то это заключение верно также и для простран- 
ства Cc... 

Теорема 16С. Пусть Е’ — некоторое подпространство 


пространства Е, и пусть А — бемольная цепь в Е’. Гогда А 
можно рассматривать как бемольную цепь в Е и при этом 


Ав a As [А |=, =|A|, Это же верно и в случае диез- 
ной нормы. 


Каждая полиэдральная цепь В в подпространстве Е” лежит 

р 
ивЕЁ, и, очевидно, [В | Е <!вр pte ани неравен- 
ство следует из (2.4) ioe. теорему ЗВ). as lim? А = А (A;— 
полиэдральные цепи в Е’), то | A; —A,|?, —0 и A можно рас- 


сматривать как цепь в E; далее, | А Гл = ee | A, ie == lim | А, М p= 
b 

‚в. Пользуясь определением (2), видим, что А =| All, 
То же самое доказательство годится и в случае диезной нормы, 
если воспользоваться соотношением TT y 6; = Тло,по;. 


1) См. замечание после формулировки теоремы 16А. — /1рим. ред. 
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17. Сепарабельность пространств цепей. Мы докажем сле- 
дующую теорему: 
Теорема 17А. Пространства СР, cH сепарабельны. 


Пусть ри, Po, ...— последовательность точек, плотная в Е". 
Множество полиэдральных цепей A= УХ ав, где а, рациональны, 
а вершины симплексов в; содержатся среди точек p,, счетно. Мы 
покажем, что оно плотно в СР; поэтому оно плотно ив С#. 

Достаточно показать, что это множество плотно в множестве 
всех полиэдральных цепей; последнее будет установлено, если мы 


покажем, что для каждого симплекса с =... 4, и любого = > 0 
существует такой симплекс в’ =p)... Px,» что |5’ el? i 
Положим 


Пс’ | с’ 
с = diam (5) +-2, N= OER +4: 


Мы покажем, что | | | 
(1) Jo’ —a|? М если [р — 41| <<! (для всех 1). 
Положим | 


= ++ Uy Py» A= D1) % 


i 


тогда (П.П, 12.4) dA=o’ —в— ХУ В,, где цепь В; образована 


из симплекса с; =40,...4,... 4, так же, как цепь А образована 
из с. В силу (Ш, 1.3) 


Pry— (diam 3)’, be” 
It |< И в 
(r-+ 1)! (r+ 1)! 
и поэтому | А| < Cc’/r!. Подобным же образом | В; | < 2c” -4/(r — 1)!. 
Следовательно, 
ей (г--О д с’ — 

и мы получили неравенство (1); доказательство сепарабельности 
закончено. 


18. Несепарабельность пространств коцепей. Мы покажем, что, 
хотя пространства СР и СЯ и сепарабельны, сопряженные к ним 
пространства несепарабельны; таким образом, эти пространства 
не рефлексивны (П. 1, 14). Заметим, что при г = ==1 теоремы 18D 
и 10А показывают, что пространство функций 9, для которых | ¢ | 
и %, конечны и которые обращаются в нуль вне некоторого 


отрезка J, с нормой |$|*, несепарабельно. [Нужно применить 
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(VIII, 1 (f)) к интервалу R, Rel. |] Однако подпространство гладких 
функций, как легко видеть, сепарабельно. 

Докажем сначала две. общие теоремы. В первой из них мы 
рассмотрим нормированное линейное пространство некоторых эле- 
ментов Z, каждый из которых имеет „носитель“ [2], лежащий в. В". 
и при этом выполняется следующее: 


(1) [42]<12], [Z+Z'Je[Z]U[Z'. 


Теорема 18А. Пусть п» 1, и пусть С — нормированное 
линейное пространство, элементы которого имеют носители, 
удовлетворяющие условиям (1); пусть, кроме того, выпол- 
няются следующие условия: 

(P,) Каждому открытому множеству RoE" соответствует 
некоторый элемент Z = 0, для которого [Z|CR. 

(Р.) Если [21] и [25] лежат в непересекающихся кубах, то 
а 

(Рз) Если [Z,], [75], ... лежат в` попарно не пересекающихся 
кубах, объединение этих кубов ограничено и существует такое 
число we что |Z,;|<N для всех i, mo в С существует эле- 


мент у Bag 


(=> 
Гогда пространство С несепарабельно. 
Пусть Q,, С., ...— некоторая последовательность попарно не 


пересекающихся кубов, центры которых лежат на одной прямой 
в Е" и когорые содержатся в ограниченном множестве !). В силу (P;) 


мы можем выбрать такой элемент Z;, что |Z,;|—=1 и [Z,]|CQ,. 
Для каждой последовательности чисел а ==(а1, а›,...) положим 
k a 
Za=a,Z,+ ... аб, Иа = р Za. 
> oo 


если числа а, ограничены, то в силу (Ps) элемент Йа существует. 
Множество, состоящее из элементов Za, для которых все а; = ыы И 
несчетно. Если мы покажем, что |Zp— 7.| 22 при b £a (все a, 
и; равны + 1), то отсюда будет следовать заключение теоремы. 

Положим с, =6, — а; так как zZi=Zi—z и все три пре- 
дела при А > со существуют, то мы имеем И = Пь— Да. Пусть 
] — первое натуральное число, для которого с, + 0; тогда |с,| =2. 


Мы можем найти куб О; }› содержащий объединение ©, ;, /@,.>0. 


1) Центры кубов должны следовать на прямой в порядке возрастания 
номеров кубов; кроме того, удобно считать, что грани кубов соответ. 


ственно параллельны (см. ниже определение куба Q ie Прим. ред. 
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и He пересекающийся с О,. Поскольку [6.10 ... + РАТИ [== Я 
из (Р.) следует, что 
k ie 
| Ze] = eZ, (су, tb «+. 6,212.16 = 2. 
При А > со мы получаем наше утверждение. 

Теорема 18В. Пусть С — линейное пространство г-мер- 
ных полиздральных цепей в Е" (n>1,0<r<n)c некоторой 
нормой | Aj’. Пусть |7| обозначает норму в пространстве С, 
сопряженном к С. Допустим, что 

(Р.) для каждой бесконечно гладкой г-формы © в Е" с огра- 


ниченным носителем линейная функция $(А) = fo полизд- 


А 
ральной цепи ограничена в указанной выше норме и поэтому 


определяет некоторый элемент Z,, пространства С. 

(Ps) Для каждой такой формы ® имеет место неравенство 
| Zw | >| © fo. 

(P,) Если носители двух таких форм o, и w, лежат в He- 
пересекающихся кубах, то 


(2) | Zw, + Z.,|=sup {| 2ы |, | Zu, 


Гогда пространство С несепарабельно. 


}. 


Пусть С’ — подпространство пространства С, состоящее из всех 
элементов Zw, соответствующих формам ® указанного вида. Поло- 
жим [Z,] == spt(w); тогда условия (1) выполняются. Мы покажем, 


что пространство С’ удовлетворяет условиям (P,) и(Р.); мы покажем, 
далее, что выполняется и условие (Р.), если 21 — Ze, и кубы 


взяты, как в доказательстве теоремы 18А. Тем самым будет дока- 
зана и наша теорема. 

Если дано открытое множество А, то мы можем выбрать бес- 
конечно гладкую г-форму ® #0, у которой spt(w)CR. Тогда 


iZ.JcR. Далее, fo == О для некоторого г-мерного симплекса с; 


© 
поэтому Z,-o#0uZ, #0. Условие (P,) выполняется в силу (Р’).. 
Теперь возьмем описанные выше кубы Q,, Qo, ... и допустим, 
что | 
формы w, бесконечно гладки, зрЕ(®) =, |2 | < М. 


Положим 
Ly = Ley + ... + Zw, 


мы должны показать, что в С существует lim 2... 


17 Yurtua 
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Поклжем сначала, что для каждого г-мерного симплекса с 

Ь (9) =! г a | ” 

существует ф (3) = lim (2, с). Пусть <, — часть симплекса о, лежа- 
uaa в Q,. Пользуясь условием (Р,), находим 


(Zep, +--+ ЗРЯ в Ган a + < 
"rR 


"jt 
| k k 
ем, <2 |2 |< М x Mie 


Если задано < 0, TO мы можем так ee Jo, чтобы последняя 
сумма была < з/М№М при д < J < k; это показывает, что предел ф (3) 
существует. 


Теперь соотношение +(У аз) = У, а (,), как легко видеть, 
единственным образом определяет линейную функцию ~(A) поли- 
эдральной цепи, и при этом (A) == Им (2ь- А). Чтобы завершить 


доказательство, нам остается только показать, что эта функция 
ограничена. Для этого мы покажем, что |ф(А)| < N|A|’. Возьмем 
любое А. Тогда, ‘несколько раз применяя условие (P,), получаем 
(используя кубы Qi, рассмотренных в доказательстве  тео- 


ремы 18А) | 
Zn Al=|(Zo, + ... +24). Al< |2. +. +2 АГ = 
= ир {12 |,..., АР МАЙ 


При А — со получаем нужное нам неравенство 4). 


1) Доказательство нечетко. Показано лишь, что функция (A) дей- 


ствительно определяет некоторый элемент. Z ‘пространства С Гпосредством 
равенства 2. А = 9 (А)] и что этот элемент обладает тем свойством, 


что Z-A=lim в. . А ‘(иначе говоря, последовательность [2 слабо 
сходится к 2). Но из этого еще не следует, что lim 2, = Z всмысле нормы 


пространства С, т. e. условие `(Рз) не доказано. Можно предложить сле- 
дующее исправление. Сохраняя обозначения, принятые в доказательстве 
теоремы 18А, и обозначая через Aj такую полиэдральную цепь, рас- 


положенную в Qj, что | Aj |’ al, ae w; -Aj=1 (мы предполагаем, что 
JZ, > 1 для всех 1), мы получим Z, - -А, = lim Vinee A, = с, =) ‚Ау =. 42, 
и поэтому | Z,—Z,| = | 2.1 > 2. Отсюда и вытекае? несепар абельность 


(ибо последовательностей a, составленных из + 1, существует несчетное 
множество). Существование цепей`А ;, обладающих указанными' свойствами, 


вытекает из условия (Py) или из условия (Ро) (см. ниже). Таким образом, 
теорема 18С верна, если условие (Р‹) заменяется условием (Ps) и одним 


из условий (Pg), (Ро). Тем: самым верна и теорема 18D в части, относя- 
щейся к бемольным коцепям. Утверждение теоремы 18D о диезных 
коцепях остается недоказанным. — //рим. ред. 
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Представляют интерес следующие условия: : 

(Р.) | Al’ <|A| для всех полиэдральных цепей A. (STO сразу 
следует из условия: |o|’ <|a| для всех симплексов о.) 

(Pz) Если $р!(5)=@ (@ — некоторый куб), то для каждого. 
=> 0 существует такая полиэдральная цепь ACQ, что | А|’=1, 


[> Zl—e. 
А 


(Ро) Если @ — некоторый п-мерный куб и т — проекция про- 
странства E” на Q, определяемая, например, как в лемме 2b, то 
[tA |’ <|A|’ для всех полиэдральных цепей А. 


Теорема 18С. В предыдущей теореме условие (P,) можно 
заменить условием (P,). Условие (Ps) можно заменить ослаб- 
ленным условием а, получающимся, если в (2) знак = заме- 


нить на <, и каким-либо из условий (Px), (Po). 
Прежде всего, предполагая, что выполняется (Р.), докажем, 


что выполняется (Р,). Возьмем любое = >0. Так как форма ® 
непрерывна, то, как показывает определение комассы |®|, мы 


можем так выбрать симплекс с, чтобы было [> (9—э)|3|. 


g 


Пользуясь условием (P,), получаем 


[2..3] = (1 lo— ®) |1; 


тем самым доказано, что |Z,,| >|o|,—e, и поэтому условие (P,) 
выполняется. т 

Далее, пользуясь условием (Pg), мы докажем (2) со знаком >. 
Нам нужно только показать, что |Z. + Zo, | > |7» |. Пусть, скажем, 
$р (®,) = О,. Если задано = >0, то выберем A, как в (Px), для 
формы w, и куба Q,. Тогда 


(Zo, + 2Zw,)° A= fot Го, = Ге, >12, 


А А А 


откуда |7. 7», | > |7 |—е, и поэтому >| И. | 
Наконец, (P,) следует из (Py). В самом деле, определение 
нормы (2.3 показывает, что для некоторой полиэдральной цепи В 


мы имеем |В|’=| и [= >124) —=. Положим C= nB. Тогда 
В 
fo= fo. Мы можем допустить, что | Z,|—e > 0; тогда С + 0 


и мы можем положить А = САСГ. В таком случае |А|’=1, и 


ты 
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так как |С’<|В|’ = &, то мы. umeem:'Z,-A>Z,-C>|Z,| 
как и требовалось. 
По-видимому, нелегко найти условия относительно нормы | A |’, 
с помощью которых можно было бы доказать (2) со знаком <. 
В этой связи предстзвляет интерес следующий пример. 
Пример. Возьмем г==и==1; пусть ру =0. Пусть | А — 
наименьшая норма, удовлетворяющая условиям (8.1) и (8.2), а также 
условию (8.3) в случае, когда o и Ta лежат по разные стороны 
от Po. Мы предоставляем читателю разобрать этот пример. 


Теорема 18D. Предположим, что 9 <г< п, п> 1. Тогда 
пространства ас" несепарабельны. Это же верно и для 
пространств С?” (Ю) и С” (А), где Ю — произвольное открытое 
множество [cM. (VIII, 1)]. 


Это вытекает из доказанных выше теорем, например, следую- 
щим образом. Так как w — диезная форма, то выполнение усло- 
вия (Р.) в обоих случаях очевидно (см. теорему 10А и (7.1)]|. 
Выполняется и условие (Р.). Выполнение условия (P,) для # оче- 
видно на основании теоремы 10А и определения (10.2). (Это 
условие выполняется и для Р в силу гл. IX.) Так как условие (Ро) 
в силу теоремы ЗВ выполняется для Р, то остается доказать не- 
равенство < в (2) для Р. 

Пусть заданы w,, @,, причем spt (w) <Q, и 2), бо = Ир 
полиэдральная цепь А и = > 0. Достаточно доказать, что 


[(2, + 25) + Al <sup {|Z,|?, | 217] (LAI? +8). 
Мы можем выбрать С и D так, чтобы было 
C=A—OD, С-В < АР +e. 
Пусть С, и О, — части цепей С и D соответственно, лежащие в ©,; 
положим С. =С—С,, D, = D—D,. Тогда 
IC] =|C,|+1C2|, |D|=|D,|+|D,|. 


Мы имеем 
(21 - 2.) - Al <121:C,|+|42Z,-D,|+12Z,-C,|+4+|dZ,- Dol < 
< зир {| 2,1, |427. |, [25|, 197.1} (С, |+ | Di] +1¢C, О, 


что вместе с (4.8) дает А неравенство. 


VI. Некоторые связи межд у цепями _ 
и функциями 


В предыдущей главе линейное пространство г-мерных полиэд- 
ральных цепей в Е” было наделено нормами; пополнение этого 
пространства приводит к банахову пространству. Полученные та- 
ким образом новые цепи (бемольные или диезные), вообще говоря, 
не имеют никакого очевидного геометрического или аналитического 
представления. Цепи конечной массы можно, однако, представить 
с помощью аддитивных функций множества; см. гл. XI. В этой 
главе мы изучаем специальные представления некоторых цепей. 
Параграф 7 является единственным параграфом, непосредственно 
используемым в оставшейся части книги. | 

Первые шесть параграфов посвящены изучению цепей на дей- 
ствительной прямой; такие цепи имеют размерность 0 или |. B§ 1 
мы показываем, каким образом действительной функции © и при 
г —=Ои при г = | может соответствовать некоторая г-мерная цепь А. 
Допустим, что функция © непрерывна и обращается в нуль вне 
отрезка [а, 6]. Тогда полиэдральную цепь’А’, аппроксимирующую 
цепь А, можно задать следующим образом. Возьмем некоторое 
достаточно мелкое подразделение отрезка [а, 6] точками К = 
=4,t,,..., t, = 6; пусть /, — отрезок [f,_,, #,|. Тогда, обозначая. 
точку ¢, рассматриваемую как нульмерный симплекс, через f, 
имеем 


т р 
= > ee а, = fe dx, если г =0, 
k= i ) 
m 
А’ = dp!» р, = 9(,_3), если r= 1. 


k 


ll 
= 


ee 


В $ 2—5 мы рассматриваем различные соответствия между 
нульмерными цепями и действительными функциями. Мы покажем, 
что между нульмерными цепями конечной массы и нормализован-- 
ными функциями ограниченной вариации существует взаимно одно- 
значное соответствие. Если мы заменим функцию ограниченной 
вариации 1 соответствующей аддитивной функцией множества 8, 
определяемой условием В (/,,) = 1 (6) — x (а) (an — отрезок [а, 6]), 
то получим частный случай a1, г==0 более общей ‘теории, 
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развиваемой в гл. XI. Дальнейшие связи с обычными теоремами 
анализа мы установим в § 6, 

В $ 7 мы покажем, каким образом клеточно-непрерывная сум- 
мируемая в Е” функция & (р), значениями которой являются г-век- 
торы, определяет некоторую г-мерную бемольную цепь А. Мно- 
жество цепей А, получающихся таким образом, плотно в простран- 
стве цепей (диезных или бемольных); поэтому нормы любых коце- 
пей Х определяются их значениями Х.А на этих „непрерывных 
цепях“. Пользуясь этими цепями вместо полиэдральных цепей, мы 
получаем некоторый, скорее аналитический, чем геометрический 
фон теории; он играет важную роль в различных отношениях. 
Цепями более общего вида мы воспользуемся в параграфах (IX, 15) 
и (XI, 14). 

_ После нескольких лемм, доказанных в § 8, мы покажем в § 9, 
что если а — гладкая функция, то граница соответствующей 
цепи А выражается через частные производные функции a; это — 
„сопряженная“ операция по отношению к операции внешнего диф- 
ференцирования форм. В § 10 производится краткое обсуждение 
вопроса об интегрировании на гладких многообразиях (где поли- 
`эдральные цепи не определены). Здесь устанавливается связь между 
нашим изложением и методами, которые применяются в теории 
гармонических интегралов (см. книгу де Рама). 


1, Непрерывные цепи на действительной прямой. Вспомним 
(V, теорема 7B), что в E! и нульмерные диезные коцепи и одномерные 
диезные коцепи взаимно однозначно соответствуют действительным 
диезным функциям. Мы покажем, что клеточно-непрерывной сум- 
мируемой функции ® (II. Ш) соответствуют и нульмерная диезная 
и одномерная диезная цепи. Обратное неверно; см. конец этого 
параграфа, где дана сводка имеющихся фактов. Мы будем здесь 
пользоваться пространством Fi специального вида, а именно самим 
пространством %. 

И при г=0 и при r=1-Mbl говорим, что клеточно-непре- 
рывной суммируемой функции ф соотзетствует г-мерная диезная 
или бемольная цепь A, если 


(1) [5х Qe@at=X-A 
Е! 


для всех диезных коцепей X той же размерности. [Форма Ох (Е) 
определяется в (У, 10). Ей при г=1 по формуле (V, 10.14) co- 
ответствует некоторая действительная функция Ох (Е); при г=0 
Ох == Dx.| Очевидно, цепь А единственна; мы обозначим ее сим- 
BOJIOM Ф и будем называть непрерывной цепью. 


a 


` 
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При г==| по заданной функции ф мы определяем аппрокси- 
мирующие полиэдральные цепи A,, Ay, ... следующим образом. 
Для каждого натурального числа А выберем некоторый отрезок ©, 
в Е! так, чтобы было 


1 
(9) < о+1 ° 
Е“ Qp | 
Представим Q, в виде объединения'` конечного числа неперекрываю- 
щихся частичных отрезков Q,,, ..., От, для которых 
ОВ 


lp (Е) —$()| < ет Met. t, t’ принадлежат одному и тому же 


| интервалу int (О). 


Мы можем считать, что Q,_, CQ, (Е > 1) и что каждый отре- 
зок из Q,_, является объединением некоторых отрезков из Q,. 
Пусть, скажем, Фь; = [#,,:-1, ty]. Пусть а»; — ближайшее к ‘нулю 
число, являющееся пределом значечий ф (Е) sige С int Qui); по- 
ложим 


(2) Ву > ан. 


Если отрезки @,, ориентированы так же, как и Ё!, то A, есть 
одномерная полиэдральная цепь. 

о Теперь мы докажем,. что предел А =Итё А, существует и. яв- 
ляется, таким образом, бемольной (а следовательно, и диезной) 
цепью. Возьмем произвольное k и`любое [>> R. Отрезок О,: раз- 
бивается на отрезки ();, где J пробегает некоторое множество 


индексов. Мы имеем неравенство ‚для масс 


bs ау, — а 


1 


[Zev зву < в" 


Пусть > A, ,Qy; — часть цепи Ay, . лежащая вне: (),. В силу выбора 
отрезка Q, и чисел а,; мы имеем 


1%. а |=», ce 1 Hy | | I< ee : (9) feet on 
_ 91% ри о й к : _ 


г 4 
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Из этих двух неравенств получаем 


| 
(3) | Ay — Ay |? =| Ay Ay] < в. E> he 


и существование предела A—lim? A,. доказано. 
Возьмем любую одномерную коцепь Х. Так как 


|< 21“ ИГ, 


[Px OlweO— a at) <r 


ГБ —Х. абы |= 
Qpi | 


Qpi 


TO мы сразу находим 


|Х | 
ok 


[Бе—х. № < 
BE 


при k-»co получаем (1). Поэтому A=9o. 


Теорема 1A. Отображение 9 > является взаимно одно- 
значным линейным отображением пространства клеточно- 
непрерывных суммируемых функций в пространство одномер- 
ных бемольных (а следовательно, и диезных) цепей. Мы имеем 


(4) lel= ] (9). 


а для указанных выше аппроксимирующих полиздральных 
цепей А, 


oar 1. 
(5) _ eA | <a [| A,|< ll. 


Множество одномерных цепей $, для которых функции © He- 
прерывны, плотно в СР и поэтому в С. 


Очевидно, это отображение взаимно однозначно и линейно. 


Так как 
14| = dy lanl 9ы|< | ($). 
i A 


TO мы имеем lel< < f () (У, теорема 16B). (Мы могли бы также 


доказать это р рассматривая диезную коцепь Х, для 
которой |X|<1 и “9 > |< — 3.) Чтобы доказать обратное 
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неравенство, возьмем и диезную коцепь Х, для кото- 
рой |Х| < 1. Тогда*) СВ 
< 1 (9) 
FE} 


что и дает нужный результат. Неравенства (5) очевидны. 

Чтобы показать, что множество цепей 9, соответствующих 
непрерывным функциям ©, всюду плотно, нам нужно только найти 
цепь этого вида, сколь угодно близкую к произвольному одномер- 
ному симплексу o=—[t,, Ё5]. Пусть $ (Е) =0 при t<t,—e uw при 
t>t,+e; © (Г) =1 при <t < Ь, и пусть функция $ линейна в двух 
оставшихся интервалах. Сравнивая для любой диезной коцепи Х 
интеграл f Dxe с X +o, мы видим, что цепь ф сколь угодно близка 


ко [см. (V, 10.3)]. 
Покажем теперь, что граница гладкой одномерной цепи нахо- 
дится просто с помощью дифференцирования. 


1) Очевидно, это — доказательство того же неравенства, а не обрат- | 
ного. Обратное доказывается следующим образом. Выберем конечное 
число неперекрывающихся отрезков Л, Jo, ..., J, обладающих тем свой- 


ством, что интеграл J) взятый по EL\N (1)... Ulm), меньше ¢/2. 


На каждом отрезке /; выберем такую ие, i, удовлетворяющую 
условию Липшица и обращающуюся в нуль на концах отрезка /; что 


19; [<1 ЗИ (Е) p(t) dt> > | И — =: Наконец, положим 


of 


a 0 при (ЕМУ (АИ... 0/». 
Тогда Dy есть ограниченная функция, удовлетворяющая условию Лип- 


шица, и потому ® = ®Д., есть диезная форма (здесь wy — единичный 


1-ковектор в £1), Соответствующая этой форме одномерная диезная ко- 
цепь Х [см. теорему (У, 10А)] удовлетворяет в силу (V, 10.4), (И, 3.2) 


и (1, 13.10) условию |X| =| lo = fw} =| Dy |< рр того, 


7 "= f Px eo ae= py не 


>27 th fone 


Таким образом, 1$1>> | {7 —в и требуемое неравенство доказано. — 


Е F} 
Прим. peo. 
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Теорема 1В. Если х —гладкая суммируемая ыы u 
производная ф =: 4%/4Ё суммируема, то!) 


(6) в (09 = — ¥. 
Прежде всего мы докажем, что 
(7). | lim © (t)=0. 
~t> +0 


со 


Саи задано е >> 0, то выберем число b так, чтобы было ] (4) < г. 


Тогда при р >b 


b’ 


b’ 
196) — (6) |= food <fW<s 
b 


поэтому Шп o(f) существует. Так как функция © суммируема, то 
t>co 


этот предел равен нулю; аналогично при tf — — oo. | 
Пусть теперь Х — любая нульмерная коцепь с гладкой функ- 
цией Dx = <. Тогда, = формулой (V, 10.16), имеем 


со 
form im fete 


— lim w (b) 9 (b)— w (a) 9 (a) — | ‚|= 


—а, 6> © 
| b 
=— lim. [ Daxe=—aX- 9 =X. (— 49), 


—- a, b>© 
a 


что и доказывает (6) 2). 

Нульмерная бемольная цепь, масса которой не является конеч- 
ной, может не соответствовать суммируемой функции. Может су- 
ществовать функция, простым образом связанная с данной цепью, 


1) Равенство (6) следует понимать в том смысле, что существует 
нульмерная бемольная цепь, соответствующая [в смысле равенства (1)] 
функции $, и эта нульмерная цепь равна — Oo (см. определение границы 
бемольной цепи на стр. 218). — Прим. ред. 

2) Надо воспользоваться следующим утверждением, легко вытекаю- 
щим из теоремы (V.13A): если А — нульмерная (бемольная, или диезная) 
цепь, то п такая нульмерная коцепь Х с гладкой функцие Dy, 
что А.А # 0. — Прим. ред. 
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но эта цепь не обязательно будет однозначно определяться этой 
функцией. Рассмотрим, например, сначала функцию 


In¢ta, 0<t<1l, 


Фа (t) =: 
ы In(—?t), —1<t<0 

и Ф, (2) =0 во всех остальных точках. Эта функция суммируема, 
и хотя она и не является клеточно-непрерывной, она, очевидно, 
однозначно определяет некоторую одномерную бемольную цепь 


А, =... Так как 


dy 1 
=, „ОЙ 


то мы можем считать, что функции 1/2 (0 < |Ё| < 1) соответствует 
любая из нульмерных цепей —Oo,. Мы можем определить В„ = 
— — 09, как предел последовательности нульмерных цепей BL, = 


—=),;, Каждая из которых соответствует функции ,,, равной 1 
на отрезке [—1, 1] всюду, кроме некоторого, зависящего от а, 
интервала Q,, вокруг нуля, где ф;=0. При а==0 мы можем 
взять интервалы с центром в нуле. Ср. (У, 5 (d)). Г 

Существует распространение теоремы 1В на случай, когда 
функция ф интегрируема по Данжуа от — со до + O95 cp. Сакс, 
гл. VIII, в частности теорема на стр. 355. 

В теореме (IX,15B) мы покажем, что одномерные бемольные 
цепи в Е! (в действительности” п-мерные бемольные цепи в Е”) 
взаимно однозначно соответствуют измеримым суммируемым функ- 
циям. Следует напомнить, что в этом случае бемольная норма со- 
впадает с массой. 

В следующих ene ie мы покажем, что нульмерные _ цепи 
(для которых бемольная и диезная нормы совпадают) конечной 
массы в E! взаимно однозначно соответствуют нормализованным 
функциям ограниченной вариации (или, что эквивалентно, адди- 
тивным функциям множества; см. гл. XI). | 

В гл. XI мы покажем, что г-мерные диезные цепи конечной 
массы в E” взаимно однозначно соответствуют ‘аддитивным. функ- 
циям множества, значениями которых являются Г-векторы; мно- 
жество г-мерных бемольных цепей конечной массы соответствует 
некоторому подмножеству множества этих функций. 

Предупреждение. При Е" = Е" (т_> п) могут существо- 
вать г-мерные диезные цепи = 0 в Е" (г > п), например г-мерные 
диезные цепи „в точке“; см. (УП, 7). Этого не может клучиться 
для бемольной нормы; см. i 9). . 
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2. Нульмерные цепи в E', определяемые функциями огра- 
ниченной вариации. Цель нескольких следующих параграфов 
состоит в том, чтобы показать, что между нульмерными цепями 
(для которых бемольная и диезная нормы совпадают) и нормали- 
зованными функциями ограниченной вариации на действительной 
прямой Е! —=9{ существует взаимно однозначное соответствие; 
см. ниже теорему 5А. | 

Напомним некоторые факты, относящиеся к функциям ограни- 
ченной вариации. Пусть функция 1 (Р) определена для всех дей- 
ствительных #. Пусть fp Ct, <<... < Ё, — заданное множество 
точек; рассмотрим выражение 


> Y(t) — 1-18 


вариацией |1| функции | называется верхняя грань множества 
всех таких сумм. Функция ] называется функцией ограниченной 
вариации, если вариация |1| конечна. В этом случае функция 1 
непрерывна всюду за исключением, быть может, счетного множе- 
ства точек; в этих последних точках существуют пределы справа 
и слева, а сумма скачков не превосходит |1 |. 

‚Мы будем говорить, что функция Y нормализована, если 


(1) т(— со) = lim 1(@=0, lim 1@—^№ ={1(® для всех Ft. 
[> — © А > о + 


Если функция © ограничена и непрерывна, то существует одно- 
| b 
значно определенное число feat. интеграл OT © относительно 1, 


а 
обладающее следующим свойством. Для каждого = > 0 существует 
такое (> 0, aro ‘ели a=i,< <... ЕН о 


7 
и 11. < Н< Е для каждого i, то 


b m 
Ге — Уз на — та) 
а i=1 


b ь b 
В качестве fear мы можем или взять т эт. или же 
| | .. а>- © 
— © 


воспользоваться данным выше определением, Sopa любое ty <a’, 


CO 


где — а’ достаточно велико: так же можно поступить в случае || 


[6 @) 
a 


ie Изменение нормализации функции 1 не влияет на интеграл. 


< 
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Мы говорим, что функции 1 ограниченной вариации соответ- 
ствует нульмерная цепь A, если (в отличие от определения в § 1) 


OO 
(2) [рхфат@®=Х-А 
— CO 
для всех нульмерных коцепей X. Если производная 9 (Г) = dy (f)/dt 
существует и непрерывна, то цепь А соответствует функции 9, 
как в (1.1). Очевидно, цепь А единственна. 
Чтобы доказать существование цепи A, обозначим через ©, 
разбиение отрезка =. 4 Ha равные отрезки длины 1/2“. Для 
любого числа { пусть Ё обозначает точку Ё, рассматриваемую в ка- 


честве нульмерной цепи. (Таким образом, [, —, есть чиело, at, —t,— 
нульмерная цепь.) Положим 


$ 
k 
A,= _ k 1 
ай и а +, 
(3) > 2 


а = (Eps) — 1 Ce, 1-1), s, == 21. 
Если (ft) существует, то [в отличие от формулы (1.2), случай 
r= 


‘Ri tpi 


k 
(4) A= а Gee fay | ee. 


i ‘Ril 1-1 


Обозначим через x(a, $) вариацию функции 1 Ha отрезке [а, 6], 
т. е. верхнюю грань сумм, определяющих |1|, при дополнитель- 
ном ограничении а < fy, Ё, «5. Докажем, что 


(5) JA, — Agl? «Т(— оо, — 2% + + т, со),  I>k. 
Запишем А, = Aj 4. Дм, где Aj, Ари A} — части цепи А,, 


лежащие соответственно слева от отрезка О = [— 2”, 2*], на от- 
резке Q и справа от Q. Очевидно, 


| Art| <7(— оо, —2%, |A?| <7 (24, 0). 


Возьмем типичный отрезок [1-1 fei] из разбиения м под- 


> 


(i) 
разделенный на отрезки [fy,;~-1, 2), ;] из ©,. Обозначая через >, 

aa 
сумму по всем таким значениям J, определим одномерные цепи 


(7) ar 
Diy = 5 НЕ) — 1G, 7-1) Ey gt pas Вы = pa Dari: 
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Тогда | 
ых | 7 
OD yi = М о Te t-te — [y nj) — ¥ Enj-1)1 ,, 
0D,, = A, — a. 


y(t) Jy (t, ,)— (ty 
Pul< BD 17 (2ь;) - (41; <, 


Так как 


то мы находим, что сумма | A, — А — OD,,|-+-|D,,| не превосхо- 
дит правой части а (5); таким образом, неравенство (5) 
доказано. 

В силу (5) предел A=limb A, существует. Для любой ко- 
цепи Х 


(6) Х- А, = = Ap (X ид = — + Рх@ы) Ap: 
по определению интеграла 


X- A= шХ. Apa f Dear 


Е > со 
| —со 


поэтому цепь А соответствует функции 1. 


Пусть 19 — нульмерная цепь, р функции т, 
Мы докажем, что 


(7) | [19| ==11 |. 


‚Если производная ® == 41/4! существует и непрерывна, a ф = yO — 
соответствующая нульмерная цепь, то. равенство (7) дает 


ДВ oe 8 5 bp fleolae 


‚[в соответствии с формулой (1.4) для одномерных цепей]. 
Так как в силу (6) 


aa |X| Bl aul < <1¥ 1] 11: 


TO. мы имеем Pore ly |; см. (V, 16.1). 
_ Чтобы доказать обратное неравенство, прежде всего заметим, 
_ что ввиду нормализации (1) 


"Beh 


lim J a= fa =10—10) 


ae 
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Допустим, что §&(f)=1 при a<t<b—2), &(0=0 при 
t<a—kh и при t>b—d и что функция & линейна в двух 
остающихся интервалах. Тогда из написанного выше равенства, 
очевидно, следует, что. 


lim f в dy (O= 7 (6) —7 (0). 
corte | 


Если теперь задано ¢ > 0, то выберем точки ЦЕХ... <, 
так, чтобы было 


те) —т@-01> | -—= 


Для достаточно малого A определим на каждом отрезке 
[#,,—^, t; —A] функцию &, совпадающую с определенной выше, 
если 1 (¢;)— 1 (#,_,) > 0, и отличающуюся от нее знаком в против- 
ном случае; положим & ==0 во всех остальных точках. Функция § 
определяет нульмерную коцепь Xj), для которой | Х,| ==1. Тогда 


lim Х- 19 = Ун i OE 


А > 0+ 


отсюда следует, что |1®|>|1|—е, и поэтому |1®| > har Это 
завершает доказательство равенства (7). 


3. Умножение нульмерных цепей на диезные функции. Мы 
определим цепь GA для любой диезной функции © (У, 4) и любой 
нульмерной цепи А в Е"; случай г-мерных цепей рассмотрен 
в (VII, 1). Будут выполняться следующие неравенства: 


(1) 14| <|ФА|, 
(2) | АР < (91-Е ®[АР. 


Эта операция будет билинейной. 
Прежде всего для любой полиэдральной цепи ав: положим 


(3) фар: = D9 (Pp) вирь 


очевидно, неравенство (1) выполняется. Чтобы доказать (2) для 


цепи A= Уарь выберем для заданного & >0 цель р так, 
чтобы было 


|A—0D|+|D|<|A|? :. 
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Пусть, например, О = 2 4,(р,р’), где отрезки pip; He перекры- 
ваются. Положим 
= №9 (ру) 4, (74%). 
A—OD= Хар, — Хар, + Хар, 
ФА — dD’ = №9(р,) в, — №9 (р) 4p; + D9 (p)) 4,7) + 
+ 2 [9(р;) — ®(р))] 4 р 


Первые три суммы в правой части последнего равенства равны 

просто $(А — 90). Поэтому, пользуясь неравенством (1), имеем 

|pA— 90' 1-1] < о IDI+l¢lIDI< 
<(191+%)(/ Al? +2). 


Tenepb 


и неравенство: (2) доказано. 

Пусть теперь А — произвольная нульмерная цепь. Пусть, 
скажем, А=ИтР A,, где А, — полиэдральные цепи. Положим 
ФА = ШпР oA,. В силу (2) этот предел существует и не зависит 
от выбора последовательности. Теперь уже неравенство (2) выпол- 
няется в общем случае. Мы можем допустить, что Ит | А,| |4]; 
применяя неравенство (1) к каждому произведению $ФА,, мы полу- 
чаем на основании (V, 16.1) неравенство (1) для цепи ФА. 

В качестве дальнейшего следствия неравенства (2) мы находим, 
что если limb’ А, = А (цепи A, не предполагаются полиэдральными), 
то limb ФА, существует и 
(4) lim> ФА, =o lim? A,. 

Мы установим условие, при котором масса суммы двух нуль- 
мерных цепей равна сумме их масс; относительно обобщения 


см. (УП, 3.22). Носитель $рЕ(ф) функции Ф есть замыкание MHO- 
жества точек, в которых WY отлична от нуля. 


Лемма 3a. Для любых диезных функций v,, $. и любой 
нульмерной цепи А в Е" 


(5) [i+ 4) А] =|фА|-Н$А|, если p(spt(},), зрЕ(фь)) > 0. 


Мы предположим, что массы |),A| и |%А| конечны; в против- 
ном случае нужно лишь слегка изменить доказательство. 
Пусть задано = > 0; выберем X,, X, так, чтобы было 


1Хи<!, X,- AS ФА] —ь, i=l, 2. 
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Определение цепей ф,А показывает, что если мы изменим Ох, вне 


множества (), = $р+($;), то произведение Х,.ф,А не изменится. 
Поэтому мы можем считать, что Ох,=0 вне некоторого MHO- 


жества ©’, причем ©’ ПО, =0. Теперь D, и D, вместе образуют 
1 1 2 X, Х 

диезную функцию и поэтому определяют некоторую нульмерную 

коцепь Х, для которой 


Следовательно, | 


X + (by + by) A> ЧАН A] — 2, 


и неравенство > в (5) установлено. Обратное неравенство оче- 
видно, и лемма доказана. 


4. Часть цепи конечной массы. Если заданы нульмерная 
цепь А конечной массы в Е! и некоторое число Т, TO мы 
можем определить «часть Ат цепи A, которая < Т». Часть 
г-мерной цепи конечной массы (определенной в Е”), лежащую 
в заданном борелевском множестве, мы определим в (XI, 13). 


Пример (a). Пусть А=-Т (обозначения см. в § 2). Тогда, 
естественно, часть цепи A, которая < 7, равна нулю, в то время 
‘как часть, которая < Г, равна А -=0. Если А — непрерывная 
цепь ($ 1), то из приводимого ниже определения легко видеть, 
что часть < Т равна части < Г. 

Пример (5). Пусть А — нульмерная цепь примера (с) из (У, 5). 
Мы не можем определить часть Ay, потому что она должна 

oO 


была бы состоять из — x с, а этот ряд расходится. 
{= 
/ 
Пример (с). Пусть А, — цепь, определенная в (V, 5 (С)). 


Положим А’= limb A’; тогда А’=0, так что (А”, =0. Мы 
[> со 
не могли бы определить (A’), как ИтР (А;) ‚ потому что (А,;) =, 
[> < 0 170 


и lim? в, = 0. 
При фиксированном СТ определим непрерывные функции 


Фо, 91, ... следующим образом: 
1 при t<T— 3 | 


(1) 9; (Е) = 


18 Уитни 
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и функция ©, (Ё) линейна ‘в остающемся о. Положим 
(2) | Ag == abst oA, | 


Чтобы доказать существование и установить свойства цепи Ap 
определим функции 


(3) +=, $; ОФ (=, 2,...). 
Поскольку spt (>). spt (9); sPr(ta) > .. попарно He пересекаются, 
так же как и spt ($1), spt ($3). - ., То, несколько, раз применяя 
лемму За, получаем 
На-На) Ара. 
(9+ a ae + 5541) 4| aa А [+ [А + . oa +H] Paj414]. 
Далее, так как >», 9; в) — 1, 10 неравенство (3.1) показывает, что 


каждая из левых частей в написанных выше равенствах <! 
Следовательно, 


А -Е [Ф.А АА И 2, o23}. 
Таким образом, ряд из масс сходится, И поэтому 
(44) = |g A— ФА <] 9), ,A|-+ ... +] 954] 0, 
чем доказано существование цепи Аг; в действительности 


lim | Ат— oA | ==. 
Установим некоторые свойства цепи Ат: 


(5). |Ar|-+-|A— Аг| = 14|, 
(6). - lim Ar_, = Ат, Saas 
h> 0+ | 
(7) lim |А;|=0, где A,>=A_,+(A—A)). 
ТГ > со 


Для любого i множества spt(y,) и spt(l—g9,,,) не пересе- 
каются. Кроме того, 9,-+-(1—9%,4,)<.1. Поэтому лемма За и 
неравенство (3.1) дают 


[А [-Е [СЕ — Фи) А] == КН — 9) А] < А 


При {—> со получаем в (5) И <; обратное неравен- 
ство очевидно. 

Если задано = > 0, то выберем i так, чтобы было |9,А—$;А|< =/2 
для всех /`>7. Затем возьмем любое T’—T—i, О<^< 1/4". 
Выберем номер /, для которого Т’< Т — 2/4'. В таком случае 
при любом №, для которого Т’— 2/4" >T—1/4', мы будем 
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иметь (если функции ¢, определены для Г’ так же, как функции $, 
были определены для Г) 


ФФ Pp PPP Pei 
поэтому на основании теоремы (У, 16B) 


l(%— 9) 4[= 95 [(,— #) AI <| (9) 9) AL< 5, 
Ш. = 94| < sim (9—9) 41 < 


Кроме того, АА < 8/2; следовательно, г» —Al<e 
равенство (6) доказано. 

Выберем © так, чтобы из неравенства | А — A’ |? < 6 следовало 
| A’|>|A|—e (V, теорема 16B). Выберем полиэдральную цепь В, 
для которой | А — В |Р < 33, и функцию ф с ограниченным HOCH- 
телем spt(9), а ee условиям: |Ф|=1, 
ms <i, == 1 на В; тогда 


о 
|ФА— иена Ву < <(191+%)14— ВР < 
Поэтому 
18А— АР 94| |А|—е. 
и теперь любое число Г’, для которого spt (Фе (— Г, T — 2). 
Если, как прежде, А_г =lim 9A, Ap=lim@,A, то’ 
| Ат — limpA, $= 9, + (i =) 
Tenepb B силу леммы За 
ГАНА |= 5 Al < | Al, 
и поэтому |)A|<e для всех i. Следовательно, 14, I< e, и (7) 
доказано. | 
Отметим одно обобщение свойства (5): пусть 
в... Ay = А, — А, _ 1 cxsy 1} 
тогда | 


(9) ГАРАНТ «++ +14, [+ |4— Аа | 


В самом деле, очевидно, (А te = A; и поэтому из (5) получаем 
== И oy 


i-1’ 
ы | в Gal Ge | 
комбинируя это с равенством (5) при Г ==&,, получаем (9). 


18* 
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о 1 

5. Функции ограниченной вариации в Е, определяемые 
нульмерными цепями. Для данной нульмерной цепи А конечной 
массы в Е! соответствующую функцию 1д мы определим условием 


(1) ta@) =. A, 


где /0 — единичная нульмерная коцепь: /°-¢t= 1. Прежде всего 
мы покажем, что 1] д есть функция ограниченной вариации. Возьмем 
произвольные точки Ц<«Ё<... < Ё,; тогда из (4.9) получаем 


т 


та taGvl= BP Ai] < ЖА <1 Ab 


i=1 


поэтому |y,|<|A|. Мы докажем, что цепь А соответствует функ- 
ции 1 ($ 2); отсюда будет следовать, что |14|=|А|. 

Нам понадобится лемма, сравнивающая цепь вблизи точки 
с цепью, „сжатой“ в точку; ср. ниже (УП, 7.2). 


Лемма 5a. Пусть С = Шп?С,, где С, — нульмерные поли- 
эдральные цепи, лежащие в отрезке [t’, Ё]|, и пусть Г <t<t". 
Тогда 


(2) СЫ. СРМ, N= ть], 
Пусть, скажем, Co Lenten Dl l<N +e e, > 0. Поло- 
ЖИМ o,,—=¢,,¢. Тогда, так как Nee 2 Su, TO 
C,—(P.C)t=—a x еды С-В 
|Cy— ОН? < У |еы [вы | -Н ©, —С)|< 
| < (М —0)+|C,—C|?, 


при Е ->со мы получаем (2). (Взяв подпоследовательность, мы 
видим, что верхний предел можно заменить нижним пределом.) 
Теперь, пользуясь обозначениями (4.8), мы докажем, что 


(3) | A; (К. Ai) |? «Ав 


Пусть, скажем, a Па ta (Ф„, аналогичны прежним функ- 


циям 9,); тогда 
+ : + ee 
A; = lim 9, ,A, Ty ty Tae 
j>o 


Пусть ф (6) =1 при ¢t,,—A<t<t, &(@=—0 при [< 1, — 2A 
иЁ> Е --), и пусть функция $) (Г) линейна в остающихся интерва- 
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лах. Гогда 9; ,= 9: при достаточно большом J; поэтому в силу (3.4) 
* . * РЕН 18 * ет & 
A, = lim 9,,A= lim $,9,,A =, 4;. 
j>o j>o 
Выберем полиэдральные цепи Ai так, чтобы было 


A, = lim A; Ay гы, =, ыы: a 0; 


Е > < es 


тогда, снова пользуясь (3.4), а затем (3.1), получаем 
А; = Jim ФА, А | < М-Н =, 


Так как цепь ф/А;‚, лежит в интервале (¢,_,— 2A, ¢,-+-A), то 
лемма 5a дает | 
| Ay — (РАВ < | At] (t; —t,_, + 39) 


Поскольку Х произвольно, неравенство (3) доказано. 

Пусть В — нульмерная цепь, соответствующая функции Тл. 
Чтобы доказать, что В =: A, возьмем любое ¢ > 0. В силу резуль- 
татов из $ 2 ив силу (4.7) мы можем выбрать k таким образом, 
чтобы было верно следующее. Пусть & = — 92%, В == — 2% + 1/2*, .... 

., 1, == 2", как в § 2, и пусть В’ — соответствующая нульмер- 
ная полиэдральная цепь. Тогда 

A| Е 
ВР 2 Ayia = tii en ae 
| | = сы | 2 |= 3. OR —. 2 
где Aje определяется, как в (4.7). По определению цепи В’ 


В’ = Lot, В, = ТА (#1) — Тл (Ё,-1) =P: Ai. 
`Поэтому 
т 
АА ил, 
ив силу (3) и (4.9) 
т 
/ + 2 
Е: P< | As + 2 Ai] (641-2) +14 — Ae, | <=. 


} 


Таким образом, | А — В i? <éH, следовательно, А = В. 


Теорема 5А. Между нульмерными цепями А конечной 
массы в Е! и нормализованными функциями 1) ограниченной 
вариации существует взаимно однозначное линейное соответ- 
ствие, определяемое соотношением (2.2); мы имеем 


(4) lyal=IAl. 
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Для данной цепи А функция 1) определяется, как указано 
выше; эта функция в силу (4.6) и (4.7) нормализована. Это соот- 
ветствие, очевидно, взаимно однозначно и линейно. Равенство (4) 
следует из (2.7). 


6. Некоторые теоремы анализа. Прежде всего мы при- 
ведем аналитическую формулировку некоторых предыдущих теорем. 
Пусть М — линейное пространство нормализованных функций огра- 
ниченной вариации в E!; в качестве нормы можно пользоваться 
вариацией. Другой нормой в М является диезная норма, опреде- 
ляемая соотношением 


(015 | — sup Г Рхач: Х — диезные коцепи, 1х ce 


—-CO 


(Так как г==0, TO „бемольная норма“ совпадает с „диезной“.) 
В силу теоремы 5A и соотношения (2.2) 


(2) fal? == [== Al". 


Теперь формула (У, 4.1) вместе с теоремой SA и теоремой (У, a 
дают: 


Теорема 6A. Гространство С действительных диезных 
функций, определенных в Е\, является сопряженным к про- 
странству М с диезной нормой. 


Следующая теорема утверждает, что, обратно, М есть про- 
странство линейных функций, определенных в Си SAE BORIS 
щих некоторому условию непрерывности. 


Теорема 6B. Пусть Л — произзольная действительная 
линейная функция, определенная в пространстве С и обладаю- 
wah следующим свойством: если $, $5,... — любая такая 
последовательность функций, являющихся элементами про- 
странства С, что 


(а) |х,| < М (для всех i) при некотором М, 

(5) $, (р) 0 равномерно на всех компактных подмноже- 
ствах пространства E', 

то ИтА (©) =0. Тогда существует единственная функ- 


ция Ем, для которой Л ($) = fod, для всех PEC. При 
этом мы имеем к 


(3) |1 [== зир (Л (9): |$|< 1. 
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Эта теорема представляет собой случай п = 1 леммы Re 7b). 
См. также теорему (XI, 8B). 

Возьмем любую нульмерную цепь А конечной массы и положим 
A, (Dx) =X. A. Пользуясь (4.7), мы легко находим, что функ- 
ция A, удовлетворяет условию теоремы; поэтому существует функ- 

[®.®) 


ция 1, для которой Х. А == [ Dx ara. Таким образом, мы имеем 


— со 
другое доказательство теоремы 5A. Cp. (XI, теорема 11А). 
Рассмотрим пространство М’ нормализованных функций огра- 
ниченной вариации, определенных на отрезке [0,1], с вариацией 
в качестве нормы, и пространство С’ непрерывных функций о, 
определенных на отрезке [0,1], с нормой |¢|. Тогда, в отличие 
от ситуации, описанной в теореме 6B, можно показать, что М’ 
является пространством, сопряженным к С’. Это — известная тео- 
рема Ф. Pucca (см. Банах, стр. 61 ')). 


7. Непрерывные /-мерные цепи в Е”. Мы следующим обра- 
зом обобщим определение, данное в $1. Пусть я — функция, 
клеточно-непрерывная в пространстве Е”, значениями которой 
являются г-векторы 2). Мы говорим, что функция a суммируема, 


если интеграл [ (я), конечен, или, что то же самое, если конечен 


интеграл f (a), или же, если интеграл f (a) конечен для каждого 


h (Ay <... << A,). Мы говорим, что клеточно-непрерывной сумми- 
руемой функции a соответствует бемольная г- мерная цепь А, 
если (мы пользуемся интегралом Римана) 


(1) fx ) 2) ар =Х-А для всех г-мерных диезных 
| En | | 
коцепей Х. 

Ниже мы докажем, что цепь A существует; в силу теоремы (V, 13B) 


она единственна. Обозначим ее через a; мы будем называть ее 
непрерывной цепью. Мы докажем, кроме того, что 


(2) || == f (а)о 
ЕП ; 


Имеются более общие теоремы; см. теорему (IX, 15А) и 
теорему (XI, 14А). 


1) См. Банах С., Курс функщюнального анал!зу, Кит, 1948, i 51. — 
Прим. перев. 

2) Такие функции в дальнейшем часто называются просто г- вектор- 
функциями. — /7pum. перев. 
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Мы пользуемся в (1) только диезными коцепями Х ввиду того, 
что доказательство существования формы Dx (V, 10) в этом слу- 
чае сравнительно просто и этих цепей достаточно для определе- 


ния цепи a. | | 
При r=-0 определение превращается в определение из § 1 
(для п = 1). При г =п мы можем написать a(p) =®(р) щ, где а, — 


единичный п-вектор; тогда [Dx . a= | Dx, и равенство (1) снова 


сводится к (1.1) (если п = 1). 

Если при г==п мы будем рассматривать все измеримые сум- 
мируемые п-вектор-функции а, то мы получим все п-мерные бе- 
мольные цепи ([Х, теорема 15B). При г < п всех г-мерных цепей 
мы не получим; например, мы не получим никаких г-мерных 
полиэдральных цепей и никаких /-мерных цепей бесконечной массы. 
Однако мы получим некоторое множество цепей, которое всюду 
плотно (теорема 7A). Если вместо г-вектор-функций a мы рас- 
смотрим аддитивные функции множества, значениями которых 
являются г-векторы, TO мы аналогичным образом получим все 
г-мерные цепи конечной массы (бемольные или диезные); см. тео-: 
pemy (XI, 11А), которая обобщает теорему 5А. 


Чтобы выразить a через a, рассмотрим прежде всего следую- 
щий частный случай. Пусть Q — некоторый п-мерный куб с г-мерной 
ориентированной гранью Q” и дополнительной (п — Г)-мерной 
гранью ©’. Пусть я — функция, равная г-направлению грани Q” 
в Q Mu равная нулю вне О. Для каждой точки 4 Е С” пусть Р (4) — 
ориентированный г-мерный куб в @, проходящий через g и обра- 
зованный параллельным переносом грани ©”. Тогда для любой 
г-мерной диезной коцепи Х соотношение (V, 10.3) показывает, что 


(3) [Ркф-аар=| [Рх(Ф-аараа= f X-P (ag. 
Q Q’' Pq) Q' 


Пусть © — подразделение грани ©’ на клетки Qi, ..., @’, имею- 
щие степень мелкости < т (П.П, 3). Выберем некоторые точки 
9, © @, и положим 


(4) А (©) = >19 Р (7); 


это — цепь, аппроксимирующая цепь a. Мы покажем, что для 
любой диезной коцепи Х 


©) | 2х -вар—Х. AG) <1хР (19 [+199 91. 
Q 
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Для любой точки 9Е С, неравенство (У, 3.6) дает 


IPQ—P(G)|(?<on, 6=19"1-+ |9%'|. 


Поэтому 


{mere A= |B [x-[P@—P(a)] 49 
Q Го 


< УР |9 | =| 51. 


Теорема 7А. Существует взаимно однозначное линейное 
отображение пространства клеточно-непрерывных суммируе- 
мых г-вектор-функций а в пространство соответствующих 


г- мерных бемольных_ цепей a; имеет место соотношение (2). 
Множество образов a ‚ для непрерывных функций ох плотно в cy 
а поэтому (У, теорема 14B) также и в С“ 


Если дана г-вектор-функция &, которую мы в настоящий мо- 
мент предположим непрерывной, то мы следующим образом выбе- 


рем фундаментальную последовательность A,, Ay, ... полиэдраль- 
ных Г-мерных цепей, которая будет определять a. Возьмем любые # 
и ^= (№, ..., ^,). Мы можем найти куб Q с ребрами, параллель- 
ными выбранному множеству осей, для которого 
[ (2) <2 aa для всех A 
Е 3.9% (7) i 
E"XQ ’ 


Так как функция я’ равномерно непрерывна в Q, TO мы можем 


А 
разбить Q на кубы Q,, ..., Q,, и определить функцию Вь, постоян- 
ную в каждом кубе Q, и равную нулю вне Q, так, чтобы 


f @—2) < 2e, для всех i. 


Неравенство (5) показывает, что для каждого куба ©, мы можем 


определить г-мерную полиэдральную цепь Вы в О; так, чтобы для. 
любой диезной коцепи Х было выполнено неравенство 


и 
[ Ox: Ве, —Х.Вы < —., 
Q; 
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Поэтому, полагая By = >) Вы, Вь== У) В, мы находим 
i (A) | 


f Dx-abe,—X- В < | (Ркь — 8) + 
n БП 


Е 
+y f Dx Bie, — X + Bhi = 
# |9, | 
< 2х + УР * <3] x]! et, 
i 
| р. 4 
(6) Гх.а—Х. В, < 


Возьмем любые целые положительные числа К и [, k <1. Тогда 
неравенство (6) дает | 
2| x|P 
|X (B,— B,)| <<. 
и формула (V, 13.13) показывает, что 


| | 
(7) |B, — BI? «т, E> 4. 


Следовательно, предел А = Им? В, существует. В силу (6) имеет 
место равенство (1); поэтому цепь A=« соответствует Г-вектор- 
функции a. Если Г-вектор-функция @ не непрерывна, то нам нужно 
только выбрать непрерывную гГ-вектор-функцию -@, так, чтобы 
было Га, —а) 2", найти цепь B,, соответствующую, как и 
выше, функции @,, ит. д. 

Замечание. В терминологии параграфа (УП, 7) мы можем 


построить аппроксимацию для цепи и следующим образом. Для 
достаточно большого куба Q, подразделенного Ha достаточно малые 
кубы Q,, выберем точки 4, Е Q,, обозначим через (В, 4) диезную цепь 
в точке 4, соответствующую г-вектору В, и положим | 


Е ны В ==.219,[(& (9), 9). 


Последовательность таких цепей будет сходиться к я в диезной 
норме. 


Отображение &-—> я, очевидно, взаимно однозначно и линейно. | 


Чтобы показать, что множество ` цепей. а, соответствующих непре- 
рывным @, всюду плотно, достаточно убедиться, в том, что для 
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любого г-мерного ориентированного симплекса о и любого = > 0 
существует такая непрерывная г-вектор-функция a, что 


|] Dx-a—X-o < Ре о 


для любой диезной коцепи Х, так как из этого неравенства сле- 
дует |&— < |? < з. Выберем какую-либо (п — г)-мерную клетку Q’, 
проходящую через точку 9, Ес ортогонально к о. Симплексы 
с (4) =То-а,° для 96’ образуют клетку @. Возьмем клетку Q’ 
настолько малой, чтобы было 


(9 —Р<ъ, ga’ 


Тогда (ср. проведенное выше доказательство), если В == {o}/|Q| 
вби р 0 в ЕО, то 


[5х.в—Х. 1ХР.. 


Е | 
=| {Tai eo—a <5 


Мы можем выбрать такую непрерывную г-вектор-функцию a BE”, 
что [ (В — а» < :/2; отсюда следует требуемое неравенство. 


Чтобы доказать неравенство (2) [по поводу общего случая см. 


(XI, 14.7)], мы прежде всего заметим, что для любой диезной 
коцепи Х 


|X-al=|f Dx a] <1X1 f @) в 


поэтому (V, теорема 16A) |a| < [ (ао. 


Чтобы доказать обратное неравенство, допустим сначала, что 
функция х равна постоянному Г-вектору а, в кубе Q и равна нулю 
вне этого куба. Выберем такой г-ковектор ,, что |w,|)==1 и 
и. ==|0| (I, теорема 13A), (II. I, лемма 8b), и положим 
Ох(р) = ов, в Е". Тогда | 


[X1=1,  fDx-q=|a,b1Q1= f ao” 
Q ЕП 


Если теперь дана любая клеточно-непрерывная суммируемая 
функция a, то выберем куб Q, подразделенный на кубы Q,, и 
г-вектор-функцию В(р) (ср. проведенное выше доказательство), 
постоянную в каждом кубе Q, и равную нулю вне О, так, чтобы 
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было [8—=» < e/3. Выберем, как и выше, такую диезную 


хИ=1,  f Dx, -B= f Bo. 


Изменяя форму Dx, вблизи граней куба Q; и вне Q,, мы можем 
сделать ее равной нулю вне Q, и, таким образом, определить 
7. / 
некоторую коцепь X;, для которой |X; |= 1 и интеграл 
{aa .В сколь угодно близок к интегралу f Dx, . В. Таким обра- 
i р 
ЕП 9; 
/ 
зом, полагая Хх=УХ,, мы получаем |X|=1 и 


[Г 2х-а> [Рх.8фз>»Х f Ру 8-F> f = 


следовательно, |a| > |} (a)y, что и завершает доказательство. 


8. О компактных коцепях. Первая лемма, доказываемая ниже, 
используется в доказательстве теоремы 9В; последняя лемма также 
необходима, если цепь А не компактна (см. § 9). Мы говорим, что . 
форма © компактна, если она равна нулю вне некоторого ком- 
пактного множества; мы говорим, что коцепь Х гладкая, если 
гладкой является форма Dy; коцепь Х компактна, если KOM- 
пактен носитель $р*(Ох). 


_ Лемма 8a. Для любой гладкой компактной (п—1)-фор- 
мы ® BE” 


(1) fdo=0. 
ЕП 


В самом деле, пусть О — некоторый куб, содержащий spt (w). 
Тогда по теореме Стокса 


[Гав = | do= fo= ь 
ЕП Q 99 


Следующая лемма в более общей обстановке будет рассмотрена 


в (УП, 1). Следует вспомнить определение диезной нормы iw |*, 
данное в (V, 10.2). 
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Лемма 8b. Для любой диезной функции 9 и любой днезной 
г-формы w 
О ыы 

В самом деле, в результате несложных вычислений получаем 
(3) Зо (PH) < ® (9) ol - [$ [% (®); 


полагая $ =и-+ |, находим 


| о |* = sup {|6 |5, 5% (Ф)} < 
<sup { [$ |® |, $19 | % (в) + 5% (9) |® |} < 
< $[зир {|® |, Ss 


что и дает требуемый. результат. 
Если даны диезная функция © и Г-мерная диезная коцепь Х, 
то мы определим Г-мерную диезную коцепь ФфХ, полагая 


(4) Dex = 9Dx; | 
ср. (УП, 2) и (IX, 7.6). Тогда с помощью (2) и (V, 10.4) получаем 
(5) leXl? <lel|XF+C+DL@XI << +2) ХЕ. 


В теореме (V, 13A) мы показали, каким образом г-мерную 
бемольную коцепь можно представить в виде слабого предела 
последовательности гладких коцепей. Здесь мы покажем, что любая 
г-мерная диезная коцепь является слабым пределом последователь- 
ности компактных диезных концепей. 


Лемма 8c. Г/Лусть 9, $,... — такие диезные функции, 
что для некоторого N и открытых множеств К, мы имеем 


(6) м gi—1leR, ВВ ОВ 
Тогда для любой г-мерной диезной коцепи Х 
(7) wkl* o Х = Х. 


Открытые множества К, и функции $ мы можем выбрать 
так, чтобы функции 9;, а следовательно, и коцепи $,Х были 
компактными. 


Допустим, что имеет место (6). Тогда в силу (5) 
9 <(-+2)М|ХЁ. 


Если с — произвольный г-мерный симплекс, сос К,, то 9;(p)—=1 
в 9; поэтому lim (Ф,Х.5)=:Х.0в. Теперь равенство (7) является 
[> © 
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следствием леммы (V, 13А). Последняя часть нашей леммы эле- 
ментарна. 
Замечание. Лемма 8с выполняется и для бемольных коце- 


пей Х, если в (7) заменить wkl* на wkl?. В этом случае нужно 
только вместо неравенства (5) воспользоваться вторым. из неравенств 
(УП, 2.2). 

Мы покажем, что диезную норму | A |* можно найти с помощью 
компактных гладких коцепей;: 


(8) |A | = sup {| Х.А|: X—kKommakruble и гладкие коцепи, 


<. 
[см. также (УП, 4.6) 
Пусть Ry и Ro — концентрические сферы; мы можем опреде- 


лить гладкую функцию 9, равную единице на К и нулю на Ry 
и такую, что |g| = 1; посредством растяжения пространства Е” 


мы можем определить Ю, Ю и $, так чтобы было |9,| = Ги 
lim 2(9,) =0. Тогда неравенство (5) дает 


lim |7 «У! для всех диезных коцепей У. 
> со 


Если задано ¢ > 0, то выберем такую коцепь Х, что 1 < <1, 
X-A> Ar —e. В силу теоремы (V, 13A) мы можем не р 1, 


так чтобы было Х,. АА" — 9%. Пользуясь (7), мы можем 
выбрать { таким образом, что 


9X, АРА — 3, И IX +e cite; 
так как з произвольно, то отсюда следует (8). 


Лемма 84. Пусть г-мерная диезная или бемольная цепь А 
такова, что Х.А==0 для всех г-мерных гладких компакт- 
ных коцепей Х. Тогда A=). 


Это непосредственно вытекает из (8); нужно вспомнить, что 
любая бемольная цепь является также и диезной. 


9. Граница гладкой цепи. Мы говорим, что г-мерная непре- 


~~ 


рывная цепь А==а гладкая, если гладкой является Г-вектор- 
функция a. Мы покажем, как найти цепь OA, дифференцируя a. 


Определим непрерывную (г —- 1)-мерную цепь В с помощью функ- 
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ции 8 == d*a, имеющей в некоторой ортонормальной системе коор- 
динат компоненты 


(1) (4) a > 7 3 ght ot Ape 


BAI, и 


Мы не требуем, чтобы Ay <7... <A, 4. | 
Следующая теорема показывает, что результат не зависит от 
выбора системы координат. 


Теорема 9A. Имеет место равенство 
(2). о — Q'd Du, 


где G и Q' — двойственные операции из (1, 11), применяемые 
в каждой точке. 


Возьмем любое множество индексов py, ..., №._„.: В есте- 
ственном порядке. Пусть №, ..., №, — дополнительное мно- 
жество индексов, взятых в естественном порядке. Для любого 


i=-1,..., П-— Г-Н! пусть множество индексов №, ..., №, 
взятых в естественном порядке, является дополнительным к мно- 
жеству Yar vee ..., №, ‚41. В силу (II, 8.4) и (1, 11.3) 


ыы ИЕ. . д 
(або ^^ Pn-r+1 == > | ie (Qa) = 
Oxi Piss Ри-г+1 
i=1 
n—-r+1 : j 
| < 1—1 д oon 
че Р-Р +: *** Ир --г1 Ox” i 
Индекс №, входит в pi, ..., №. Перенеся этот индекс вправо и 
ве иво, получаем i 
, n-r+1 
| В / / 
(dQa),, oe Pere > ею, A д ofl ew doe! a 
в 1 й—Г-1 Py ces Pritt ses Pare Ох 


Пользуясь формулой (I, 11.4), находим 


| г ва _ 
A р | д и." # ' 


d=1 
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Пусть %& — единичный п-вектор в Е”. Вспомним [см. (I, 11.9)], 
ЧТО ©: Я == (% \/ Oa)-% для любой ыы « и любой г-вектор- 
функции a. Поэтому 


(3) fe a= f(o V Qa) == fov ge 


[cp. (Ш, 5.1)]. 
Мы будем пользоваться обозначением 


(4) op = 8. 

Теорема ЭВ. Для любой гладкой суммируемой г-вектор- 
функции & 

(5) дФа = (—1)” Фа*а.. 

В силу леммы 8d (или же более простого рассуждения, если 
цепь А компактна) достаточно показать, что для любой г-мерной 
гладкой компактной коцепи Х 

Х . [9Фа— (—1)/Dad*a] = 0. 


Положим &= Ох, ® = Фа; это — гладкие формы. В силу (7.1), 
(У, 10.16) и (3) 


Х.дФа=ах. Фа = [Dax a= fave, 
Далее, так как QQY’y = т (I, 11.2), то 
Х. Фа*а = [| Dy D'dDa = [&\ ОБ’ ав = [Е do. 


Форма &\/ ® является гладкой и компактной. Поэтому в силу 
леммы 8a и (II, 8.6) 


X - [dba — (—1Y @a*a] = fla Мо +(—1Y-% V do] = 
= [adEVo)=0, 


чем и завершается доказательство. 


10. Непрерывные цепи на гладких многообразиях. На глад- 
ком п-мерном многообразии М полиэдральные цепи не определены, 
поэтому мы не можем построить теорию цепей и коцепей на М, 
как в гл. V. Вместо г-мерных коцепей Х мы можем, как в (У, 10), 
пользоваться г-формами w. Мы покажем, каким образом вместо 
г-мерных цепей А можно воспользоватся «непрерывными цепямия a, 


определить операцию Moa и заменить Х. А интегралом f wo &, 
M 
(Мы не будем здесь входить в ыы требований непрерыв- 
HOCTH и rad ао 
Случай I. Многообразие М риманово и ориентировано. Мы 
можем, имея на М функцию 9, значениями которой являются 
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Г-векторы, положить (фоа)(р) == (р) -@(р) и, как в (7.1), поль- 


зоваться интегралом Римана fo a, 


M 
Случай П. Многообразие М ориентировано, но не является 


римановым. Тогда интеграл Римана f ф OT действительной функ- 


М 
ции ф не определен. Мы можем в качестве х взять (п — г)-форму 


и пользоваться интегралом fo \/ & применяется определение, дан- 


М 
ное в (Ш, 10). 


Искусственность понимания & как (п — Г)-формы имеет своим 
источником искусственность интегрирования по М. Чтобы сделать 
интеграл более похожим на скалярное произведение, следует 
вместо М рассматривать полиэдральную область Q в Е"; тогда, 


как в (11, 3.2), используя разбиения at области (©, найдем 


() foVa=tim У (д Vv appl: {31} =lim У, (рр 9, 
Q | 


где в силу (I, 7.1) 
(2) a, =a(p,) A {o,} есть некоторый г-вектор. 


Если форма a непрерывна и клетки с, малы, TO a, приближенно 
есть „часть формы a“, лежащая в в, [см. (XI, 13), где рассматри- 
вается это понятие]. 

Случай Ш. Многообразие М не предполагается ориентируе- 
мым. Тогда не существует никакого однозначного. представления 
многообразия М в виде п-мерной цепи. Пусть & (р) — функция сле- 
дующего вида. Если задана точка РЕМ и некоторая ориентация 
окрестности точки р, то (р) есть п-ковектор; при выборе противопо- 
ложной ориентации он меняет знак на обратный. Теперь для любой 


ориентируемой части R многообразия М интеграл f < может быть 


R 

определен следующим образом: выберем какую-либо ориентацию е 
множества Ю, образовав П-мерную цепь А; обозначим п-форму, 
соответствующую ориентации вблизи каждой точки рЕК, 


через (р) и образуем ТВ. Если бы была выбрана противопо- 


А 
ложная ориентация, то мы получили бы 


Де Д-® = Г 
my | =.Д А 
19 Уитни 
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Таким образом, интеграл Г: = Га не зависит от выбранной ориен- 
А 


R 
тации. 
Если функция & определена на М, то интеграл ГЕ мы можем 
М 
определить следующим образом. Пусть $, $5,... — некоторое 


разложение единицы в М (Ш, 19), причем каждый носитель spt ($,) 
лежит в ориентированной части И, многообразия М (например, 


в некоторой системе координат). Тогда положим J r=) f ФА. 
М 0, 

Допустим, что. a(p) определяется, как и только что рассмо- 

тренная функция & (р), с тем лишь отличием, что a(p) есть (п — г)- 

ковектор, зависящий от ориентации. Тогда для любой г-формы ® 

на М произведение: ® (р) \/ a(p) будет функцией того же вида, 

что и только что рассмотренная функция §(p), и мы можем опре- 


делить fo \/ «. Следуя де Раму (де Рам, стр. 44), мы можем 
М 

назвать х „(п — г)-формой нечетного рода“. При r= а есть ,CKa- 

ap нечетного рода“; a(p) есть число, зависящее от выбора ориен- 

тации вблизи точки р и изменяющее знак, когда ориентация заме- 

няется противоположной. 


VII. Общие свойства цепей 
и коцепей 


Мы укажем в этой главе целый ряд методов и теорем, играющих 
важную роль в дальнейшем исследовании. Сначала мы рассмотрим 
умножение цепей и коцепей на действительные диезные функции, 
а также носители цепей и коцепей и некоторые аппроксимацион- 
ные теоремы. Затем мы рассмотрим „/-мерные диезные цепи 
в точке“ и покажем, что при г`> 0 такого рода цепей в бемоль- 
ном случае не существует. В заключение мы изучим когомологии 
в комплексах. | 

До этого момента мы рассматривали пространство г-мерных 
бемольных коцепей в Е" как банахово пространство без дальней- 
ших операций. Теперь мы введем действительные диезные функ- 
ции в качестве кольца операторов на этом пространстве. Пусть 


А = >; ao, — полиэдральная г-мерная цепь, а ф — диезная функция. 


Для каждого i функция Ф(р) =®(р)а, непрерывна в с,, и в силу 
«“ 

(VI, 7) она определяет а „непрерывную цепь“ В, в с, и 
поэтому в Е”; положим ФА — >) B,. Мы покажем, что определение 
произведения ФА можно продолжить на все диезные или бемоль- 
ные цепи А. Если потребовать, чтобы ФХ. А равнялось Х’. oA, 
то действительные диезные функции станут операторами и на 
пространствах бемольных или диезных коцепей. (Более общая 
теория произведений будет изложена в гл. IX.) 

„Носитель“ цепи или коцепи, грубо говоря, есть наименьшее 
замкнутое множество, вне которого эта цепь или коцепь не ока- 
зывает никакого воздействия соответственно на коцепи или цепи. 
С помощью диезных функций, рассматриваемых в качестве опера- 
торов, выводятся основные свойства носителей. Затем мы показы- 
ваем, как аппроксимировать цепь А компактной (т. е. имеющей 
компактный носитель) цепью A’; если масса |А| конечна, TO мы 
можем сделать массу | A’| близкой к | А|, и аналогично для | ОА’ |. 
Приводится теорема такого же характера, в которой ПЕ 
чтобы цепь А’ была полиэдральной. 

Определение г-вектора {А} полиэдральной цепи А, данное 
в (Ш, 2), сразу распространяется на любую диезную или бемоль- 
ную цепь. Мы показываем, что даже при г > 0 существует г-мер- 
ная диезная цепь А = 0, носитель которой содержит одну только 
точку р; в этом случае цепь А определяется парой р, {A}. Любую 


_19* 
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диезную цепь А конечной массы можно ‘аппроксимировать, пред- 


ставив ее в виде А= УД, где A,—9,A, У», =1| и каждая 
функция ф, обращается в нуль вне некоторой маленькой области Ц, 
и заменив каждую цепь A, цепью B,, сосредоточенной в некото- 
рой точке p,€ U,, причем {B,} —{A,}. В отличие от этого носи- 
тель Г-мерной бемольной цепи А ~ 0 не может лежать ни в какой 
плоскости размерности «г. (Мы докажем это с помощью резуль- 
татов гл. Х.) Было бы ценно найти дальнейшие условия, которым 
должны удовлетворять носители бемольных цепей. Например, 
прямолинейный отрезок Р может быть носителем одномерной бе- 
мольной цепи А == 0, но вектор {A} должен идти вдоль Р. | 

В (У, С) мы показали, каким образом Ha гладком многообра- 
зии М можно различными способами ввести когомологии, а именно 
алгебраически (с помощью триангуляций) или же с помощью диф- 
ференциальных форм; мы показали, что получающиеся в резуль- 
тате кольца когомологий изоморфны (теорема де Рама). (В алге- 
браической топологии даются и другие способы введения этого 
кольца.) На М можно определить бемольные коцепи (для про- 
стоты мы предполагаем, что М компактно); пользуясь ими, можно 
дать еще одно определение кольца когомологий. Этим определе- 
нием в действительности можно воспользоваться в случае любого 
комплекса ($ 10); мы показываем ($ 12), что определенное таким 
‘образом кольцо когомологий изоморфно кольцу алгебраических 
когомологий. В действительности бемольные коцепи можно. заменить 
‚бемольными дифференциальными формами“ и таким образом полу- 
чить для комплексов теорему, аналогичную теореме де Рама; 
см. введение к гл. IX. | 


Для обозначения любого‘ из символов | |? u | |* мы поль- 
зуемся единым символом | |9. 


1. Умножение цепей на диезные функции. Пусть ф — про- 
извольная диезная функция в ЕЁ” (\, 4); мы хотим для любой 
г-мерной диезной или бемольной цепи А в Е" определить произ- 
ведение ФА. Это произведение представляет собой частный случай 
($ =0) произведения X°OA’, рассматриваемого в (IX, 16), полу- 
чающийся, если положить p= Dx. Этот случай изучить легче, и 
он играет особо важную роль. В (IX, 12) мы рассмотрим произ- 
ведение ФА для функций ф более общего вида. 

Начнем с определения произведения 9S для г-мерного ориен- 
тированного симплекса с. Пусть Р — ориентированная г-мерная 
плоскость симплекса с с г-направлением a. Пользуясь введенным 
в (VI, 7) понятием непрерывной цепи, положим 


(1) go=B, ВР=уфаво B(p)=0 BP\¢; 
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это — некоторая г-мерная цепь в Р и поэтому в Е". В силу фор- 
мулы (VI, 7.2), применяемой к P, и теоремы (V, 16С) 


(2) [92| = f (фа) = | (9). 


Для любой г-мерной полиэдральной цепи A= Х ав, положим 
Для любой г-мерной диезной цепи А запишем А = Ши А, 
где А, — полиэдральные цепи, и положим 


Э - ФА = Ни ФА, 


Аналогично определяется произведение. зы в случае бемольной 
нормы. 

Существование предела и его независимость от выбора после- 
довательности полиэдральных цепей A, немедленно вытекает из 
следующих неравенств (А — произвольная Г-мерная цепь): 


(4) [ФА | ЗМ, | 


NY = — | 

e[ Fr +)&, 
(5 [ФАР «МАР, 
которые следует применить к разностям А, — A,. Последнее нера- 
венство в (IX, 16.19) будет усилено. Заметим, что если функцию ф 
рассматривать как диезную 0-форму, то на основании (V, 10.2) 
мы получим 


(6) Ме. 


Укажем неравенство, являющееся следствием соотношения (2) 
для A==o и, значит, для Г-мерных полиэдральных цепей A: 


(7) pA < [+ [1А|.. 


Мы докажем все эти неравенства для г-мерных диезных и бемоль- 
ных цепей А, а также неравенства 


(8) _  [9А— 9ФА| < rk, Al, 
(9) | 0еА | < г [А|-|$ || eA] 


для Г-мерных бемольных цепей А. 

(а) Неравенство (4) можно доказать, пользуясь соотношением 
X-oA=oX-A (см. § 2) и неравенством (VI, 8.5), ниже мы дадим 
другое доказательство. 

(b) Чтобы доказать неравенство (8) для полиэдральных цепей af 
допустим, что А есть симплекс о. Для заданного = > 0 найдем 
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такие полиэдральные цепи Н и К, аппроксимирующие go и $05 
соответственно, что 


ПН— 921 < 5 ‚ [K—903|< 5, 
lon — К] < r&[o|+e. 


(10) 


Тогда. полагая В =0Н— К, мы будем иметь 


| 0s — дез + В|? < |908 —К| +-|d(gs—H)|? <e, 
что вместе с последним из неравенств (10) даст нам неравенство (8) 
[см. (М, 16.1)]. 

Разобьем плоскость симплекса o на кубы с ребром длины A; 
пусть, как в (\, 7), с1,...:„ — кубы, лежащие BG, аби. 1,..., 9; — 
части остальных кубов, содержащиеся в св. Пусть р; — центр 
клетки с; и $, =9(р;). Положим 


1 
== У, Ф;5. 
foi 


Из равномерной непрерывности функции © и равенства (2) следует, 
что если Й достаточно мало, то первое из неравенств (10) вы- 
полняется. | 


Пусть *.,..., п. — части (г— 1)-мерных граней клеток сч,, 
лежащие в 11 (с), а 541, ..ъ, ;— Те Части ‘этих ‘граней, которые 
лежат в Oo. Тогда, если “<, — некоторая грань клетки с, (Rk >> 5), 
то, полагая 


= Хе 


ЗИ 5-41 
мы пслучаем при достаточно малом Й второе из неравенств (10) 
При ^ < $ пусть, скажем, %, входит в границу клетки ср, 
со знаком плсс, а в границу клетки сх, со знаком минус. В таком 
случае : 


ан—к= № (9, —%:)% 
=, | Up a», Е 
Положив é’ —e/(r&,), мы можем взять A настолько малым, что 
$ 


i 2 ales aa 
Кроме того, 


|», — Pag | SMe Poy Pay | < By 
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Поэтому 


он —к1< У Qh |, | < s&h" < 79, «| ь, 


чем и завершается доказательство. 
(с) Применяя этот результат к г-мерным симплексам с, получаем 


| pda |? < г®, [в | + | go]? < МЗ Io]. 

(4) Докажем теперь неравенство (5) для полиэдоальной цепи А. 
Возьмем любое = >0. Выберем такую цепь О, что | A— 90| + 
В] < | A|? -+-e, Тогда, пользуясь неравенствами (7) и (8) для 
полиэдральной цепи А, получаем 

|pA — 090 |+ |965 | <1 9(A—4D)| +|9 0D — 996 |+ |зБ| < 
<l9i(|A~eD| +] P)+¢4+ 08 о 
<Uel| + +1810 41? +), 


откуда и следует неравенство (5). _ 

(е) Для прямого доказательства неравенства (4) и еще одного 
доказательства неравенства (5) мы воспользуемся следуюшим не- 
равенством: 


(I) |9Т. а Тов = flo(p — Фр < а, [9 [1 


из которого на основании неравенства (V, 6.3) (выполняющегося 
для полиэдральных цепей, аппроксимирующих $5, а поэтому и 
для 9S) вытекает неравенство 
# () lulls] 
(12) le (Тб — в) |" < № и s 
Мы применим его в (f). 
(+) Определим для полиэдральных цепей полунормы, полагая 


b 
Fy el ; Aya tI 
NY Nw?) 


(функция © #0 фиксирована). Так как в силу (с) 


wie | ps7 | |e] | 97 | р 
| © до" +1 i 


| do" +1 = NV) 
7 


=. | 67+! p 


то теорема (V,8A) показывает, что [АР АР, откуда следует 
неравенство (5); так как, далее, |A|” <|A|’, то из неравенства (12) 
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и теоремы (V, 8A) мы получаем неравенство (4). Оба этих неравен- 
ства доказаны для полиэдральных цепей. 

(=) Определение произведения ФА, таким образом, является 
удовлетворительным в случае любой из двух наших норм; отсюда 
следует, что неравенства (4) и (5) выполняются в общем случае. 
Заметим, что эти неравенства дают 


(13) lim° 9A, = ¢lim® A,, если lim© A, существует (pac- 
сматривается любая из двух норм) 

(символ© заменяет любой из символов P+), 
(и) Неравенства (7) и (8), а поэтому также и неравенство (9) 


выполняются для бемольных цепей А. В самом деле, пусть 
A=limb A,, | А|=Нм | А, |, где А, —полиэдральные цепи. В силу (13) 


pA, > ФА, ФдА, — 094, > 9 0A — 09A, 


откуда и следуют неравенства (7) и (8). 
(i) Аналогично, неравенство (7) выполняется для диезных 
цепей А. 


Перечисленные ниже свойства очевидны для симплексов; сле- 
довательно, соответствующие равенства имеют место для поли- 
эдральных цепей, а поэтому и для бемольных и диезных цепей: 


(14)  @(A+ B)=GA+ 9B, Ф-уА=ФА-ЧА, 
(15) (pp) А = ¢ (A), 
(16) _ ФА =аА, если 9(p)=-a для всех р. 


Установим условие, при котором масса суммы равна сумме 
масс [см. также (X, 12.11)]: 


(17) (e+ %) A|=le,A| +] eA], если $, (р), $ (в) >0. 


В качестве следствия получаем 


(18) [ФА|<|ФА|, если 0 < э(р) < (р). 


Если A==o, то равенство (17) ясно из (2); поэтому оно выпол- 
няется для полиэдральных цепей А. Докажем его для любой 
диезной цепи А [следовательно, и для любой бемольной цепи А; 
см. теоремы (V, 14В) и (V, 16A)]. Нам нужно только показать, 
что. для любого = > 0 


Alt] 41 < | +9) Ale. 


Мы можем выбрать число М и диезную функцию 93 так, 
чтобы было 


фз (р) = М — $, (р) — в» (р) > 0. - 
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В силу теоремы (V, 16B) существует такое © > 0, что 
|В [> 1+4 |—-=, если |ВАФАЙ «Е (=1,2,3). 


Положим 1 = inf {Ум ре, 2. 3} и выберем такую полиэдраль- 
ную цепь A’, что | 
[А АЁ< т, 141 <1А|-+5М. 
Тогда 
19,4’ — А < Ny, | А’ — ао 
и поэтому | 
| ФА’ | >> 19| — (1—1, 2, 3). 


Следовательно, так как A’ — полиэдральная цепь, то 
У < < Ув 5 = M|A’|+ 5 < М|А|-е. 


Кроме того, 
М1 А <<, + $2) АГ [$4 |; 


эти неравенства и дают требуемый результат. 


2. Умножение коцепей на диезные функции. Для любой 
диезной функции ф и любой диезной или бемольной коцепи Х мы 
можем определить произведение PX, полагая 
(1) фХ . А=Х. oA, 


где А — соответственно диезная или бемольная цепь. Тогда не- 
равенства (1.4) и (1.5) дают 
(2) \exX < МХ, |2? < М] ХР: 


см. также (IX, 14.25). 
Из (1.7), (1.8), (1.11) (У, 7.4) и (V, 7.2) (последнее равенство 
выполняется для А —= 95) сразу находим для Г-мерных коцепей X 


(3) 12% < ФИА 

(4) |p dX — ах <е-+*х| 

(5) |deX| <<] elladX|+0 + IX, [хр 

(6) Rox < || xt Xe | XI. 

Поэтому в силу (V, 4.8) и (V, 7.8) для любой из двух норм 
(7) 1х В <lel| XP +0 + D8, 1 A, 


и мы еще раз доказали неравенствз (2 . 
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Докажем, что из только что данного определения следует ра- 
венство (УТ, 8.4) для диезных коцепей Х. Возьмем любую точку ру 
и любое г-направление a. Как и в (\, 10.5), выберем последова- 
тельность симплексов 6,, G5, ..., чтобы определить Ох(р). а. 
Так как в силу (1.2) 


| 72; — Ф (ро) в; | < Чат (¢,)| в; |, 

то мы находим 
Х. $5, oe 
“eo ls, | = 9 (Po) Dx (Po) а, 
откуда и следует нужный результат. 

Очевидно, для коцепей имеют место равенства (1.14) — (1.16). 

Докажем, что если А — непрерывная цепь, определяемая г-век- 
тор-функцией о, то цепь OA определяется г-вектор-функцией oa, 
т, & 970 


(8) ¢ (Da) = ® (ча) 


[см. (VI,9.4)]. В самом деле, возьмем любую Г-мерную диезную 
коцепь Х. Тогда из (1), (УГ, 7.1) и (VI, 8.4) получаем 


Х. 9Фа= ох -&= | Dox a= | Ох. фа=Х. Фед. 


ПД x (Po) + & = lim 


3. Носители цепей и коцепей. Носитель полиэдральной цепи 
мы определили в (\, 1). Теперь мы дадим более общие определения. 

Носитель spt(A) некоторой бемольной или диезной цепи A 
есть множество точек р, для каждой из которых при любом в > 0 
существует такая диезная коцепь Х, что 


(1) X-A+#0, Dx(g)=0 вне Ц, (р). 


Мы говорим, что цепь А компактна, если компактен ее носи- 
тель spt(A). Носитель spt(X) некоторой бемольной или диезной 
коцепи X есть множество точек р, для каждой из которых при 
любом = > 0 существует такой симплекс с, что 


(2) X-o#0, сос Ц. (р). 


Докажем, что для полиэдральной цепи А первое определение 


совпадает с определением, данным в (\, 1). Запишем A= Защ. 
где симплексы с, не. перекрываются и коэффициенты а, == 0. Мы 
должны показать, что носитель spt(A) в смысле только что 
данного определения является объединением Q симплексов 9,. 
Из (V, 10.3) ясно, что spt(A)CQ. Возьмем теперь любую точку 
pE€Q; пусть, скажем, рЕс,. Возьмем произвольное ¢ > 0. С по- 
мощью метода параграфа (V, 12) мы легко найдем коцень Х, для 
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которой spt(Da CU, (р), X-o,#0, Х.в,=0 (1-21; но в таком 
случае Х. А=0 

Носители, очевидно, являются замкнутыми множествами. Мы 
говорим, что некоторая цепь или коцепь содержигися в мно- 
жестве Q, если в множестве Q содержится ее носитель. 

‚ Вспомним определения множеств саг ($), spt(¢) (IT. Ш). Оба 
диезная функция © определяет некоторую нульмерную коцепь 7; 
очевидно, $р+ ($) = $р+ (7). Вообще, 


(3) spt (X) = зрЁ (Ох), где Х — диезная коцепь. 


Перечисленные ниже свойства носителей [за исключением 
свойства (7), в случае когда граница OA не определена] справедливы 
и для бемольной и для диезной норм (функция O всегда диезная) 


(4) А = 0, если spt(A)=—0O, 

(5) де `В 0, 

(6) Х.А=0, если spt(X)fspt(A)=—0, 
(7) spt (0A)c spt (A), 

(8) spt(dX)cspt(X), 

(9) spt (PA) spt (9) П spt (A), 
(10) spt (ФХ) = spt (9) П spt(x), 

(11) ФА —=0, если car(~)fspt(A) =0, 
(12) фХ = 0, если саг($)П зрЕСХ) = 0, 
(13) ‚. ФА—=А, если Ф(р)—=1 в spt(A), 
(14) oX—=X, если ®(р)=1 в spt(X). 


Чтобы доказать (4), в силу леммы (VI, 8d) достаточно показать, 
что Х.А==0 для любой компактной дгезной коцепи Х. Каждая 
точка PEC Q=spt(X) содержится в некоторой окрестности И (р), 
обладающей тем свойством, что У.А==0 для любой диезной 
коцепи У, для которой Ду=0 вне И (р). Конечное число этих 
окрестностей, скажем U,, ..., U,, покрывает Q. Определим, как 
в лемме (П. Ш, 2а), разложение единицы QO, $1, ..., Фи. Тогда 
Ф(р)Ох(р) = 0 для всех р, так. что OX == 0 [см. (УТ, 8.4)]. а 


X= (Do)X=AXt ... НХ 
и D;.x=9,Dx=0 вне U;. Поэтому 
X- А=У (Хх. А) =0. 


Чтобы доказать (5), мы покажем, что Х.в==0 для всех 
симплексов o. Каждая точка рЕс содержится в некоторой окрест- 
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ности U(p), обладающей тем свойством, что Х.х==0 для всех 


 симплексов <= (р). Мы можем найти такое подразделение pat? 
симплекса с, что каждый симплекс с, содержится в некоторой 
окрестности И (р), обладающей этим свойством; тогда Х. в = 
— >) X-o,=0. 

Чтобы доказать (9), возьмем сначала любую точку р, не при- 
надлежащую $р+($). Тогда $ (4) = 0 в некоторой окрестности U, (р). 
Возьмем любую диезную коцепь Х, для которой Ох = 0 вне И. (р). 
Тогда в силу (VI,8.4) ФХ==0, так что Х-%$А=оХ. A=); 
поэтому точка р не принадлежит носителю $р+(ФА). Доказатель- 
ство того, что spt(~¢A)Cspt(A), аналогично. 

Включение (10) в случае диезной нормы очевидно. В случае 
‚ бемольной нормы мы докажем, что spt(oX)cspt(X), следующим 
образом. Возьмем любую точку р, не входящую в spt(X). Пусть, 
скажем, X-t==Q для всех с И. (р). Возьмем любой симплекс 
oCU,(p). Для заданного €> 0, рассмотрев симплициальное под- 


разделение №, симплекса с и некоторую функцию $’, аппрокси- 
мирующую` функцию Y и постоянную внутри каждого из симпле- 


KCOB с;, мы получим полиэдральную цепь В = »6;5;, для которой 
| В — 95| < 6. Мы имеем Х.‹,==0, поэтому Х.В=0и 
|X + фа =|X- (go — B)| <3|Х]; 


‚ следовательно, OX -o== X- $3 =0 и р ue входит в spt(~X). Дока- 
зательство того, что spt(~X)Cspt(y), аналогично, но проще. 

Мы могли бы доказать свойства (11) и (12) с $рЁ($) вместо 
Car(~), а затем соответствующим образом ослабленные формы 
свойств (13) и (14) и остальные свойства, не рассматривая функ- 
цию ф,, которая будет сейчас описана. Одчако для нас представ- 
ляют интерес свойства (11) — (14) в неослабленном виде, а также 
сама функция 9,. | 

Определим для 4 > 0 числовую функцию 7, (f), положив 


(¢— 1, если tf >, 
(15) t,@)=} 0, есля —q<t<y, 
tty, ели Ё < — 1. 
Для любой действительной функции ф определим функцию $, 
(16) Pn (P) = Т.Ф (Р))- 


Очевидно, 


(17) spt(y,)ccar(g), если функция ф непрерывна. 
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Для любых диезной функции Ф, диезной или бемольной коцепи Х 
и симплекса с мы имеем 


(18) Шт (9,X + 9) = Шт (Х + 9,5) = X- 93 = 9X . в. 
> n>Oo 


Чтобы доказать (12), воспользуемся включениями (10) и (17); 
мы получаем о | 
$рЁ (ф.Х) < саг (9) П spt (X) == 0; 


на основании (5) ф,Х =0. В силу (18) 9Х -з==0 для всех о, 
так что ФХ =0. 

Чтобы доказать (14), положим ф(р)=1— Ф(р). Тогда фЫ— 
диезная функция и саг(ф) Г] р! (Х) = 0; поэтому ФХ =0и 


eX = 9X + 0X = (9+) X= xX. 

Отметим, далее, что |¢,,| <|ч|, < и, следовательно, 
мм, Поэтому, помечая значком © любую из двух норм, 
в силу (2.2) имеем 

ХР = №1 < М ХР. 


Это неравенство вместе с (18) показывает, что 


Oo 
(19) wkl PX = ФХ. 
7>0 


Чтобы доказать (11), заметим, что в силу (9) и (17) 


spt (p,A)c саг ($) П spt (A) = 9, 
и поэтому ф,А==0. На основании (19) 
Х.ФА=Х . А= т (ф.Х . А) = Им (Х - 9,A) =0 
> 0 т>0 


для всех коцепей Х (бемольных или. диезных в зависимости OT 
того, является A бемольной или диезной цепью); следовательно, 
oA = 0. | | 

Свойство 13) следует из (11), подобно тому как свойство (14) 
следует из (12). 

Чтобы доказать (6), допустим сначала, что множество Q= spt (7) 
компактно. Тогда (П. Ш, лемма 1а) существует диезная функция $, 
равная единице на Q и нулю в некоторой окрестности носителя Spt (А). 
В силу (14) ФХ=Х, а в силу (11) или же в силу (9) и (4) 
ФА = 0; поэтому 


Х. А=ФХ. А=Х. ФА ==0. 
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Для произвольных Хи А выберем, как в лемме (VI, 8c), функ- 
ции $1, Qo, .... Тогда на основании этой леммы, следующего за 
ней замечания и только что доказанного утверждения 


Х. А= lim (9,X- А) =0. 
1> со 


Чтобы доказать (8), возьмем любую точку р, не входящую 
в spt(X). Выберем => 0 так, чтобы было Х.*==0 для любого 
г-мерного симплекса tCU,(p). Тогда для любого (г-- | )-мерного 
симплекса <=. (р) мы будем иметь dX -o = Х. 0s =0; поэтому р 
не входит в $р{ (ах). 

Наконец, чтобы доказать (7), возьмем любую точку р, не вхо- 
дящую в $рЁ (А). Выберем = > 0 так, чтобы было Ц. (р) П spt(A)—0. 
Возьмем любую (г— 1)-мерную диезную коцепь Х, для которой 
Эх =0 вне И. (р). Тогда в силу (8) spt(dX)N spt(A) = 0 и в силу 
(6) Х.ДА=ахХ. А =0; поэтому р не входит в $р+(9А). 

Свойство (6) мы усилим в диезном случае: 


(20) Х.А=0, если саг(Ох) П р (А) =0 (диезные x, A). 
Запишем Dy (р) = (р) = 2 w, (p)e*. Положим [см. (16)] 

ОА (р) = 1% (р). Dyn (P) = "(р = (р) 
Тогда, очевидно, wkl* x" = X. Кроме того, spt(X")f spt(A) = 0, 


и поэтому Х: А=Нт (ХТ. А) = 0. 
Из eens непрерывных цепей (VI, 7) ясно, что 


(21) sot (a) = = spt (а). 
Мы докажем, что 
(22) | A+ B|==|A|-+]|B], если зрЁ(А) П sp! (В) = 0 


[ср. (XI, 13.6)|. Допустим сначала, что цепи А и В. компактны. 
Тогда (П. Ш, лемма 1а) существует диезная функция $, 0 <%(р< 1, 
равная единице. на spt(A) и нулю на spt(B). Теперь из (1.17), 
(11) и (13) получаем 


[АВ] = [@-) A+ В) |= 
— (А-В) | - | (А- В) [= 1 А-В], 
где ф(р) =1 —9(р). В общем случае доказательство сводится 
к компактному случаю с помощью доказанной ниже теоремы 4А. 


Заметим, что если одна из масс | А], |В| бесконечна, то беско- 
нечной будет и масса | A+ Bl. 
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Мы докажем [см. также (XI, 12.5)], что 
(23) |ФА| =| ($) Al, если масса | A| бесконечна. 


Пусть ф, — функция, определенная формулой (16), °F и pT —ее 
положительная и отрицательная части; тогда , = es 


(9,)=9, +97. Так как spt(9*)fspt(p7)=0, то мы имеем 
Пр [= 9 A] + |(— 9 ) А |= [97 4] +19, 4] = К) |. 


Поскольку |9A—9,A|<|9—9, || Al<nlAl и т. д., отсюда. 
сразу следует равенство (23). 
Установим свойства (для любой из двух норм) 


(24) фХ. А =0, если Ф(р) =0 в spt(X)f spt(A), 
(25) |ФХ: А] < М] ХПА|, если Ф(р) < М в зрЕХ) П зр (А) == 0. 
Чтобы доказать (24), возьмем любое 1 > 0. В силу (10) и (17) 
spt (фи) П spt (A) < саг ($) П spt (X) N spt (A) = 0; 
в силу (6) 9,X%-A=0. Теперь на основании (19) opX- А =0. 
Чтобы доказать (25), рассмотрим функцию Фф (р), равную ® (р), N 
или —N в зависимости от того, |¢(p)|<N, o(p)>N или 
Ф(р) < —М. Тогда 9 (р) =Ф(р) —ф(р) =0 в spt(X) П spt(A), 
поэтому 9Х. А=0 и | 
lpX- Al = 1х. А < ха] < МХА]. 
Наконец (для бемольных или диззных А и X), 
(26) [ФА] < М[А|, если | (р) < М в spt(A), 
(27) [$ | < М|Х|, если |ф(р)| < М в spt(X). 


В самом деле, возьмем любую коцепь Х; тогда в силу (25) 
|Х.+>А|<М|ХПАр откуда и следует (26); подобным же обра- 
зом доказывается (27). 


4. О некомпактных цепях. Мы покажем, что бОльшая часть 
любой цепи лежит в компактном множестве. Тем самым будет 
обобщено свойство (VI, 4.7). 


Теорема 4А. Для любой бемольной цепи А и любого 
=>0 существует такая компактная бемольная цепь А’, что 
(1) spt(A’)cspt(A), | А’— Alb <e, 

(2) | A’ — Al <e, если масса | A| конечна, 
(3) |0(A’ — A)| <2, если массы |A| и |9А| конечны. 
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Это справедливо также и в случае диезной нормы, если 
опустить (3). 

Более того, если задано некоторое число N, то мы можем 
найти такое компактное множество Q, что для любой KOM- 
пактной диезной функции $, удовлетворяющей условиям 


(4) 0<e(P<l, ФФ=т 89, %,<М, 
мы можем взять А’ = ФА. 


Чтобы получить (1), выберем [если 4! (А) =г] такую г-мер- 
ную полиэдральную цепь В, что : 


ip—AP i — № =2-+(r+1)N (для любой из двух норм), 


и положим @ =: $р (В). Тогда в силу (3.13) для любой диезной 
компактной функции ф, удовлетворяющей условиям (4), ФВ =В, 
и неравенства (1.4) и (1.5) дают. 


ФА — А <|@(A—B)[° +1B— АВ < (М + 1)|B— Al? <e. 


Если масса |A| конечна, то, выбрав (<. так, чтобы было 
| A, — Аб < ® (рассматривается любая из двух норм), получаем, 
что |A,|>|A|—e (У, теорема 168). Выберем В и Q, как 
и выше, для числа © вместо =. Тогда для цепи A’ =A, опреде- 
леннной как указано выше, условие (1) выполняется; кроме того, 


[ФА] > | А|-—е. Полагая $ (р) =1—®(р) и пользуясь равенством 
(1.17), получаем 


| A’ — A| =|pA] =] А] — | ФА] < в. 


Допустим, что обе массы |A| и |0А| конечны. Применяя 
только что доказанное ик A, ик OA, мы можем найти такое 
компактное множество Q,, что для любой компактной диезной 


функции ©’, удовлетворяющей условиям (4) с множеством Q, 
вместо Q, 


(5) РА А| < ух, = |90дА—дА|< 5. 
Пусть 9, — такая функция. Положим 
Q = spt (9,), ф, (р) = 1 — 9, (р), A, =. А. 


Возьмем теперь любую компактную диезную функцию ф, удовле- 
творяющую условиям (4); тогда для цепи A’ —©A выполняются 
условия (1) и (2). Положим $ф(р) =1— $(р). Так как fy < М, 
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то из неравенств (1.8) и (5) для функции 9, следует 
pA, — дул, | < г, | A] < 5. 
Поскольку саг ($) П $рЁ($,) = 0, из (3.7), (3.9) и (3.11) получаем 
фдА—Фд (9, $.) А =ФдА,, 0ФА = OVA). 
Кроме того, так как 9-++ ф=1, то | 


ФдА— dgA = — (фдА— dA); 
поэтому 


|g 0A — дэА| =| POA, — OA.) < =. 


Сопоставляя это неравенство со вторым из неравенств (5) для 
функции ф, получаем неравенство (3). 

Замечание. Если масса | А|] конечна, то мы можем полу- 
чить (1) и (2), отбросив в (4) предположение о том, что ®, < № 
[в связи с этим см. (XI, 12)]. В самом деле, сначала найдем Q,, 
так чтобы при № =1| выполнялось первое из неравенств (5), и 
выберем соответствующую функцию 9. Положим Q == spt(9,), 
ф, =1—g9,. Теперь, если задана функция 9, определим, как и 


раньше, функцию ф; тогда 0 <ф(р) $ (р) и (в случае любой 
из двух норм) на основании (1.18) получаем 


ТА < | PA] <I] HA] <. 


Пример (а). Мы He можем получить условия (1), отбросив 
предположение о том, что ®, < М. Чтобы это показать, обозна- 
чим через В, ориентированный отрезок [1, i+ 1/2] на действи- 
тельной прямой и положим В=»УВ,, А = од В. Если дано про- 
извольное компактное множество Q, то мы можем найти компакт- 
ную диезную функцию 9, удовлетворяющую первым двум из 
условий (4), для которой $(1) =1 и $(1- 1/27) =0 при некото- 
ром i. Тогда, очевидно, | А—ФА|# =|А— ФА]? > 1. 

Пример (Ъ). Мы не можем в (3) отбросить предположение 
о том, что масса |А| конечна. Чтобы это показать, построим 
следующим образом одномерный цикл А в плоскости Е?. Пусть 
©, — квадрат с вершинами (+2‘, =2!). Пусть, далее, В, — дву- 
мерная цепь, составленная из 22? узких прямоугольников ши- 
рины 1/24, каждый из которых идет от нижнего основания квад- 
pata ©; к его верхнему основанию, причем расстояния между 
двумя соседними прямоугольниками одинаковы; тогда | B,| = 2/21, 
Пусть, наконец, С, — цепь, составленчая из подобного же мчожества 


20 Уитни 
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прямоугольников, идущих от левой стороны квадрата (); к правой. 
Положим 


вое ‘а 


Тогда ДА =0. Но для любой функции, не тождественно равной 
нулю, очевидно, масса |ФА| бесконечна, а если функция является 
гладкой и отлична от постоянной, то мы легко видим, что масса 


|O09A| бесконечна. 
Пользуясь условием (1) теоремы 4А, мы можем дать очень 
короткое доказательство того, что в случае любой из двух норм 


(6) | Аб ==зир |х. А: Х-- компактные коцепи, | X|° < 1}, 


и тем самым доказать (VI, 8.8) и лемму (VI, 8d). Выберем функ- 
цию go для в’=:/2 и коцепь У так, чтобы было |Уб<ти 
У. А>| А Е — 2/2, и положим Х==97У. Сразу находим Х. A= 
=У. 9A >| АВ — 


5. О полиэдральной аппроксимации. Мы докажем теорему, 
аналогичную теореме 4A, но. утверждающую, что можно найти 
полиэдральную цепь. Для доказательства условия (5) нам по- 
требуется лемма Ob. | 


Лемма ба. Если заданы г-мерная полиэдральная цепь A, 
диезная функция yp и число =>0, то существует такая поли- 
эдральная цепь В, что spt(B)cspt(A) и 


(1) IB—eAl<e,  |OBB—9 9A| <r, Al +e. 


Пусть, скажем, А= Хав.. Положим в’ — 9 У, | а,| /3 и выбе- 
рем полиэдральные цепи H, u K,, удовлетворяющие условиям (1.10) 
для с, и =’. Положим В = У а,Н,;; тогда сразу ясно, что нера- 


венства (1) выполняются. 
Замечание. Как видно из доказательства, мы можем потре- 


бовать, чтобы цепь В лежала в произвольной окрестности носи- 
теля spt(¢). 


Лемма Ob. Бсли заданы г-мерная полладральная цепь A 
и числа т>0, е>0, то существует такая полизэдральная 
цепь 0, что 


1 
(2) DCU, (spt (A)), Аба <[14 2 ala +e 
Возьмем такое число C< т, что 
(wt Dia < (r+IIAl? | § 


C yj 4 ы 
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Выберем полиэдральную цепь 0’, для которой 
oo. / / b / pats —_ | 
| 4—9’ | [РА feet ТЕ 


Определим, как в (\, 12.3), такую функцию ф = ох, что Ф(р) =1 
в Q= spt(A), 9(p) = 0 вне U.(Q) и 2,=— 1/6. Для цепи О’, 
функции ф и числа =’ выберем цепь D B соответствии с преды- 
дущей леммой и замечанием. Тогда 


| D—@D’'| <e’, 192 —990'| < (r+ 1)2,|D’ | +e’. 
В силу (3.13) ФА А. Теперь. 
|A—0D|+|D| < в (А—959|-+199—Ф90'|-+1 Об < 
<|A—€D'|+(r +1) &|D’| +20 +|D| < 
<{1+7F*](A—0D'|4-|D"|)+2< 


«АРА 


откуда и следует (2). 


Теорема 5А. Для любой бемольной цепи А, любой окре- 
стности Ц множества spt (А) и любого => 0 существует 
такая полиэдральная цепь В, что 


(3) spt(B)cU, |B—A|’ <e, 

(4) |В|<|А|-:, если масса |А| конечна, 

(5) |0B\/<|0A|+e, если массы | А] и |9А| конечны. 

Это же, без условия (5), справедливо и в случае диезной 
нормы. | 


Доказательство в случае любой из. двух норм одинаково; мы 
рассмотрим случай бемольной нормы. В силу теоремы 4А мы, 
очевидно, можем считать, что множество Q = spt(A) компактно. 
Пусть, скажем, О». (©) CU. | 

Чтобы доказать (3), выберем такую полиэдральную цепь B,, 
что 

В. ИРИ 
Определим функцию $ф==Фол, как в доказательстве последней 
леммы. Положим В, —=®В,. Так как ФА =А, то мы имеем 


р (r) b 
|B, — Al’ =|9(B, — A)|” < МВ, — АР <=. 


20* 


308 УП. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЦЕПЕЙ И КОЦЕПЕЙ 


Если B, =», то В, = У» 6,93). Аппроксимируя функцию © 
клеточно-постоянной в каждом симплексе с, функцией $’, мы по- 
‚лучим в окрестности U некоторую полиэдральную цепь В, для 
которой | В — B,| < :/2; отсюда следует (3). 

Допустим, что масса |А| конечна. Мы можем в только что 
проведенном доказательстве считать, что |В,|<|А|--е. Так как 
|B,|<|B,| и мы, очевидно, можем взять ВВ», то мы 
получаем |В|<|А|-е. 

Допустим, наконец, что массы 1А| и |OA| конечны. Выберем 2’ 
так, чтобы было (2-Е г/т). 22’ <е. По только что доказанному, 
мы можем выбрать такие полиэдральные цепи Н и Кв Ц, (0), что 


JH—A|? хе,  |H| << Al +2’, 
IK—OA|P «в, = |K| <J0A| +2’. 
Tenepb (dH -—K|? < 22’, и в силу последней леммы в И суще- 
ствует такая полиэдральная цепь D, что 
|@H—K—éD|+|D\ < (1 +). 26’ +. 
Положим B== H —D., Тогда 
|B— АН АРБ] <e, 
ВН О < А», 
|0B| <|9Н— ree ees 
чем и завершается доказательство. 

6. г-вектор г-мерной цепи. Вспомним определение г-вектора {A} 
клеточной (а следовательно, и полиэдральной) г-мерной цепи А, 
данное в (Ш, 2). Распространим. это определение на все диез- 
ные — и поэтому [см. теорему (У, 14В)] на все бемольные — цепи, 
положив 
(1) {A}=lim{A,}, если А = Нм A,, А, — полиэдральные цепи. 


Мы покажем, что этот предел существует и не зависит от выбора 
последовательности и что 


(2) HA} lo < АЙ. 
Сначала мы докажем неравенство (2) для полиэдральной цепи А. 


Есля задано e>0, то мы запишем А= Уаз; и выберем 
симплексы с,, векторы Uv, и (г-- П-мерную цепь D так, чтобы 
было 


а ИМ | ати 96-1 < А +e 


7. ДИЕЗНЫЕ ЦЕПИ В ТОЧКЕ 309 


В силу теоремы (Ш, 2B) {90} =0. Ясно, что {7,3} = {3} u 
[{B} $ <|В]| для любой полиэдральной цепи В. Поэтому 


А=— Da, (T,,9,—9) +(Qa,T,,2,;— 90) + oD, 
{A} lo < ХаТи— 90| <|Al|*¥ +e. 


Другое доказательство можно провести следующим образом. По- 
ложим a={A} и выберем такой г-ковектор  , что | в у =1, 
«у а =: |&|0. Определим Х условием Ох(р) ==, (для всех р); 


тогда | X|* = | Х| = 1, и на основании (Ш, 4.1) мы получаем 
ХХ. A= + {A} =| {A} lo. 


Так как | X- A| <|X|*|A|*, то неравенство (2) доказано. 

Отсюда следует, что определение (1) допустимо и что нера- 
венство (2) имеет место для любых диезных цепей А. 

Равенство (Ш, 4.1) теперь переходит в равенство 


(3) X-A=w): {A}, если Эх(р) = ® для всех р (А — диезная цепь). 


Теорема 6A. Отображение D(A) = {A} непрерывно в про- 
странстве c# е 


Это следует из (2). 


7. Диезные цепи в точке. Мы говорим, что диезная цепь А + 0 
есть цепь в точке р, если $р1(А) = р. Такую цепь мы будем 
называть атомной; конечную сумму таких цепей мы будем назы- 
вать молекулярной цепью. Отличных от нуля г-мерных бемоль- 
ных цепей в точке р при г >O не существует, см. § 9. 


Теорема 7A. Для любой точки р и любого г-вектора 
а -= 0 существует такая диезная цепь А в точке р, что {А} = а. 


Мы можем считать, что я — простой г-вектор. Пусть °, — He- 
который хг-мерный куб, одной из вершин которого является 
точка р и для которого {59} =. Пусть 9; —тот же куб, сжатый 
к точке рв 2' раз; положим А, —=2Ис,, А = Пи# А,. Пусть, скажем, 
длина ребра куба о, равна #/2'. Мы можем разбить в, на 2” 
кубов 6,, и найти такие векторы U;,, что 


а ply 
Sip = Горина lUrl<or, a a 
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‘Tak как | 5,.:|==1//2”@ +, то на основании (V, 6.3) мы получаем 
А — A 27 ( 044 — Ха) = 2" Bi 141 — Тины, 


: у it dl с, 4/21 pl/2p7 ri 
Ap А << SE om 


чем доказано существование предела А. Так как {А;} =a, то 
{А} =а. Очевидно, spt(A) == р. | 


Теорема 7В. Между г-мерными диезными цепями в то- 
чке р и отличными от нуля г-векторами существует взаимно 
однозначное соответствие, определяемое условием А-—>|А}. 


На основании предыдущей теоремы нам нужно только показать, 
что если {А} =0, то А=0. Возьмем любую г-мерную диезную 
коцепь Х. Определим коцепи Х и У условиями 


Dx, (9) = Dx (p) для всех 4; У = X— X. 
Тогда Ду(р)=0 ив силу (3.20) У. А=0. Поэтому, согласно 


(6.3), 
X-A=X,:A=Dx(p): {A} =0, A=. 


Теорема 7С. Для любой диезной цепи A в точке р 
(1) X-A=Dx(p)- {A}, |A/* =|A|=1 {A} bo. 

Первое соотношение было только что доказано. В силу (6.2). 
нам нужно только показать, что для любого e >0 |А|] ар -ье, 
где а = {А!. Допустим сначала, что и — простой г-вектор. В силу 
предыдущей теоремы мы можем представить А в таком же виде, 
как в доказательстве теоремы 7А. В этом случае 

| A;| =| Ao] =|] =|, [A] || = 14. 


Для произвольного & выберем на основании (I, 13.1) такие про- 
стые г-векторы @,, что 


а = Ха, Dal a; | <|%lo+s. 
В соответствии с теоремой 7A выберем диезные цепи А; в точке р 
так, чтобы было {А} =а,. Тогда {>)A,} = Уз, =, и поэтому 
A=: >) A,. По доказанному выше | А,| < |а,|. Следовательно, 


АА» |< ар -е. 
Мы докажем теорему, касающуюся аппроксимации диезных 
цепей в точке р. Покажем сначала, что 


@ [AF < ЦА НЕЕ, если spt(A) < И. (р). 


7. ДИЕЗНЫЕ ЦЕПИ В ТОЧКЕ gid 


Допустим ‚сначала, что А — полиэдральная цепь. Пусть N обозна- 
чает число, стоящее в правой части. Достаточно показать, что 


|х. A\|< N|X|* для любой г-мерной диезной коцепи Х. Положим 
© (9) =Dx(q), (9) =о(р) для всех 4. 


Используя (6.3), имеем 


Х. A= | (9) 44 - f o@—y@l ag, 
А А 


[о @) dq|=la@). {A} | <P) fol A) < КАН 


A 


|: Al 


KRY (в) =|А| < r+1 ? 


Го @— в (9149 
А 


откуда мы и получаем неравенство (2). Для произвольной диезной 
цепи А неравенство (2) будет следовать из только что доказанного, 
если воспользоваться теоремой 5А и соотношением (V, 16.1). 


Теорема 7D. Пусть А,, А.,... — такая последователь- 
ность цепей, что для некоторого числа М и г-вектора a 


в [ASN spt(4) Е. (р), в-—0, [А а. 


Тогда. | | 
(4) Предел А =Пи# A, существует u {А} =: а. 


Мы можем считать, что в, < в; при f >i. В силу неравенства (2) 


2N 
| Ay — Ай" < ЦА) — (А lo pay если I<, 


Поэтому предел А существует. По теореме 6A {A} =. 

Пример. В (3) мы не можем заменить неравенство | А, |< N 
неравенством 14. <N. В самом деле, пусть в, —некоторый 
(Г + 1)-мерный куб ‘c ребром 1/2, так что |o,| = 1/2°°)!, 
| дв, | = 2(r + 1)/2”. Положим A, =27*5' дд,. Тогда 


а ol, [И е=9, 


и если мы выберем кубы 5, так, чтобы их соответствующие грани 
были параллельны, но чтобы ориентации кубов о; и 9;,, при 
любом i были противоположны, то предел lim# А; не будет суще- 
ствовать, a 
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8. Множество молекулярных цепей всюду плотно. Докажем 
теорему. 


= 8А. Множество r- -мерных я цепей 
плотно в СЁ 


Нам нужно только показать, что если заданы симплекс с и 
число = > 0, то существуют такие цепи 4,,..., A,, в некоторых 
точках р,,..., Ри, что jo— ХА “<. Запишем в = »/в,, где 
симплексы с, имеют диаметр < = (г- 1) з/(2 |< |). Выберем про- 
извольно точки р, Е с,, и пусть А, — цепь в точке P;, для кото- 
рой {A,} = {5;}. Тогда неравенство (7.2) дает 


# 2 СИА 1911) 261+ | 
| А; — 9; | So eg аи РЕ 


откуда и следует нужное нам неравенство. 
Докажем теорему, дающую в случае цепей конечной массы 
более точную информацию. 


Теорема 8B. Пусть А — диезная г-мерная цепь конечной: 
массы в Е". Тогда для всякого е > 0 существуют компактное 
множество © и число > > 0, обладающие следующим свойством. 
Пусть ` $, $, ..., Фи — такие диезные функции, образующие 
разложение единицы, что 


(1) o,(p)+...+¢9,,(p)=1 8B Q, diam (3рЁ(®)) < 6 (> 1. 


Пусть А, — диезная г-мерная цепь в точке p,€ spt(9,), причем 
{A,} = {9,A}. Тогда 


m # 
ХА —А 
{=1 


Выберем множество Q в соответствии с теоремой 4A и следую- 
щим за ней замечанием для числа /2; положим © = (r+ 1)e/(4| А). 
Пусть теперь заданы функции 9;. Тогда из (7.2) получаем 


(1.4; | 14|) - 26 № A 
AeA = ( oe | < т. 


На основании (1.17) и (1.7) р |9 A|<| Al. В силу выбора мно- 
жества Q имеем |ф, |... +9) А— А р < =/2. Теперь 


* - [а 


< е, 2 | Al = (2 4] <1 Al. 


(2) 
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и первое из неравенства. (2) доказано. Далее [в силу (3.22)], 


| А, |= | A |< 39,41 А|. 


В качестве приложения этой теоремы мы покажем, каким об- 
разом масса цепи может быть аппроксимирована диезными нормами 
„частей“ этой цепи. См. в связи с этим теорему (XI, 13A). 


Теорема 8С. В предыдущей теореме мы можем выбрать Q 
иб>0 так, чтобы было | 


Ива > А|- в, 


где функции $, удовлетворяют тем же условиям, что и 
раньше. 

Выберем &<:/2 так, чтобы из [Baal ey следовало 
|B| >|A|—e/2 (V, теорема 168). Теперь выберем © и 6 в соот- 
ветствии с предыдущей теоремой, взяв (’ вместо зе. Тогда, если 
функции ©, удовлетворяют указанным условиям, то выписанные 
выше неравенства дают 

[Ай > [АИ — о 


26| 1 А | | А 
=| A, | г+1 


os. 
\ | a A 
Yeah >14 |-> (41-3) 


9. Бемольные г-мерные цепи в Е”-* равны нулю. Докажем 
(пользуясь результатами гл. Х), что в отличие от теорем преды- 
дущего параграфа имеет место. 


Теорема 9A. Любая г-мерная бемольная цепь А про- 
странства Е", для которой spt(A)c Е*, при s<r равна 
нулю. 


Допустим, что E* является координатной плоскостью (х!,...,Х,). 
Положим 


(1) I Ake se ДОЛ 00 nn Mee Tal Meee eee, Talhah 
где 1, — функция, определенная в (3.15). Тогда 
(2) &,=1,  |/.(р р <, Ла. (Е°)) CE 


и отображение f, переводит полиэдральные цепи в полиэдраль- 
ные же цепи. (Применяем 1, к каждой координате по очереди.) 
Кроме того, 


(3) |f,(B)| ? <[В]? для любых г-мерных полиэдральных цепей В, 
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что сразу следует из неравенства 
1 (В) — of, (D)| +|f,(D)|=|F,(B— В+, (|< 
<|B—oD|+]|D| 
(где D— любая (r+ 1)-мерная полиэдральная цепь). 
Допустим, что А-= 0. Тогда 14]? =a>0. ‘Пусть ет 


Выберем полиэдральную цепь В, для которой |В — АР в, 
В силу (2) и леммы (Х, 5a) при достаточно малом 7 


|1. (В)— ВР <n4q(|B| +] 0B|)<e. 
По теореме 5А мы можем выбрать такую полиэдральную цепь B’, 
что 

spt(B’) CU, (E*), iw д ме. 
Теперь Fa (B’) есть г-мерная полиэдральная цепь в Е°, и поэтому 


она равна нулю. Далее, | В — B’ |? < Qe; применяя неравенство (3) 
к разности В — В’, получаем 


ОВР =, (В— В <|В— В < 2. 
Следовательно, 
АРА, В < ПАВ: 


это противоречие доказывает, что А =0. 

Докажем теорему, являющуюся частичным обращением тео- 
ремы (V, 16С); из нее сразу следует предыдущая теорема (анало- 
гичная теорема для диезной нормы не справедлива, см. § 7). 


Теорема ЭВ. Пусть Е’ — некоторое подпространство про- 
странства Е, и пусть А — бемольная цепь пространства Е, 
у которой spt(A)CE’. Тогда А можно рассматривать как 
цепь пространства Е”. 

По существу мы следуем доказательству предыдущей теоремы. 
Пусть задано е, = 1/2. Выберем B, 4, В, так, чтобы было 
Bi=f, Bic’ Мы не имеем В" — 0: однако JA—BiP < 4/9'. 
а, lime В. = А. Теперь | В — В; [B= a8, [Е —0 [см. 
теорему (V, 16) и предел limb, BY — А* существует. Но А в точ- 


ности совпадает с цепью А*, caccnasdedeand как цепь простран- 
ства E (см. теорему, на которую мы ссылались). 


10. Бемольные коцепи в комплексах. Пусть К — некоторый 
комплекс (П.П, 2). Пусть в — какая-либо клетка комплекса К; 
ее пространство Р (5) является аффинным пространством, которое 
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можно сделать евклидовым, выбрав метрику. Бемольная г-мерная 
коцепь Х в клетке с есть линейная функция X- A от г-мерных 


полиэдральных цепей А в в, для которой |Х.А|<М|А|? при 
некотором №; это условие не зависит от выбора метрики. Если т 
определяется, как в лемме (V, 25), то мы можем продолжить Х 


на Р (5), положив Х. А=Х.тА; при этом норма |X|? He изме- 
‚ нится. Как было отмечено в (V, 3), мы можем найти | Al?, рас- 
сматривая (г- 1)-мерные полиэдральные цепи в с; поэтому мы 


можем найти La рассматривая только цепи в’ о. 

Бемольная г-мерная коцепь Х в К есть такая совокупность 
г-мерных бемольных коцепей Х (cs) в клетках с комплекса К, что 
если с, — грань клетки с, то часть коцепи X(c) в в, равна Х (<); 
иными словами, Х (с) : А = Х (‹,): А для полиэдральных цепей A 
во. Мы будем пользоваться одним и тем же символом X для 
всех Х’(с), когда нет необходимости различать их. Полиэдральная 
г- мерная цепь А в К есть сумма У A; полиэдральных цепей 


в клетках с, комплекса К; положим Х- A= УХ (5; . A;. Резуль- 


тат не зависит от выбора представления цепи А. 

Допустим, что К’ — некоторое подразделение комплекса К. 
Пусть Х — бемольная коцепь в К. Для каждой клетки с’ комп- 
лекса К’ выберем клетку с комплекса К, ее содержащую; поло- 
жим А’ (5/) = Х (в) в о’. Это определение не зависит от выбора 
клетки со. Таким образом определяется бемольная коцепь X’ в К”. 
Обратно, пусть задана коцепь А” в комплексе К’. Любая полиэд- 
ральная цепь А в клетке с комплекса К может быть представлена 
в виде У А, где А, — цепь в клетке с, комплекса К”; положим 


Ха) +. А = > е (<): А,. Результат, очевидно, не зависит от пред- 
ставления цепи A и определяет некоторую бемольную коцепь X (5) 
в 6; эти коцепи дают бемольную коцепь Х в К. Таким образом, 
между бемольными коцепями Х в К и бемольными коцепями Х’ 


в К’ определено взаимно однозначное соответствие; мы можем 
теперь говорить о бемольной коцепи Х в произвольном полиэдре Р. 
Если А — некоторая полиэдральная цепь в Р, то мы можем с пс- 
мощью любого разбиения полиэдра Р определить Х. A, и резуль- 
тат не будет зависеть от выбора разбиения. 


Лемма 10а. Любая бемольная коцепь в подкомплексе К, 
комплекса К может быть продолжена в бемольную коцепь в К. 


Достаточно показать, что если бемольная коцепь Х определена 
на границе дз клетки в, то ее можно продолжить на с. Выберем 


точку Ро С ШЁ (в) и положим р, = (1—2) р-р, рЕ дз. Пусть Q— 
подмножество клетки со, состоящее. из тех точек р,, для которых 
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= 1/2. Положим п(р,)==р; тогда п отображает Q в Os. Оче- 

видно, для любой полиэдральной цепи Ав @ кА есть полиэдраль- 
‚ная цепь в Oo; полагая X,- А =Х .- 7A, мы определяем некоторую 
‘бемольную коцепь: X, BQ. Положим $ (р,) = 2 — 1 BQ UX=—oX, 
в Q; это — бемольная коцепь в Q (см. § 1). Отметим, что Хв Oc 
не изменяется и что Х==0 в подмножестве множества О, где 
t= 1/2. Полагая Х=0 в o\Q, мы завершаем определение ко- 
цепи Х. Легко видеть, что Х есть бемольная коцепь. 


Лемма 10b. Г/усть Хр— некоторый г-мерный бемольный 
коцикл (r >O) в ограниченном звездообразном подмножестве Q 
комплекса К. Тогда Х является в О кограницей: 


Замечание. Q может, например, быть клеткой комплекса К 
или же звездой клетки. 

Пусть, скажем, Q звездообразно относительно точки ру. По- 
ложим 


(1) У. А=Х./ (р, А), А— полиэдральные цепи в О. 


Пользуясь формулой (П. II, 10. = и тем фактом, что 4Х ==0, по- 
лучаем 


ау. В=У.0дВ=:Х. (ру, 9В) =X + |B—OJ (pp, В] =Х. В, 


и ДУ =X в О. Очевидно, массы |У|и |dY| конечны, и поэтому 
У есть бемольная коцепь в Q [см. доказательство теоремы (V, 4А)|. 

Рассмотрим теперь дифференциальные формы в К. Под г-фор- 
мой ®(49) в комплексе К мы понимаем множество г-форм о (5, 4) 
в клетках с комплекса К, обладающее следующим свойством. 
Если о, — грань клетки 6, то при Ес; мы ' имеем & (9; 49): «== 
— © (5:1; 9)-& для всех г-векторов @ в 6,; таким образом, часть 
формы w(s; 4) в клетке в, равна w(a,; 4). Мы можем, как в (IX, 6), 
определить бемольные формы в К; они потребуются только при 
рассмотрении произведений в теореме 12А. 


11. Элементарные бемольные коцепи в комплексе. В произ- 
вольном комплексе К мы имеем, как в § 10, бемольные коцепи Х, 
а также алгебраические коцепи x (П.П, 6). Любая бемольная 
коцепь Х, маки в (IV, 27.1), определяет с помощью формулы 


(1) фХ. о=Х.0 


некоторую алгебраическую коцепь UX; таким образом, UX имеет 
в ориентированной клетке с комплекса K коэффициент Х. в. Оче- 
ВИДНО, 


(2) 4: Х==фах. 
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Обратно, определим линейное отображение ф пространства 
алгебраических коцепей х в пространство бемольных коцепей, 
обладающее следующими свойствами (мы пишем ox = ,): 


(3) М. =0 вне $+(о), 
(4) Ма, =, 

(5) bes ao" . == x, 

(6) Wi =1 


[10 и 1 определяются, как в (IV, 27.6)]. Чтобы связать этот па- 
раграф с параграфом (IV, 27), рассмотрим также некоторые диф- 
ференциальные формы в К, соответствующие коцепям W,. Фор- 
мулы (9) и (12) были изучены автором в 1947 г. 

При определении коцепи W, мы пользуемся отношением двух 
г-векторов в аффинном пространстве в одном определенном слу- 
чае: 


а” 


(7) ——=—4а, если а=а@аВ и В->Е0 — простой г-вектор. 


Мы должны определить г-мерную бемольную коцепь W (в = 07) 
в каждом симплексе с’ комплекса К. Если с не является гранью 
симплекса с’, то положим №, = 0 в с’ [T. е. в обозначениях § 10 
№, (5) = 0]. Если же с является гранью симплекса с’, скажем, 


Фед. ие... р. ря SH Pray 4+ й Пр s>r, 
TO положим 


(9) 


es 


| {Po +++ Pr Pr+i+++ Pst’ 
Пользуясь соединениями, мы можем записать это в виде 


(10) Wea) ео, 


мы" 


Поз» ВЕЛ В. 


Чтобы показать, что №, — бемольная коцепь в К, возьмем 
произвольную клетку 6, комплекса К и ее грань o,. Мы должны 
показать, что определения коцепи W, вс, и В oy согласуются в Oj. 
Если с не является гранью клетки оо, то !,=Оивцс иво.. 
Допустим, что в.==0’, где симплекс с’ определен, как и выше, 
но с не является гранью симплекса с,. Пусть, скажем, o,Co* = 
= Py-++ P,p-1Pp41+++ Ps Тогда, так как dim(o")< $ для любого 
симплекса т = 4 ...4,<0:, то числитель в (9) равен нулю (симп- 
лекс tO” вырождается); поэтому W, - t == 0, если пользоваться как оп- 
ределением коцепи W, в с», так и определением в o,. Допустим. 
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теперь, что с является гранью симплекса o,. Тогда нужное свой- 
ство следует из формулы 


(11) 
{ Чо ... Ч’Ру-+1 ... Ра р {Jo ... ЧуРу+1 .. Pe 


aa -, ee О т ‚У РР 
{Ро ... PrPr+1 +++ Р5-1} 196... Вана» В qo fe Po Ps-1 


Чтобы доказать эту формулу, обозначим через a, и а, отношения, 
стоящие соответственно в левой и в правой части. Тогда [см. 
ЕП 4.2) 


(4, — 40) У cee W Oca ПЕ V (Ps-1 — Ds—2) = 
= 4, (Pi — Po) VV id VV ва 


умножая обе части на р; —р._:, мы видим, что а. = а. (Если 
S=r-+1, то нужно умножить на P,,,— P,.) 

Равенство (3) имеет место; так как W,-co==1, то имеет место 
и равенство (5). По формулам (9), (П. П, 10.3) и (Ш, 2.3) для 
Ес ==ро... р; получаем 


[Wr - 91 {5} = № (—1) (42... Ри... Ps} = {J (g, д3)} = {3}. 


Поэтому выполняется равенство (6). 

Докажем (4) в of для х==о0. Возьмем любой симплекс 
T=Gy--- 9,41 В 9’. Так как {д (со”)} =0 (независимо от того, 
вырождается ли to” или нет), то, пользуясь введенными выше 
обозначениями, получаем 


га 


[4 , +t] {°'} = lw. : ps (— 1)' (4... Ч ... в, {o"} = 


r+ 


= a (— 1)! {J ae 4, + бр ан В = 


$ 
== a ie ea ae eee: eee eo 
R=r+1 


Кроме того, в силу (П.П, 7.5) 


W a0 7 > Wp ,p a Be” Ty 


k=r+1 


сравнивая эти формулы, получаем (4) для ¥ == 9 и поэтому для 
любой коцепи x, 
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Пользуясь метрикой в с’, на основании (Ш, 1.3) и (1, 12.14) 
находим 


ОО Cris rte" | 
=. ео $] |<” ыы 


поэтому масса |W,|, а следовательно, и любая масса |W,| ко- 
нечны в с’. В силу (4) конечна и масса | 4Й „|. Поэтому коцепь W , 
является бемольной во всяком симплексе 3’, а следовательно, ив К. 

Определим дифференциальные формы в К следующим образом. 
Положим и, ==р, — pj; .это — вектор в каждом симплексе комп- 
лекса К, имеющем P,P; своим ребром. Пусть о, в’, в” — рассмот- 
ренные выше симплексы; положим 


(12) в. (4). & —= r! a \/ (Pr+1— 9) V Up+i,r+2 № swe V Up+tys B a’. 
Uy, У... М Mos 


По формуле (Ш, 1.2) отсюда получаем 


р lfc} \ ($ —r)! {qo” то” , 
(13) @, (g) + fe] = EY Ge ge rco’. 


Поэтому в силу (Ш, 4.1) и (10) 
(14) и 


t 
этим показано, что коцепь W, и форма w, соответствуют одна 
другой. 
Заметим, что (4) можно доказать, В форму ,, с по- 
мощью формулы 


Ра 


(15) СИ 6..4. Tea Prat s+ Ps} = 
= (18 Gy = 9) Vw» Ман У Beste УМ Иль 


доказательство которой сходно с доказательством формулы (Ш, 1.4). 
В заключение, пользуясь барицентрическими координатами 1»; 
в К, мы установим явную формулу для w, в К: 


(16) 

г 
о, (9) -- (—1)' в (9) 4% (9) У... 1... У dp, 9, =... Dy. 
Заметим, что эта формула в точности совпадет с формулой 


(ТУ, 27.12), если взять специальное разложение (№1, р», ...) еди- 
ницы в ^. В упомянутой формуле мы не могли бы пользоваться 
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функциями в, (вернее, vs), так как эти функции не являются глад- 
кими в М. 


Пусть w, обозначает выражение, стоящее в правой части (16); 


мы покажем, что 0, = ,. В любом симплексе с’ комплекса К [мы 
пользуемся обозначениями (8)] функция p, аффинна и дифферен- 


циал ay, постоянен; поэтому ®, аффинно. В любой вершине комп- 


лекса К, не принадлежащей o, wo, равно нулю. Определение вели- 


чины ®, зависит только от ориентированного симплекса о, и ®, 
изменяет знак при перемене ориентации. Это же выполняется и 


для o,. Поэтому нам нужно только доказать, что ©, (ру) = ®, (ру) 
в с’. Пользуясь тем фактом, что 


(17) а. и; =1, аси, =0, если 1-3], 152 А, 


и №, (Ру) =0 (i #0), имеем 


- аи + Uy... Ay + Uo, 
ш, (р) - (и М... М bo, =”! И тая 


Ay Ш... Ap + Uo, 
©, (Po) (мо У В =0, f=r+l,..., 8 


OTH формулы определяют .®, (ру). В силу (12) те же самые фор- 
мулы выполняются для ®, (ру); следовательно, wo, = ®.. 


12. Teopema об изоморфизме. Определим кольцо бемольных 
когомологий Н? комплекса К следующим образом. Для каждого г 
Н?” есть фактор-пространство пространства г-мерных бемольных 
коциклов в К по пространству г-мерных бемольных кограниц; НР 


есть прямая сумма пространств НР” с умножением, определяемым 
в (1Х, 14). Пусть Н* — кольцо алгебраических когомологий комп- 
лекса К. Согласно (11.2); отображение ф из (11.1) определяет 


некоторое линейное отображение ЧФ кольца H? в кольцо Н*. 
Теорема 12А. WV есть изоморфизм кольца НР на кольцо Н*. 


Мы докажем сначала три леммы. 


Лемма 12а. Пусть \№ — некоторый г-мерный бемольный 
коцикл в Oo (г>0, «=0°, $ =1). Допустим, что 


(1) W-dc=0, если s=r-+l. 


Тогда сущестзует г-мерный бемольный коцикл W’ в в, кото- 
рый равен W в Os. 


12. ТЕОРЕМА ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ acl 


Лемма 12b. Пусть \№ — некоторая г-мерная бемольная 
коцепь в в =9$ (г>.1, $ > 1), и пусть Х — такая (г — П-мер- 
ная бемольная коцепь в Os, что АХ = в dc. Допустим, что 


(2) A» GoW se, ВЫ ВЕЕР, 


Гогда существует такая бемольная коцепь X’ в в, что X’ =X 
8 05 #.dxX’=W вс, 


Следуя (IV, 26), мы сразу доказываем лемму (aj). Чтобы дока- 
зать (D,), выберем X, по лемме 106 так, чтобы было АХ, =\ 
в с. Положим У = X—X, в Oso. Тогда АУ =0 в Oa, и 


У. 08 —=Х. дв — Х, . д = в —аХ, +. в==0, если $ ==г. 


Поэтому в силу (a,_,) существует бемольный коцикл У’ В с, KO- 
торый равен У в Oc. Положим Х’=Х, РУ’ в в. 

Чтобы доказать (а,), г > 0, допустим, что в = ру... р; опре- 
делим 0’, Q, A, как в (IV, 26). Выберем бемольную коцепь Ху 
в Я, для которой а4Х = в ©. Если $ —1==г, то 


W +’ — Ху: 05’ = W +o’ + АХ. A=W . 4 =0. 


Поэтому в силу (Ъ,) существует бемольная коцепь X, Bo’, для 
которой Х, = Ху в Oo’ и АХ, = в o’, Положим Х’=Хв @ 
и X’ =X, Bo’; тогда X’ есть бемольная коцепь в Oo и АХ’ =У. 
Пусть Х — некоторая коцепь, полученная в результате продолже- 
ния коцепи X’ на К (лемма 10а). Положим W’ = dX B с; тогда W’ 
обладает нужными свойствами. 


Лемма 12с. Пусть № — некоторый г-мерный бемольный 
коцикл в К (Г>0), и пусть у— алгебраическая (г — 1)-mepHaan 
коцепь комплекса К, для которой WW = ау. Тогда существует 
такая (r—1)-mepHan бемольная коцепь Х в К, что dX=W 
й Ай | 


Пусть Х=, (§ 11) в К”-"; тогда коцепь фХ определена и 
равна у, и это справедливо для любого продолжения коцепи Х 
на К. Заметим, что в К тривиальным образом AX = Ш=0. Возь- 
мем любой симплекс с —= о” комплекса К. Так как 


РФ == №. 05 = у. 05 =4у+ 5 = += .5, 


то мы можем по лемме 126 продолжить Х на o так, чтобы BS 


2] Уитни 
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было АХ=\); продолжим таким образом X на К’. Пользуясь 
той же леммой, продолжим Х на остальную часть комплекса К, 
на один симплекс за другим. 

Доказательство теоремы теперь протекает так же, как доказа- 
тельство теоремы (IV, 29A). 

Замечание. Одним из следствий этой теоремы является то, 
что алгебраическое когомологическое строение полиэдра Р (если 
пользоваться действительными коэффициентами) не зависит’ от ис- 
пользуемого разбиения полиэдра Р. 


УШ. Цепи и коцепи в открытых 
множествах 


До сих пор мы изучали цепи и коцепи в Е” и лишь кратко 
упоминали о случае, когда коцепь определена, например, только 
в некотором открытом множестве RCE”, Этот случай, очевидно 
играющий важную роль, является предметом настоящей главы. 
Определяя диезную и бемольную „А-нормы“ коцепей в ЛА, мы 
вводим в нашу теорию широкий класс коцепей, которые не обя- 
зательно могут быть продолжены на Е”. Эти нормы можно полу- 
чить из аналогичных норм цепей в Ю. Общее изучение этих норм 
занимает первые три параграфа. В последних параграфах мы 
указываем для бемольных и диезных цепей представления, которые 
столь же важны и для цепей в Б”. 

Определения А-норм являются очевидными видоизменениями опре- 
делений для случая пространства Е". Однако при решении вопро- 
сов о том, какие цепи называть „цепями множества А“, следует 
проявлять осторожность. Если, например, А — внутренность круга, 
ограниченного окружностью С в Е?, то мы можем ориентировать 
ее и, приписав ей коэффициент 1, образовать двумерную цепь А. 
Возникает сомнение, следует ли рассматривать А как цепь мно- 
жества Ю. В случае положительного ответа мы должны были бы 
рассматривать ее и как цепь множества AR’, получающегося, на- 
пример, если вырезать из Ю прямолинейный отрезок. Еще в мень- 
шей степени можно было бы думать о границе ОА как о цепи 
множества А (ее носителем является С). Конечно, разумно потре- 
бовать, чтобы носитель spt(A) лежал в R. Но даже этого недо- 
статочно, чтобы для разумно понимаемых коцепей Х определить 
Х-А; см. пример в начале § 1. Этого достаточно, однако, если 
цепь А компактна (теорема 20) или имеет конечную массу (тео- 
рема 30), или же если А есть предел, в А-норме, некоторой 
последовательности полиэдральных цепей множества R (теорема 4A). 
Если А есть цепь множества Ю (рассматривается любая из двух 
норм), то она является также (что будет очевидно) цепью любого 
большего открытого множества и цепью некоторого меньшего от- 
крытого множества (теоремы 5B и 6В). 

Формулы для R-HOpM в сущности такие же, как и в Е". Если 
множество А выпукло, то нормы совпадают с нормами в Е"; сверх 
того, коцепи в Ю можно продолжить на Е” (при доказательстве 
этого факта мы пользуемся некоторыми предложениями из гл. Х). 


21" 
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‚ Менее элементарные свойства цепей и коцепей связаны с распро- 
странением на рассматриваемую здесь ситуацию теории диезных 
функций в качестве операторов и теории носителей ($5 2). Затем, 
как в гл. \, устанавливаются некоторые свойства массы (§ 3). 


Напомним (V, 3.1), что для полиэдральной цепи А норма | А]? 
определяется как нижняя грань сумм | А— 900] |0, где D— 
полиэдральные цепи. В § 5 мы показываем, что та же самая фор- 
мула имеет место и для любой бемольной цепи А, если в качестве 
О разрешить брать бемольные цепи. Аналогичная теорема в диез- 
ном случае (§ 6) более трудна; мы пользуемся „сдвиговой нормой“ 
цепи, вообще говоря, большей, чем диезная норма (и существую- 
щей, например, если масса | А| конечна). 

Замечание. Для построения более полной теории слело- 
вало бы рассмотреть коцепи в Ю, являющиеся бемольными или 
диезными в каждом компактном подмножестве множества А; это 
соответствует использованию несобственных интегралов, как в (Ш, 6). 

Если задано точечное множество Q и вектор 9, то мы следую- 
щим образом определим точечное множество &@.(®): 


@. (©) = совокупности всех точек а-- 19, ЕО, O<t<l. 


1. Цепи и коцепи в открытых множествах; элементарные 
свойства. В приложениях встречаются дифференциальные формы 
с ограниченными первыми частными производными в некотором 
открытом множестве А, которые нельзя продолжить на Е" так, 
чтобы они продолжали облалать этим свойством. Чтобы работать 
с такими формами, нужна новая норма для цепей и коцепей, 
зависящая от множества Ю. Например, если в Е! множество R 
есть Е! без начала г=0Ои Dx(t)=t/|t|, то X-dc=0 для 
любого одномерного симплекса с в А; но коцепь Х нельзя про- 
должить так, чтобы она стала коцепью в Е!. Если мы вырежем 
маленькую окрестность’ точки 0, то полученная таким образом 
коцепь X продолжаема в некоторую коцепь У, но |дУ | > |ахХ]. 
Если мы вырежем в Е? замкнутую положительную полуось х или 
множество точек (х, у), для которых у? < x3, то мы можем поло- 
жить Ох(х, y)==inf(x, 1) при x >0, у>0и Ох ==0 во всех 
остальных точках и получить таким образом непродолжаемую 
нульмерную коцепь; аналогично для г =1.. 

Непродолжаемые коцепи Х могут не давать значений Х. А 
для некоторых цепей A, лежащих в Ю. Например, если А есть 
Е? без замкнутой положительной полуоси х и 


р: = (6 =. = (+. a А= У (p,— 90, 
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то норма | А]? конечна, но для коцепи Х, определенной выше, 
произведение Х’. А не существует. Если бы была определена новая 
норма |А| 2, то цепь А He существовала бы, даже несмотря Ha 
то, что spt(A)CR. Другой пример. Если 


j 1 1 1 | / , 
и (5 a) Ч — a) A= 9) 


то | A,|? = 2/2!, Х. А, =1 и отношение |Х. А/ ПА]? неограни- 
ченно. 

Мы определим новые нормы, связанные с R, и покажем, что, 
если пользоваться этими нормами, остаются справедливыми практи- 
чески все результаты гл. V и УП. 

(а) Бемольные цепи множества R, Для любой г-мер- 
ной полиэдральной цепи А в открытом множестве R масса | A| 
определяется, как и ранее. Положим 


(1) | Ар =inf{|A—oD| + |D|: полиэдральные (r+ 1)-мер- 
ные цепи DB А}. 


Это — норма, бемольная Ю-норма, и 


(2) > Ар >| АР, дек’ с К. 
Как и раньше, 
(3) [04 |p «1 А. 


Пространство г-мерных полиэдральных цепей в К, пополненное 
в этой норме, является банаховым пространством С, .Р (Ю). Мы 


будем рассматривать только подмножество СР (К) этого простран- 
ства, состоящее из цепей А (в Е"), обладающих следующим свой- 
ством. Существует замкнутое в Е” множество QCR и такая фунда- 
ментальная последовательность Aj, Ay, ... (в А-норме) полиэдраль- 


ных цепей в ©, что А = т? A, Тогда также А = limp A,. Такие 
цепи мы будем называть бемольными цепями множества R, лежа- 
щими в Q. В $ 2 мы определим носитель spt(A); он является пере- 
сечением таких множеств Q (теорема 2А). Мы будем тогда также 
говорить, что А лежит в spt(A). Приведенный выше пример 
показывает, что для цепей пространства Е" мы можем иметь 
spt(A)CR, в то время как А не является цепью множества R; 
BOT nOnMy мы говорим о цепях „множества“ R, а не „в множе- 
стве“ А. 

Очевидно, что для любой бемольной цепи А множества К гра- 
ница OA является бемольной цепью множества R, 
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Допустим, что r==n и К ограничено. Пусть .А,, Ag, ... — 
олинаково ориентированные полиэдральные области в К, объедй- 
нение которых равно Ю. Хотя это и фундаментальная последова- 
тельность в о -R-Hopme, ее предел А не ‘принадлежит 


пространству ce (R); не является цепью множества R и 2 as 0A 
(что вполне естественно), 

Если R есть пространство E! с выброшенным началом коор- 
динат и А = 05, где с — одномерная клетка, содержащая начало, 


то | Al? = 2. Читатель может исследовать R-HOpMy в случае дру- 


гих приведенных выше примеров. 
Для нижеследующих утверждений (в настоящий момент мы 
рассматриваем полиэдральные цепи A) 


(4) (4S AIP < |v|(|A|-+|0A|), если @,(spt(A))CR, 
(5) ее для симплексов 9, 

(6) |А Е ЕЙ | | A—oD fe +] S8 |: Р—полиэдральные цепи в R} 
проходят прежние доказательства (V, 3). Ниже, в $2, мы срав- 


ним норму | A\? с нормой LAY’, Согласно лемме (V, 2b) [см. 


также (п) ниже], | 
(7) АР —=| А? (для всех A), если R выпукло. 


(5) Бемольные коцепи в КЛ. Бемольная г-мерная коцепь 
в К есть элемент пространства cr (R), ae к простран- 
ству СР (7). Бемольная ВЮ-норма |X|? и комасса |Х| — это, 
как и ранее, наименьшие числа, удовлетворяющие неравенствам 


(8) |X-Al< Е 1А, |X-A|<|X||A| (полиэдральные 


| г-мерные цепи Ав R), 
Как и ранее, | | 


(9) А —sup (|X: Al: XBR, [ХВ =I}. 


Если Х — бемольная коцепь в R, то бемольной коцепью в R 
является также определяемая, как и ранее, кограница dX; при 
этом АХ =0. Мы могли бы определить АХ. А, если OA есть 
цепь множества Ю; однако мы этим пользоваться не будем. Вновь 
мы доказываем (рассматривая коцепь Х только BR, даже если 
она определена в большем множестве) 


(10) |X [2 = sup {|X], |4Х]|}- 


1. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА’ 327 


Отметим, что если Хх обозначает коцепь X, рассматриваемую 
только’ в множестве 5, то или на основании (8) и (2), или же на 
основании (10) 


(QI). |Xprlp 


р ie, РЕВ 


для коцепей Х, определенных в Е”. Если коцепь Х определена 
только в R, то выполняется первое из неравенств (11). 

Как и ранее, линейная функция Х. А полиэдральной г-мерной 
цепи А множества R, для которой |X| и | 4Х| конечны, опре- 
деляет г-мерную бемольную коцепь в К. 

Вновь мы находим 


(12) |X| == sup 


st | dX |= sup Sie 


|| |< | 

(с) Диезные цепи множества КРЮ. Диезная В-норма 
[А полиэдральной г-мерной цепи А в R определяется по фор- 
муле (\, 6.1), в которой символ | [> следует заменить симво- 
лом | и потребовать, чтобы 
(13) каждая клетка Dy, (01) лежала в К, 
ср: (2.8). Тогда | Alz есть норма, и 
(14) АА, ЕЕ ial. ACR CR. 


Очевидно, что для этой нормы выполняются равенства (5). Кроме 
того, 
# — ИА | 

(15) а РЕГ” 

Дчезные цепи множества Ю определяются, как и в бемоль- 
ном случае. При г==0 диезная и бемольная К-нормы совпадают. 

(а) Диезные коцепи в К. Определим пространство C#"(R) | 
подобно TOMY, как было определено пространство С?” (В). Тогда 
(16) АХ, ХЕХЕ, 


(17) [Хе [Е <|Xelp (вв В, В’еЮ). 


если QY,(spt(A))CR. 


Каждая диезная коцепь в А является бемольной коцепью в R, 
Положим. 


(18) &xr=sup } АН: А — полиэдральные цепи, 


D,(spt(A))CR}. 
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И на этот раз 
(19) хр = sup 1^.(*-—9|. 


real симплексы с, Q, (А. 


Как и ранее, требуя, чтобы все деформации цепей с помощью 
векторов лежали в Ю, доказываем, что 


(20) |dX|<(r+1)&x,p, если Х — диезная коцепь в К, 
(20 |ХЁ=зир (М, Ох} = зир (|Х|, (- 0х}: 


Любая бемольная коцепь в А с конечной константой Липшица 
Ly Rr является диезной коцепью в К. 

Диезная функция o в R есть ограниченная действительная 
функция, для которой верхняя грань 


(22) В в == sip 2 : отрезки рае в} 


конечна; диезные функции в А в точности соответствуют нуль- 
мерным диезным коцепям в А. При г==п диезные функции также 
соответствуют й-мерным диезным коцепям; это соответствие зави- 
сит от метрики. 

(е) При каждом г массу, бемольную R-HOpMy и диезную 
Ю-норму полиэдральных цепей в А можно охарактеризовать как 
наибольшую полунорму, удовлетворяющую соответственно пер- 
вому, первым двум и всем трем условиям 


[97 |’ < |<" | (°C R), 
(23) [дог <]artt] (oR), 


||| 


CP р = a (D, (9")c К). 


Проходит и доказательство из (V,8), где нужно только потребо- 
вать, чтобы все цепи и деформации цепей лежали в КЮ. 

(Г) Диезные г-формы в R. Комассовая константа Лип- 
шица в Ю дифференциальной г-формы w, определенной в К, есть 


(24) ®, (w, Ю) = sup о рае} ‘ 


Мы говорим, что форма ® (определенная в R) является диезной 
формой в Ю, если конечны и |®ри %(®, R); диезная R-nopma 
формы в есть 


(25) | o | = sup {]|o (r+ 1% (®, R)}. 
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Как и в теореме (V, 10А), соотношение X + в = f Dx (sc R) onpe- 


деляет взаимно однозначное соответствие между диезными коцепями 
и диезными формами в R, и при этом 


(269 1Охь=|Х|,  %Рх, Ю= хх [Dx R= ХИ. 


10) 


(g) Слабая сходимость. Пусть символ ^ отмечает любую 


из двух норм. Мы пишем 
(27) X= НХ, если |X,|R<N, lim(X,-A)=X-A 


для некоторого N и всех цепей А множества ЛР. Как и в (У, 13), 
последнее соотношение можно заменить соотношением lim (X; : o) = 
—=Х.с (для всех св КЮ). Если Х обладает этими свойствами, TO 
Х является коцепью в соответствующей норме. 

Если дана бемольная или диезная коцепь Х B R, то мы можем 
сгладить ее в множестве int, (R): 


(28) X,-A= f x, (v)(X+T,A)dv, Ав ink(R), 1<6. 
У 


В самом деле, мы можем записать А == ши? А;, где А, — поли- 
эдральные цепи в @ = шь (Ю); тогда Т.А,= О; = (И. (0), множе- 
ство Q, замкнуто и содержится в Ю, поэтому Т.А = Ни® Г.А; 
при || < существует, так что формула (28) имеет смысл. [По 
теореме (X,7B) Г.А непрерывно.] 

Свойства, описанные в (V, 13), выполняются в int, (R). 

Проблема. Пусть дана г-мерная бемольная коцепь Х в К. 
Существует ли такая последовательность г-мерных диезных коце- 
пей X,, Х.,... в Ю, что МЕХ, = Х? Трудность состоит в том, 
чтобы так определить коцепи Х’, чтобы комассы | аХ,| были равно- 
мерно ограничены. 

Поскольку эта проблема не решена, мы не можем сразу пере- 
нести результаты из (\, 14) на рассматриваемый здесь случай. 
В связи с этим см. замечание, сделанное в самом начале этой 
главы. 

(h) Выпуклые открытые множества. Мы покажем, 
что для любой из двух норм 


(29) А =|А@, если R выпукло, 


а также что любую коцепь Х в К можно продолжить в ко- 
цепь У в пространстве Е так, чтобы было 


(30) Рем. если Ю выпукло. 
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Для. бемольной нормы равенство (29) совпадает с (7). Пусть, 
далее, п — проекция пространства Е" на R: п (р) = ближайшей 


к р точке множества R. Тогда &% =1. В самом деле, если 
заданы точки р, 4, то положим р’ = (р), 4’ = (49) и обозначим 
через Р, Q (n—1)-MepHbie плоскости, проходящие через р’, 
gq’ соответственно и перпендикулярные к отрезку p’q’. Так как 
р'’=Ю, то ни р, ни 4 не лежат между этими плоскостями; по- 
этому |g—-p|>|q’—p’|. Допустим теперь, что Х — диезная 
коцепь в А, так что | Dx | и % (Ох) конечны. Продолжим форму Dy, 
чтобы она стала непрерывной в К, и положим Dy (p)= Dx (п(р)) 
в Е". Тогда |Dy|=|Dx|, & (Dv) =% (Dx), так что коцепь У, 
определяемая формой Dy, является искомым продолжением ко- 
цепи Х. Ввиду этого и на основании равенства (9) с # вместо В 
равенство (29) для диезной нормы выполняется. 

Наконец, если дана бемольная коцепь Х в КА, то с помощью 
некоторых предложений из гл. Х мы найдем ее продолжение У 
следующим образом. Для любого симплекса <= ру... р, с вер- 


шинами в R выберем некоторую последовательность рии, рр, ...—Р; 
точек множества R и положим 


Y - (Ж...Р,) = lim X+ (у... Pre); 
> © 


существование и свойства коцепи У до этого места следуют из 
леммы (X, 5a). Далее, для любой липшицевской цепи А BR (X, 6): 
пусть А = Им? B,, как в (Х, 6.1); положим тогда У - A—limY- B,. 
Наконец, для любой полиэдральной цепи А в Е" кА есть липши- 
цевская цепь в R, и мы можем положить У. А==У -дА; равен- 
ство (30) следует из (Х, 7.10). 


2. Цепи и коцепи в открытых множествах; дальнейшие 
свойства. Остальные результаты из гл. У и УП, которые нас 
интересуют в применении к открытому множеству А, получить 
не так легко. Необходимы некоторая перестройка и кое-какой 
новый материал. 

(a) Умножение цепей и коцепей на диезные функ- 
ции. Пусть ¢ — диезная функция в К. (Обычно ф будет диезной 
функцией в E”, рассматриваемой только в К.) Для полиэдральной 
цепи А BR мы определяем произведение ФА, как и ранее. Полагая 


(1) NOR =|e|+(r+ Dp 


мы, в точности как и р докажем (сначала для полиэдральных: 
цепей А в R), что 


(2) | ФА P< NA lp 
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(3). |p 0A — 9A |2 < тю Al, 
4 r * < Neeloitel | R 
(4) Ie ( vi — 9) |p< aS s ie если %, (3) = , 


где © отмечает любую из двух норм. Так как мы еще He опре- 
делили массу для цепей множества R, то мы даем ослабленную 
форму (3) неравенства (УП, 1.8); из доказательства этого послед- 
него неравенства, очевидно, следует (3). Более сильное неравен- 
ство (3.10) см. ниже. В силу (2) мы можем определить произве- 
дение OA для бемольных или диезных цепей А множества КЮ, и 
неравенство (2) все еще будет выполняться. Доказательства, CBA- 
занные с массой, мы рассмотрим позднее. 

Определение и свойства произведения GX устанавливаются, как 
и ранее. 

Лемма 8c из гл. VI выполняется для любой из двух норм: | 


(5) wkIRg,X =X, если |$; |2 < М, 9. =1 в R, 
= ЗУ UR, =R. 


(b) Носители. Носитель цепи или коцепи множества R 
определяется совершенно так же, как и раньше; окрестности U, (р) 
мы берем в Ю. Очевидно, носитель spt(A) совпадает с носителем 
цепи A, рассматриваемой в Е”. Если цепь А лежит в замкнутом 
множестве ©, то, очевидно, spt(A)CQ; см. также теорему 2A 
ниже. Носители цепей множества R являются замкнутыми в E” 
множествами, лежащими в А; носители коцепей в К являются 
замкнутыми подмножествами множества А (которые могут и не быть 
замкнутыми в КБ"). 

Мы говорим, что цепь А компактна, если мы можем запи- 


сать А = Ни? А,, где А, — полиэдральные цепи в компактном мно- 
жестве, лежащем в Ю. [На основании доказываемой ниже тео- 
ремы 2A это равносильно требованию, чтобы носитель Spt (A) был 
компактен. | Многие свойства лучше всего доказать для компакт- 
ного случая, а затем перенести на общий случай с помощью 
следующей леммы: 


Лемма 2a. Если заданы цепь А множества R (рассмат- 
ривается любая из двух норм) и число е о то существует 
такая компактная диезная функция ов Е", что 


(6) О<9(р<1, %<1, авс 


Здесь применимо доказательство утверждения (УП, 4.1), причем 
нужно воспользоваться неравенством (2). 
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Следующая лемма станет тривиальной после того, как будут 
установлены свойства носителей. 


Лемма 2b. Если функция 9 компактна, то для произ- 
вольной цепи А множества R (рассматривается любая из двух 
норм) компактна и цепь OA. 


Запишем А = Ни9А,, где А, — полиэдральные цепи в замкну- 
том множестве QC R. Мы можем аппроксимировать цепь ФА, поли- 
эдральной цепью B,, для которой $р+1(В,)=5р*(ФА,). Теперь 
ФА = Ни®В,, причем цепи В, лежат в spt(9)NQ. 

Докажем, что из зр+(А) = 0 следует А =0, сначала в пред- 
положении, что цепь А компактна (в том смысле, как это опре- 
делено выше). Пусть, скажем, А —= Пи®А,, где A; — полиэдраль- 
ные цепи в компактном множестве QCR. Каждая точка pCQ 
содержится в такой окрестности (р), что У. AO для любой 
диезной коцепи У, для которой Оу = 0 вне И (р). Конечное число 
таких окрестностей, скажем U,,..., U,, покрывает Q. Пусть 
Фо, ©, ..., Фи — соответствующее разложение единицы (П. Ш, 
лемма 2а). Возьмем теперь любую диезную коцепь Х в R. Тогда 
$, А-—=0 (i > 0), так как Ву х = 9,Dx = 0 вне Ц, UGX  А=0, 


так как %Х. А, =0. Поэтому X- A= У(®Х. А) = 0. В диезном 
случае это доказывает, что А = 0. Рассмотрим бемольный случай. 
Пусть взятая выше коцепь Х является бемольной. Тогда 9X . А = 
—=Х'. Ито А, =0. При {> 0 мы можем продолжить 9,X в такую 
бемольную коцепь У, в Е, что У; с =0 для симплексов с, лежа- 
щих вне R [см. ae п. (d) a p= 1]. Пусть (Y;), — среднее 
для коцепи У, (V, теорема 13A). При достаточно gre т, оче- 
ВИДНО, Dv), — 0 вне U;; поэтому 9,X + A=lim(Y;), + A= 0. Вновь 


мы получаем Х. А=0и A—O. 
Для произвольной бемольной или диезной цепи А в R мы 
можем выбрать последовательность удовлетворяющих указанным 


в лемме 2a условиям функций $1, $, ..., для которых Ниф,А а, 
Очевидно, $р+(Ф,А) < р (А) = 0. В силу леммы 2b цепь 9,A ком- 
пактна. По доказанному выше 9,A = 0. Следовательно, А =0. 

Доказательства всех остальных свойств носителей (УП, 3.5— 14), 
(УП, 3.19—20) проходят с несущественными изменениями за одним 
лишь исключением. Чтобы доказать (УП, 3.6), допустим сначала, 
что цепь A компактна (в том смысле, как это определено выше). 
Тогда p(spt(A), spt(X)) > 0, и мы можем построить функцию ф, 
как в прежнем доказательстве, и найти, что Х. А =0. Для произ- 
вольной цепи А нужно воспользоваться леммой 2a. 

Следующая лемма в теореме 3С будет обобщена. 


22 ДАЛЬНЕЙШИЕ СВОЙСТВА ь 


Лемма 2c. Для произзольной цепи А множества R (рас- 
сматривается любая из двух норм), произвольной окрест- 
ности U носителя spt(A) и произвольного числа $ >0 суще- 
ствует такая полиэдральная цепь В, что 


spt (B)cU, |B—A|P = &, 


Доказательство такое же, как доказательство утверждения 
(УП, 5.3); нужно воспользоваться леммой 2a. 


Теорема 2А. Для произвольной цепи А множества R 
(рассматривается любая из двух норм) носитель spt(A) яв- 
ляется пересечением всех замкнутых множеств QCR, для 
которых А лежит в О в смысле § 1 (a). 


Очевидно, spt(A)CQ для любого такого @. Обратно, пусть 
Q,, Q,, ... — последовательность замкнутых множеств, лежащих 
в Ю, каждое из которых содержит некоторую окрестность носи- 
теля spt(A) и пересечением которых является spt(A). Предыдущая 
лемма показывает, что А лежит в каждом ©. 

Конечно, носитель spt(A) не обязательно является таким мно- 
жеством Q, например, если А есть одномерная цепь, образованная 
криволинейной дугой. 

(с) Ю-0-нормы. Распространим определения из параграфа 
(\, 15) на случай открытых множеств. Некоторые из этих свойств 
нам потребуются при изучении массы, а остальные, в случае р = 1, 
для общих целей. 

Бемольная Ю-0-норма полиэдральной цепи А множества К 
есть 


(7) Ар, === int А —oD|+ ae > полиэдральные цепи D в R}. 


Диезная В-0-норма есть 


‘: la; |1 91| 
(8) АЕ, | У, ата 


A= > Q,0,, каждое Du (3,)CR | . 


b 
R,o 


Заметим, что каждый симплекс о, содержится в К. Следуя приве- 
денным ранее доказательствам, мы сразу находим, сначала в поли- 
эдральном случае, 


А? 
b ЕЕ ‚0 
(9) | 9А | о РЕ Са 
А 
(10) |T,A— ale, <a. если Q, (spt(A))ER. 
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Первое неравенство сразу переносится на случай любых бемоль- 
ных цепей А множества R (в А-р-норме); см. также (3.7), (3.8). 
Мы находим, далее, 


(11) Же, = sup {|X], pax] }, 
(12) Xie, = sup (|X|. (r+ 1) p&xr} 


для коцепи Х в множестве К. Справедливы также остальные фор- 
мулы и теоремы из (У, 15). 

Как в $1 (е), рассматриваемые нормы характеризуются двумя 
или тремя из следующих условий (с и @,(s) берутся в К): 


/ , U 
(18) Jel <leh lah <A, [Teel < р 
Полагая 
(14) Nero =19|-+(r+ Ор, 
мы находим для любой из двух норм 
{О N” © N”) 
(15)  |ФАр, ЗМ, [Ар,, [PX lao <No Ry [Xap 


(4) О продолжении коцепей. (См. также лемму 45.) 
Пусть Х —- бемольная или диезная коцепь в А, для которой носи- 
тель Spt(X) является замкнутым в Е" множеством, лежащим BR, 
Тогда мы можем определить продолжение У коцепи Х на E”, при- 
чем У = 0 вне R, и мы будем иметь 


(16) |¥|=|X], |d¥|=|aX|, =, 1Ур=ХЬ,. 


Чтобы определить У, возьмем любой симплекс с и запишем его 


в виде полиэдральной цепи 24 где каждый симплекс с, или 
лежит BR, или же не имеет ни одной точки в spt(X). Напишем 
У .‹, =Х.-цв, в первом случае и Ув, =0 во втором и положим 


У. «= DY. с,. Результат, очевидно, не зависит OT представле- 


НИЯ с, которым мы воспользовались [см. лемму (II. II, 35}]. 

Первые два из соотношений (16) очевидны. Третье будет уста- 
новлено, если мы докажем надлежащее неравенство относительно 
Y-(7,o— 9s) для достаточно малых o. Но это последнее будет 
следовать из неравенств 


О | |6 
LY + Гьта — Ти 1) vim) | < кк UL, B= 1p чак 0, 
При достаточно большом т рассматриваемая цепь деформации или 
будет лежать в А, или же не будет иметь ни одной точки в spt(X), 
что делает нужное неравенство очевидным. Последнее из ра- 


венств (16) тем самым также доказано. 
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(е) О нормах компактных цепей. Пусть А — некоторая 
(диезная или бемольная) цепь множества R. Если RCR’, то в силу 
неравенств (1.2) и (1.14) ее можно также рассматривать и как цепь 
множества К”; см. ниже п. (Г). Обратное утверждение может быть 
и неверно; см. начало § 1. Ho оно верно, если цепь компактна. 
Это вытекает из следующей теоремы: 


Теорема 2В. Пусть А — некоторая цепь (рассматривается. 
любая из двух норм) множества Ю; тогда 


о 140 = [1 ae ere} ae, если U, (spt(A))ER. 


Возьмем любое & < 7 и любое з > 0. Выберем такую коцепь X 
в А (относительно той же нормы), чтобы 


Е, < 1, Х-а > >|А, 


Как и в (У, 12.3), определим Фо, a (A). В силу п. (а) 
(15), (14) и (УП, 3.13) мы можем продолжить коцепь ФХ, полу- 
чив коцепь У в E”, для которой 


Q__ (©) (r+ l)e 
IY [> =|9Xlp,< 1+ С ’ 
Y:A=9X-A=X-9A=X-ADIAlp, —e. 


Эти неравенства показывают, что 


10) 
he R,p 


> TH+ DOR” 


[Alp > 


откуда и следует (17). 

Заметим, что в случае бемольной нормы (17) сразу же следует 
из леммы (УП, 55), если А — полиэдральная цепь; при р = 1 
в доказательстве нужно сделать очевидные изменения. Случай 
произвольной бемольной цепи А можно с помощью леммы 2C 
свести к этому случаю. 

(Г) Связи между пространствами цепей и коцепей. 
Допустим, что R’CR. В силу (1.11) и (1.17) каждая (бемольная` 
или диезная) коцепь Х в R определяет некоторую коцепь Xp: 
в Ю’— часть коцепи Х в К’. Как мы отметили в начале § 1, 
коцепь в R’ может не быть продолжаема в коцепь в Ю. Напомним, 


что мы не знаем, является ли пространство oF’ слабо плотным 
в Gy’. 
ее справедливой теорема 14В гл. V: бемольные цепи 
множества R можно рассматривать как диезные цепи множества К. 
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Мы должны показать, что если А == 0 — некоторая бемольная цепь © 
множества R, то соответствующая диезная цепь А’ будет +0. 
В силу (b) spt(A) == 0; поэтому существует точка рЕ К и диезная 
коцепь Х в КЮ, для которой Х. А-0и Оу ==0 вне некоторой 
окрестности И. (р). Если А == Шир A, где А; — полиэдральные 
цепи, лежащие в замкнутом в Е" множестве Ос В, то Х. A= 
= lim X- A, Но вместе с тем А’. A,; поэтому Х. A’ #0 
и A’ +0. 


Теорема 2С. Допустим, что Ю’с ВЮ. Пусть А — некото- 
рая цепь множества R’ (рассматривается любая из двух норм). 
Гогда при любом р ее можно также рассматривать и как 
цепь множества R в Ю-р-норме. Множество spt(A) во всех 
случаях остается одним и тем же. Если A==O в одной 
норме, то это верно и во всех нормах; поэтому отображение 


пространства СЗ (В”) в пространство С? (Ю®) является взаимно 
однозначным. 


Пусть, скажем, А = Но, А,, где А, — полиэдральные цепи 


в замкнутом множестве Ос К’. На основании неравенств (1.2), 


(1.14) и неравенства (У, 15.7) для Ю предел lime, A, при всех р 


существует; поэтому в Ю-р-норме определена некоторая цепь А” 
множества R, которую можно будет отождествить с A, коль скоро 
мы докажем, что если AO, тои A’ #0. Определение носи- 
теля spt(A) показывает, что он не зависит от R, если только 
R’cR. Как и в теореме (V,15A), мы видим, что этот носитель 
не зависит от р. Если A+#O, то spt(A’)=spt(A) #0 u A’ £0, 
что и завершает доказательство. 


Теорема 2D. Пусть А — некоторая цепь множества R 
(рассматривается любая из двух норм); допустим, что 
Ц, (зр+(А))= К’. Тогда А можно при любом р рассматривать 
как цепь множества К’ в КЮ’-5-норме. В частности, ecau 
цепь А компактна, то это выполняется для любого откры- 
того множества КЮ’, содержащего spt(A). 


Эта теорема доказывается так же, как и предыдущая; следует 
воспользоваться леммой 2С и теоремой 2B. 


3. Свойства массы. Мы покажем, что массу цепей мно- 
жества Ю можно определить, как в (\, 16), и что она не зависит 
от А; ранее установленные свойства массы продолжают сохраняться. 
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Пусть А —- некоторая бемольная цепь множества R, Тогда 
мы по определению полагаем 


(1) |A leap = inf | fim | A; | : lim? A, = А, А, —полиэдральные цепи, 
> о 


A, лежат в О (для всех i), @ замкнуто, Чек}, 


(2) Ань ВА, 
(3) ПА] ь==зир(Х.А: Х — бемольные коцепи в К, | X| < 1. 


Подобным же образом мы определяем диезные массы; они опре- 
делены для любой диезной цепи А. На основании приводимой 
ниже теоремы ЗА мы можем любую из всех этих масс обозначать 
через | Al. 


Теорема ЗА. Для бемольных цепей все шесть масс 
совпадают; для диезных цепей совпадают диезные массы. Для 
полиэдральной цепи А все они равны |A|. Эти массы не зави- 
cam от ВЮ и равны массе |А|, определяемой, если рассматри- 
вать цепь А как лежащую в Е". 

Прежде всего мы, как и ранее, доказываем, что [Alp fo) = 
=|Alp (<) (06e нормы), а также что (Al, ©) <lAlzo- 

Затем мы докажем, что 


(4) Аво<!А|. 


Мы можем считать, что масса | А| конечна. Допустим сначала, 
что цепь А компактна; пусть, скажем, И», (Qo)CR, 4 == spt (A). 


Положим К’ == Ц, (4), @ = Ю’. Если задано = > 0, то нам нужно 
только найти полиэдральную цепь В в @, для которой 


(5) |В^ Афр <e, В < |А!-е. 


Рассматривая сначала бемольную норму, выберем p< 1 так, 
чтобы было 


(ОР А| 


о p([Al +89) < 5 


Выберем полиэдральную цепь A’ в А”, для которой (см. теорему 2D) 
, b . 
| А —Alp , — ay 
Тогла, так как 4? < А, то из (2.17) получаем 


22 Уитни 
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4 Bnet ge Rae Е (7+ 1) e by, & } 
AR SIAR, Hy <[1+ ЕДА < А+ 
Поэтому найдется такая полиэдральная цепь О в R’, что 
Aap РКА 
| ok о о а 
Положим В = А’ — др. Тогда |В|<|А|-еи 
JB А <’ — А 10 <14’— Alp, +1D| < 
| < А|-Э <. 


В случае диезной нормы выберем ри А’, как и прежде. Тогда 
f tH 2 — %, 
| A [в <IAl +e, и мы можем написать А’ = Уаз, и найти 
векторы UV, и полиэдральную цепь D в А’, для которых Dy, (5,)cR'u 


[4111 $1 |9: | р 
м + | Уат. ‚ор a+ о 


Положим В = > a,T,,9,— 0D. Тогда |B|<|A | +eun 


2a, | Нор < 


Га o,| | 9; | Е 
<5 oe +|Di< 5+ e(|Alte)<e. 


[В АЕ АА’, + 


Если цепь А не компактна, то по лемме 2а выберем такую ком- 
пактную_ диезную функцию $, что |ФА— АВ < =/2. Выберем 
замыкание Q некоторой окрестности носителя spt(A), QCR. Тогда 
U ,(spt(pA))CQ при некотором 74 > 0. Выберем в соответствии 
с " доказанным выше такую полиэдральную цепь В в Q, что 
|В —ФА? < = |B|<|9A|-+-e. Так как в силу (VII, 1.7) 
|ФА| <|А|, то отсюда мы получаем (5), а следовательно, и (4). 
Так как АРА, то при р—>0 мы получаем 


Ао: 


Таким образом, все массы (когда они определены) равны | Al, 
_ что и завершает доказательство. 


Теорема ЗВ. Масса полунепрерывна снизу в любом из рас- 
сматриваемых пространств. 
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Это непосредственно вытекает из теоремы (V,16B) и того 
факта, что если цепь множества А рассматривается как цепь про- 
странства Е”, то ее норма при этом не возрастает. 


Теорема 3C. Теоремы 4A и 5A гл. УП справедливы для 
цепей множества К. 

Остаются в силе прежние доказательства. Мы получаем 
|A’—A a <e,|B—A Г < = (рассматривается любая из двух норм). 


Теорема 3D. Произвольную цепь А множества R (рас- 
сматривается любая из двух норм), имеющую конечную массу, 
мы можем рассматривать как цепь любого открытого множе- 
ства Ю’, содержащего spt (A). 


Выберем некоторую окрестность И множества а замы- 
кание Q которой содержится в А’. Выберем по предыдущей тео- 
реме компактные диезные wane’ 9, так, чтобы было 


А aes 


ma 


Пусть, скажем, Q;=spt(9,A), Urq, (Q;) < Ц. Найдем no преды- 
дущей теореме такую полиэдральную цепь В, в Ц, i, (Qi): что 


|B; —9,Alp <ер [+=] ее 


Qi+t 


Тогда в силу (2.17) 


1 1 
|B,—9,A = <|! + 18; — в < 


Qi+1 


Поэтому B,, By, ... — фундаментальная последовательность цепей 
в О относительно А’-нормы, и, следовательно, она определяет 
некоторую цепь А’ множества К’. Рассматривая последователь- 
ность B,, By, ... в Ю-норме, мы видим, что цепь А равна цепи A’, 
рассматриваемой как цепь множества К. 

_ Как и ранее, масса обладает и лы элементарными свойст- 
вами; например, | 


(6) | М.А] <|XIIAl, 
_ д | A | 
(7) Т.А А, <lol(4+4 1 0A]) | 
[eal Г. если Q,(spt(A)) К, 
(8) А, “Ср | - 
(9) ФА ПА, 194 < и, ь АН 194 |, 
(10) |Ф0А — 09A| < "в | Al. 


ха" 
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При выводе неравенства (10) для бемольных цепей А на основа- 
нии уже рассмотренного случая полиэдральных цепей А мы поль- 
зуемся найденной по теореме 3C последовательностью полиэд- 
ральных цепей B,, В., ... в замкнутом множестве О < А, для 


которой lim? B,=A, lim|B,|=|A|. Аналогично поступаем при 
выводе неравенств (7) и (8), причем мы дополнительно требуем, 
чтобы было J, (spt(B,)) = Q. 


Теорема ЗЕ. Пусть a(p)— клеточно-непрерывная сумми- 
руемая г-вектор-функция в Е". Положим О = 5р* (а). Тогда 
для любого открытого множества КЮ > О функция a опреде- 


ляет некоторую бемольную цепь a множества КЮ, и при этом 
[21 = f (@)o, spt@ =a. 
Мы можем применить (VI, 7.2), теоремы 3D и ЗА и (VII, 3.21). 


4. Об открытых множествах, которым принадлежит цепь. 
В $1 мы определили цепи множества R (рассматривается любая 
из двух норм) как элементы пополнения линейного пространства 
полиэдральных цепей, наделенного АЮ-нормой, предполагая, что 
удовлетворяется некоторое условие. Теорема 4А показывает, что 
это условие эквивалентно включению spt(A)C R. Теорема 4B 
показывает, что если А — произвольная цепь множества R, то она 
является также цепью некоторых меньших открытых множеств. 
См. также теоремы 5B и 6B. 


Мы будем говорить, что множества @,, Qs, ...—0O, если 
каждое компактное множество пересекается лишь с конечным чи- 
слом из них. Мы говорим, что функции 9, Qo, ... образуют 


расширяющуюся последовательность, если 0 < 9,(p)< 1, множе- 
ства spt(9,) компактны, множества $р+(1 —$;) > со и при неко- 
тором N мы имеем te <N (для всех i). 


Лемма 4a. Пусть A,, А», ... цепи множества К (рас- 
сматривается любая из двух норм), для которых ряд >, | A, = 


сходится, и множества spt(A,) —> со. Тогда A= А; есть 
цепь множества R и A= Ук, A; 

_Выберем такие окрестности И, множеств зрЕ(А;), что = 
и О, > со. Для каждых Ги Е выберем полиэдральную цепь А; 
в U,, для которой | A; — A;, ee < 1/2!+* [лемма 2c, 2(c)]; по- 


JIOXKHM 
Bo Age Я 
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Тогда легко видеть, что если А’`> А, то 


© 
| By — В, lao < <Q Ay —Ajle + > Аль Ir,p < 


j=k+1 
e «2, 
< у А 5: 
j=R+1 
поэтому предел B=lim© В, существует. Так как 
В, — (А+... +40 <, 


то мы имеем В = А. Теперь © = UU, есть замкнутое множество, 
лежащее в R, В, — полиэдральные цепи в Q, образующие фун- 
даментальную последовательность в К-р-норме, и А=Им® B,; 


следовательно, А есть цепь множества Ри A= ту, В, = по 
Теорема 4A. Пусть А,, А.,... — цепи множества R 


(рассматривается любая из двух норм), пусть А — цепь про- 
странства Е, и пусть 


(0 tim |А,— А; [р , =0, Ни® Д,= А, spt(A)CR. 


i, ]> оо 1-> со 


Tozda А есть цепь множества R и A=limp ,A,. 


Напомним, что, как мы показали примером почти в самом 


начале $ 1, одно лишь условие spt(A) < R не является достаточ- 
ным; см., однако, теоремы 2D и 3D. 
Прежде всего, выбрав некоторую полиэдральную цепь А, в К, 


для которой | А, — A, ыы < 1/21, мы видим, что условия будут 
выполняться, если saMeHUTS цепи A, цепями А’; поэтому мы можем 


считать, что A; — полиэдральные цепи. м. перейдя, если это 
необходимо, к подпоследовательности, мы можем считать, что 


1 


о A; — А, ® = НА 2 wt 
( ) | 7 tle Sapa) p Я 28 
Пусть $, $.,... — такая расширяющаяся последовательность, 


что 9,==1 в spt(A;) и % < Шо. Тогда из (УП, 3.13), (2.15) и 
(2.14) мы получаем 


(3) | А, — 9,4; ‚ый < А, — A; a + | 9, (A; — A) ee < 
ем в, 1 
< «ы, 12 


(r + 3) 2! 
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Отсюда следует, что 
3 


(4) — i — 1D А), SF a et 


По теореме 2D 9,A и ($, —9,_,) A являются цепями множества Ю. 
Теперь мы покажем, что 


(5) lim’, , Ay = GA. jim’ Fi) Ay = (9, — 9-1) А. 


1-> с 


Так как lim? A; =A (У, 15), то, если опустить индекс А, эти 
соотношения сразу будут следовать из (2.15). Поскольку spt(¢,) 
и spt(9,—%,_,) компактны, с помощью (2.17) мы получаем эти 
соотношения также и`с индексом Ю. 

В силу теоремы (VII, 4A) 


S10 | 
A+ № (9:—%-) A= ie eee 


Кроме того, из (4) и (5) следует, что |(9,—9,_ ОА, < 3/21. 
Так Kak spt((9;—9;-,) А) > со, то лемма 4a показывает, что A 
есть цепь множества R, и 


(6) | A= lim 8, Ф;А. 
: [> < 
Если задано = > 0, то мы берем такое А, что 
[© Е 1 € 
|A— Alp. <3» oF < 3. 


Тогда в силу (3) | А, —,А les < =/3, /> Е. Ha основании (5) 
мы можем так выбрать Jy > о. что 


[5 А — 9» А, [р <. I> Л. 


Из этих р. получаем | А— А, in р «ее, /> Л, чем до- 

казано, что A = lim®,, A,. Теорема доказана. oe 
Для доказательства следующей теоремы нам потребуется 

лемма: - | 


_ Лемма 4b. Пусть Х — некоторая коцепь в открытом 
множестве R (рассматривается любая из двух норм). Положим 


(7) S=spt(X)\R, =F SS. 

Тогда существует такая коцепь У в К’, равная X в Ки 

нулю в ENR, что | 

(8 [¥ l= |X|, |9. боб ДУ =12ЖЬ, 
Здесь применимо доказательство, изложенное в п. (4) $ 2. 
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Теорема 4В. Пусть А — некоторая цепь множества К 
(рассматривается любая из двух норм). Положим 


(9) К = ПИ, (©), — О=зрКА). 
Гогда А есть цепь множества ВЮ’ и 

] 
(10) [AIR <[1 + T47*]1482,. 


Допустим сначала, что А — полиэдральная цепь; тогда A 
является цепью множества А’. Если задано е < 1, то мы выберем 
такую коцепь Х в К’, что 


Е. bs Х.А>|А| р, —з. 


Положим $ —=1—®, ф=Фо, (У, 12.3), У =ФХ; продолжим У, 
как указано в последней лемме, заменив в ней Х и R на oX и 
КЮ’. Возьмем любую точку рЕК. Если рЕК’, то р не принад- 
лежит 5; если же р не содержится в R’, то р(р, Q)>y>6, 
р не содержится в $рЁ(ФХ) и снова р не принадлежит $. Это 
показывает, что RC А* и что коцепь У определена в К. В силу (8), 
(2.15) и (2.14) 


© © (r+ l)e 
| LY lap 19% [в <1 
Кроме того, из (УП, 3.13) получаем 
У. АУХ. А=Х.ФА=Х. А>|Аф, — 
Так как У. Ах Vin. МЕ. то неравенство (10) доказано. = 
Теперь рассмотрим общий случай. Если задано = < 1, TO по- 


ложим с—=1— = и выберем полиэдральные цепи Ау, ДА,,... 
в RY = ЮПИ. (©) (лемма 2c) так, чтобы было р 


14. —А р, к 
Положим В, = A,—A,_, (> 1); тогда 
R, = КПИ? (зрЕ(В)) =, 
и поэтому в силу доказанного выше 


3N; 
Вы» <1В < Nel Bilan < * 


9! 


где №. 1)p/¢. Кроме того, 
| Ao ler» МА, < <Nlale, +4) 
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Теперь А; являются цепями множества А’, Ит | А, — A, Е ‚ =0, 
lim° А; =А и spt(A)CR’; следовательно, в силу теоремы 4A 
А есть цепь множества А’, и A=limp,, А,. Далее, 


А, < Ao ler, + >| Ви. <N UALR, +4), 


и неравенство (10) доказано. 


5. Одно представление для бемольных цепей. Мы покажем, 
что любая бемольная цепь А множества А является суммой двух 
цепей, одна из которых А — OD является цепью конечной массы, 
а другая 00 — границей цепи конечной массы; кроме того, как 
в (1.1), сумма этих масс сколь угодно близка к R-HOpMe цепи А. 
Мы будем пользоваться А-р-нормой и докажем теорему: 


Теорема DA. //усть А — некоторая бемольная цепь множе- 
ства Ю. Гогда для всякого = > 0 существует такая бемоль- 
ная цепь О множества R, что 


, IPI 
(1) |A—oD|+-—— < Ар, +e 
Допустим сначала, что А — компактная цепь. Пусть, скажем, 


Оз, (©) = К, Q = spt (А). 


Положим № = 1-- (г- 1) 0/©. Если задано ¢ >0, то положим 
=’ = /(1 -3/!,) и выберем полиэдральные цепи Аз, Aj, ... 
в Ц, (Q) (лемма 2c) так, чтобы было 

b ы 

i Alp, o = a” 

Мы можем найти полиэдральную цепь Ду в R, для которой 

О 

| Ay — @Dy|-+ + < Alp, +e’ 
Если положить R’ = U,,(Q), то при i> 1 теорема 2B дает 
3N ye! 
9! 


| Ay — Aya р < М, | А, — А, ms 


поэтому мы можем выбрать такую полиэдральную цепь ШО, 
в (>, (©), что 


р ЗМ.” 
[Ap Ay 42, 1B 


9! 


Теперь р = >)D, есть цепь, лежащая в некотором компактном 
подмножестве множества А; поэтому D является цепью множества R, 
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Цепью множества А является и A=A,+ »(А,—А,_1), где ряд 
сходится в Ю-р-норме; поэтому 
A— 0D = (A, — 90) + (A; — 49 —OD,) + ... 
и 
|D| р 3М№, в” 
[А — др < Alp, te + Y= АВ, +2. 


Возьмем теперь любую бемольную цепь А множества R. Если 
задано = > 0, то, как и ранее, определим №, (1 = 1) и =’. Выберем 
расширяющуюся последовательность $, $1, ... ($ 4), для которой 
(лемма 2а) 


А = nal 

$: Rip ~ ot * 

По доказанному выше существует такая бемольная цепь Dy) множе- 
ства R, что 


р 
А — Вы" < У con 
Положим 
К; = RNU, (spt (9,A — $;-14)). 
По теореме 4B 
ЗМ: =’ 
i — HD AIR < МДА, < 


поэтому существует такая бемольная цепь О, множества А, что 


7 

и — 1-1) A— 0D, | + SH < on . 
Так как ряд 2 сходится и spt(D,)—- со, то =», есть 
цепь множества А (лемма 4а или же теорема 30). В точности 
так же, как и раньше, показываем, что неравенство (1) выпол- 
няется. 

В качестве следствия теоремы 5А мы докажем теорему о непре- 
рывности: 


Теорема OB. Для любой бемольной цепи А множества R 
и любых чисел р, = >0 существует такое открытое множе- 


ство Ю’, что Ю’С ВЮ, А есть бемольная цепь множества ВЮ’ и 
b b 
(2) А, АВ, $e. 
Выберем D по теореме 5A, и пусть Ю’— такая окрестность 


множества spt(A) U spt(D), что R’CR. По теореме 3D, цепи 
А— 9) и О являются бемольными цепями множества Ю”; поэтому 
бемольными цепями множества А’ будут также OD и А. Далее, 


b D 
Ale,» <[4—AD|p,, +1 0D в, <|4—0D| +2! < А te. 
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6. Одно представление для диезных цепей. Мы докажем 
теорему, находящуюся в таком же отношении к (2.8), в каком 
теорема OA находится к (2.7). Сначала мы введем новую норму. 

Для данного открытого множества Ю и числа р > 0 сдвиговая 


Ю-р-норма А, полиэдральной цепи А в R задается форму- 
лой .(2.8), в которой бемольная А-р-норма заменена массой. Оче- 
видно, 


{СОВЫ м Е, |. 


Это — норма в линейном пространстве полиэдральных цепей в КЮ. 
Элементы пополнения этого пространства, получающиеся при рас- 
смотрении последовательностей полиэдральных цепей в замкнутом 
множестве, лежащем в А, образуют пространство сдвиговых цепей 
множества Ю. Сдвиговые цепи можно также рассматривать и как 
диезные цепи, подобно тому как в качестве диезных цепей мы 
могли рассматривать бемольные цепи [2 ({]]. 
Как ив (2.10), мы сразу находим 


ен 
S¢+e 


[см. (V, теорема 6A); нам нужен только полиэдральный случай]. 


(2) [Т.А — А м ‚ если Q,(spt(A)) = К, 


Теорема 6A. Пусть А — диезная цепь множества R. 
Гогда для заданного & > 0 существуют такая бемольная цепь С 
множества ВЮ и такая бемольная цепь конечной массы D 
множества R, что A—C есть сдвиговая цепь множества Ru 


= 


9 ПАСЕ, Сор АЙ, 


Допустим сначала, что цепь А компактна. Пусть, скажем, 
U;,(Q)CR, Ч ==зрЕ(А). Положим N,=—1-+-(r+1)p/n, в’ = 
=e/(1-++ 3N,) и выберем полиэдральные цели Ay, Aj, ... в О. (©), 
для которых 
=’ 


AA es or № ee 


Мы можем записать Ау = > vig. Со= > @оьГооьбов» Причем 


Dapp (Son) = К, и найти iste НЫ цепь Dy в R, что 


{eal 


| Ay — Co we (gs A +=. 
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Так как U,, (spt (A;— ag = К’ = Ч. (6), то = 
ЗМ№. =’ 


№ и ile,» 


и мы. можем записать A a a С, тии, при- 


чем 9, == R’, и найти такую полиздральную | цепь D, B ae что 
= 


|A,— А: -— С, ‘a +-|¢,—eb, | 24 
Теперь А—а D(A, — A_.). и цепи 


c= > Ci. В = ba D; 
П | СИР 
определены. Последнее неравенство показывает, что ряды „>; | 12,0 
и 2101 сходятся; поэтому С — бемольная цепь, а О — цепь 
конечной массы. Так как 


А—С=(А— Co) + 2 (A; — Ay-1 — С), 


TO мы видим также, что A—C есть сдвиговая цепь. Так как все 
аппроксимирующие цепи лежат в некотором замкнутом множестве, 
содержащемся в Ю, то С, Du A—C являются цепями множе- 
ства А. Неравенство (3) непосредственно вытекает из определения 
числа =’. 

В общем случае доказательство проводится так же, как аи 


гичное доказательство в теореме SA. Мы получаем |o,A — A|* eo 
< ='12' и 
T D 
1 GA — Со, + 1Co— Эры. «АЙ, +e" 


D 3N je’ 
|1: — 1-1) А— Сир, +|C,—0D,|+ 424 < = 


и т. д. 


Теорема 6B. Теорема 5B справедлива и для диезной нормы. 


Мы пользуемся неравенством (3). Возьмем открытое множе- 
ство AR’, замыкание которого содержится в R и которое содержит 
носители цепей A, С и О, атакже все встречающиеся цепи дефор- 
мации Dy, (3). Это возможно для каждой цепи ($, —9$;_1) А по 


построению, а в общем случае ввиду того, что spt((~; —$;_1) А) > со 
Последние неравенства в доказательстве предыдущей теоремы 
теперь выполняются, если в левых частях этих неравенств заме- 
нить А на R’, и, пользуясь леммой 4a, мы видим, что A—C есть 
диезная цепь (в действительности сдвиговая цепь) множества R’, 
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Как и в доказательстве теоремы 5B, D и С — dD оказываются 
бемольными цепями множества А’; поэтому бемольными цепями 
множества Ю’ будут и цепи OD и С. Теперь А — С и С являются 
диезными цепями множества Ю’, и поэтому диезной цепью множе- 
ства А’ будет и А. Наконец, неравенство (3) будет выполняться 
если в левой его части Ю заменить на А’, и мы получаем 


А, ЗА-С,, +1С—дР, , 195, АЕ, +e 


Часть третья 


ЛЕБЕГОВСКАЯ ТЕОРИЯ 


ey 


one 


. 


—-- -- 


fe 


a 


[Х. Бемольные коцепи 
и дифференциальные формы 


В гл. V мы установили абстрактное определение г-мерного 
интегрирования в Е"; интегрируемое в зависимости от того, какое 
из двух предположений непрерывности было сделано, было на- 
звано бемольной или же диезной коцепью. В (V, 10) было доказано, 
что каждая диезная коцепь соответствует некоторой ограниченной 
и удовлетворяющей условию Липшица дифференциальной форме. 
Более общий и во многих отношениях более важный интеграл 
дается бемольными коцепями. Основная цель этой главы состоит. 
в доказательстве теоремы Уолфа (теорема 7C) о том, что каждая 
г-мерная бемольная коцепь в Е” соответствует некоторой диффе- 
ренциальной форме, „бемольной“ г-форме, и обратно. Бемольные 
формы измеримы, но, вообще говоря, не непрерывны. (Слово ,H3- 
меримы“ в этой главе всегда будет означать „измеримы по Лебегу“.) 
С помощью бемольных форм выводится теория произведений 
(O- и О-произведения в алгебраической топологии). 

Помимо результатов из гл. V, нам понадобится теория из (VI, 7). 
В одном месте (теорема 12А) мы пользуемся леммой (УП, 105); 
доказательство этой леммы просто. Глава УШ используется в той 
мере, в какой мы пользуемся коцепями, определенными в откры- 
тых множествах; нам понадобятся лишь элементарные факты, от- 
носящиеся к таким коцепям. Однако предполагается, что читатель 
хорошо понимает лебеговскую теорию (см. П. ПО. 

Мы рассматриваем некоторые крайние случаи. При г==п тео- 
рема Уолфа превращается в теорему о дифференцировании отно-. 
’ сительно аддитивных функций множества Ф (()), удовлетворяющих 
при некотором N неравенству |Ф (©)| < N|Q|; бемольные п-формы 
являются ограниченными измеримыми функциями. В этом случае 
легко устранить требование ограниченности; в общем случае это — 
очень трудная проблема. При г==0О теорема Уолфа. элементарна. 
При г==1, если пользоваться одномерными коцепями, являющи- 
мися кограницами, эта теорема вместе с теоремой об аппроксимации 
из $10 дает теорему Радемахера ($ 11) о дифференцируемости 
липшицевских функций п. в. (почти всюду). В остальных случаях 
теорема Уолфа является новой. | 

Бемольная форма Дх(р), соответствующая И коцепи X, 
определяется ее значениями Dx(p)-a== Ох(р, «) для г-направле- 
ний & точно таким же образом [см. (4.1)], как и в (V, 10.5). 
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Однако, как это обычно бывает в лебеговской теории, существует 
ограничение, налагаемое на используемую последовательность 
симплексов; эта последовательность должна быть „полной“ в том 
смысле, что объемы входящих в нее симплексов должны быть не 
слишком малы по сравнению с их диаметрами. Это понятие, уже 
применявшееся в (У, 14), в § 2 подвергается дальнейшему изуче- 
нию. В § 3 мы изучаем проекции симплексов. Следующий пара- 
граф посвящен доказательству того, что при фиксированном & функ- 
ция Ох (р, ©) п. в. существует и измерима, а при фиксированном р 
функция Dx(p, a) определяется на некотором замкнутом множестве 
значений a и на этом множестве непрерывна. Чтобы установить 
дальнейшие свойства формы Dx (p) (и, в частности, доказать линей- 
ность), мы сглаживаем коцепь Х (У, 13), образуя коцепь Х,, на- 
ходим соответствующую диезную форму Dx, (V. 10) и берем р > 0. 


(B доказательстве Уолфа сглаживание не применялось.) Форма Dx, 
как в (\, 10.3), соответствует коцепи Х таким образом, что 


[рк=х. с для всех г-мерных симплексов с. 


fo 


Поэтому она удовлетворяет двум неравенствам: 


[Рх| < ХИ, f Dx) «ах. 


да’ +1 


Вот обратная теорема. Пусть форма w измерима. Предположим, 
что написанные выше неравенства удовлетворяются для большинства 
симплексов o” и 07+! (в частности, ® должна быть в них измерима, 
что, вообще говоря, может и не быть верным, если их размер- 
ность < п). (Первое неравенство просто утверждает, что ‘форма w 
по существу ограничена.) Такая форма называется „бемольной“. 
Тогда существует бемольная коцепь Х, удовлетворяющая для боль- 


шинства симплексов условию Го=Х.5, и форма ® эквива- 
oJ 

лентна Dy, т. е. w=Dy п. в. Бемольные коцепи в точности со- 

ответствуют классам эквивалентных бемольных форм. 

Если, отправляясь от некоторой бемольной формы w, мы най- 
дем соответствующую коцепь’ Х и построим форму Dx, то эта 
форма Dx, вообще говоря, будет лучше формы в; CM., напри- 
мер, (5.2), теорему 17В и теорему (Х, 9B). Тот факт, что форма 


w* lim Dx может не быть столь же хорошей, как и Dx, пока- 
> 0 
зывает пример в § 13. 
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Хотя Гр»= X +o для всех г-мерных симплексов с, это, однако, 


б : 
не означает, что Dx(p)-a существует в с для г-направлений a, 
отличных OT /-направления симплекса o. Определим, например, нуль- 
мерную коцепь У и одномерную коцепь Х на плоскости, положив 


У. (х, yy=x+|y, X=a¥. 


Пусть е, и е› —единичные векторы и с, — одномерный симплекс, 
идущий от некоторой точки р к точке p-+-fe,; тогда 


Х.в,=У. 08, =У.(р--1е,)—У.р=Е 


поэтому Х’. 5; в, | =Ти Ох(р)-е, =1. Следовательно, 


X-o,= [Ох 
°t 
для всех таких симплексов co, Тем не менее значение Dx(p) « C2 
He существует ни для одной точки р OCH x. 

В $8и 9 мы находим предположения относительно значений 
®(р)-@ для г-направлений a@ и относительно компонент формы w, 
которые достаточно сделать, чтобы быть уверенным, что форма w 
будет бемольной. Хотя в определении значений Ох (р, a) исполь- 
зуются только последовательности симплексов, имеющих р своей 
вершиной, теорема об аппроксимации из § 10 показывает, что 
можно было бы пользоваться последовательностями более общего 
вида. (Часть этой теоремы была найдена Уолфом.) 

Хотя на первый взгляд кажется, что внешний дифференциал dw 
формы w, которая не является непрерывной, не может быть в об- 
щем случае определен, мы можем принять в качестве dw форму Dax, 
где Х — коцепь, соответствующая форме w. При таком определе- 
нии он обладает необходимыми свойствами. Имеют, например, 
место формула 44% =0 и факт, утверждаемый` в теореме 12A; 
см. также теорему (X, 9С). Аналитическая формула для dw cnpa- 
ведлива, если только © удовлетворяет условию Липшица; см. тео- 
рему 12В. | 

Допустим, что § и 1— бемольные формы. да мы можем 
показать (частично с помощью коцепей), что произведение & \/ 1 
есть бемольная форма. Если заданы бемольные коцепи X u У, то 
можем теперь определить их произведение как коцепь, соответ- 
ствующую форме Ох \/ Dy. Затем легко выводятся обычные свой- 
ства произведений, в частности формулы для а (ХУ) и d(E \/ м) 
и неравенства для норм произведений (и в бемольном и в диезном 
случае). Это — пример, где теории бемольных коцепей и бемоль- 
ных форм приносят пользу одна ‘другой. (Теория произведений. 


23 Уитни 
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коцепей может быть получена независимо от теории форм; см. 
конзц § 18.) 

В $15 дается аналитическое представление и-мерных бемоль- 
ных цепей в Е"; эти цепи соответствуют измеримым суммируемым 
функциям. Измеримые суммируемые г-вектор-функции соответствуют 
только некоторым из г-мерных цепей. Мы пользуемся этим COOT- 
ветствием в $ 16 для определения произведения Х MA коцепи и 
цепи; это произведение обладает нужными свойствами, и для норм 
выполняются неравенства, которые можно было ожидать. В § 17 
доказывается теорема о слабых пределах произведений; она при- 
меняется в доказательстве формулы (Х, 11.1) для f*(X UY). В $ 18 
охарактеризованы «›-произведения. 

Напомним, что, как мы показали в (УП, 12), кольцо алгебраи- 
ческих когомологий комплекса К (с действительными коэффициен- 
тами) изоморфно кольцу, определенному с помощью бемольных ко- 
` цепей. Пользуясь теоремой Уолфа и $ 12, мы видим, что это кольцо 
столь же хорошо определяется и бемольными формами в К. Оче- 
видно, можно определить бемольные формы на компактном глад- 
ком многообразии М [ср. (VII, 10); в некомпактном случае нужно 
пользоваться „локально бемольными“ формами]; с их помощью мы 
получаем теорему де Рама о кольце когомологий многообразия М, 
в которой вместо гладких форм рассматриваются бемольные формы. 


1. п-мерные коцепи в ЕЁ”. Мы покажем здесь, что п-мерные 
бемольные коцепи в открытом подмножестве Ю пространства Е" 
соответствуют действительным ограниченным измеримым в А функ- 
циям, или, вернее, классам эквивалентности таких функций. Как 
обычно, мы считаем пространство Е" метрическим и ориентирован- 
ным. Напомним, что две функции, каждая из которых определена 
п. в. в А, называются эквивалентными, если они совпадают всюду, 
за исключением некоторого множества меры нуль. 


Теорема 1А. Между г-мерными бемольными коцепями Х 
в открытом множестве RCE" и классами эквивалентности 
ограниченных измеримых в Ю функций o существует взаимно 
однозначное соответствие, оно определяется следующим об- 
разом. 

(а) По данной функции © коцепь Х определяется следующим 
образом. Для любого п-мерного симплекса сс КЮ, ориентирован- 
ного так же, как и Е", мы полагаем 


(1) x: = | © (p) dp. 


(b) По данной коцепи Х функция х определяется следую- 
щим образом. Для любой точки pER мы выбираем последо- 
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вательность в, в.,... п-мерных симплексов, ориентирован- 
ных так же, как и Е", каждый из которых имеет р своей 
вершиной, диаметры которых —>0 и которые обладают тем 
свойством, что при некотором 1 > 0 для всех i имеет место 
неравенство |с,| | [Чат (5;)|" > 1. Мы полагаем 


с Хх. 
(2) Ф (р) = lim ы 
[> © 


|[<;|’ 
если только этот предел существует и не зависит от выбора 
последовательности. 


В (b) требование о том, чтобы точка р являлась вершиной 
каждого симплекса с,, можно было бы просто заменить требова- 
нием, чтобы р Е с,. Можно пользоваться множествами с; более общей 
природы (например, объединением симплекса, не содержащего р, 
и точки р) с соответствующими требованиями; из лебеговской тео- 
рии хорошо известно, что любая получающаяся в результате функ- 
ция 9’ определена п. в. и п. в. равна $. 

Чтобы доказать теорему, допустим сначала, что задана функ- 
ция $. Определим Х.с по формуле (1), и для любой п-мерной 
полиэдральной цепи А = » а, положим Х. A= № а. с;. Оче- 
видно, произведение Х. А определяется однозначно и является ли- 
нейным относительно А. Пользуясь обозначением = = |¢ |) = 
= ess зир|Ф(р)| (Il. Ш, 5.1), мы имеем |X-o|<]¢].]o|; поэтому 
в силу (\, 4.9) | Х| <|$|. Так как в Е" не существует (n+ 1)-мер- 
ных полиэдральных цепей ==0, то АХ =0; поэтому в силу тео- 
ремы (V,4A) Х есть п-мерная бемольная коцепь. Очевидно, что 
если $ =’ п. в., то этими функциями определяется одна и та же 
коцепь. 

Пусть задана коцепь Х; любая полиэдральная область P (ори- 
ентированная так же, как и E”) может быть представлена как 
п-мерная цепь А. Теперь соотношение Ф (Р) =. А определяет 
некоторую аддитивную функцию множества Ф. Так как |Ф(Р)| < 
<|X||P|, то обычная теория (П. Ш, 5) показывает, что функ- 
ция © (р), определяемая формулой (2), существует п. в. и измерима; 
далее, [$6 <|Х|, и выполняется равенство (1). Теорема доказана, 


2. Некоторые свойства полноты. Мы рассмотрим некоторые 
свойства симплексов; часть этих свойств можно найти в (IV, 14). 
Для данных точки р и симплекса с положим 


(1) 6, == diam (9), 645 == diam (р Ц о). 
Полнота © (5) и р-полнота ©,(9") симплекса с” равны 


(2) вое, ee) = 
9 р 


23* 
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мы предполагаем, что г > 0. [Мы могли бы положить © (09) = 1.] 
Отметим, что 


(3) 9,()<0@), —60,9=00), pe. 


Вспомним из (ТУ, 14), что если U,,..., 9, — определяющее мно- 
жество векторов для о’, то | 


|v, V ... Мо, | 8" ть. 
(4) _ к, 0@)< 4, 


(5) к! © (5*) >. г!© (57), если 3* — грань симплекса о”. 


Из (4) получаем 
| 41/r d 
(6) 3. = | | | es ь 


1 Г 
9, (3) [r! 6, (з)] "7 
Если 0%, ..., 0, — все (г — 1)-мерные грани симплекса в, то 
г -1 | | | a 


o 
Oo ————]——$—_—$—$_ $$. 
| < (г — Ди —~ (Fr — 1)! 0 (a) 8, 
поэтому 
|< | 
7 д < (ИГТ. 
(7) | I< (r — 1)!8 (<) 5. 

Мы говорим, что последовательность симплексов ву, в.,... 
является полной р-последовательностью, если р — вершина ка- 
ждого симплекса с,, © (5,) > 1>0 для некоторого 7 и всех i 
и 0. —>0. Эта последовательность является р-полной последова- 


тельностью, если ©, (5) > >0 u Oo — 0 (или, что равносильно, 
бо, — 0). | 


3. Свойства проекций. Пусть Р и P’ — некоторые г-мерные 
плоскости в В", и пусть п — ортогональная проекция простран- 
ства Е” (поэтому и плоскости Р”)вР. Пусть # — расстояние (I, 15) 
между г-направлениями плоскостей P uP’; будем считать, что # < 1. 
Тогда для любого r-MepHoro симплекса o B Р’ формулы (I, 15. 6) 
и (1, 15.3) дают | 


с. раза |еоз6 Па = (1 — 5-91 < lol, 


h2| |. 
Ps e 


(2) 19| = [в | == 


Пусть Р и Р’ имеют общую точку р. Для любой точки 9ЕР”, 
полагая в (I, 15. 7) 9=9— р, получаем 


(3) |1 —=9 |< #|4— | ApEP NP’, ЕР”. 
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Если дан симплекс с = py... р; ЕР’, то мы положим 4; = = (p,) и 


(4) H (a) = УС Пт Po ve Pi ++ Is 
Тогда 
(5) H()< до» если | — P< 


В самом деле, 14—49; <|Рь—Р,|<8., и поэтому 
($ НО «|... 191 — Pil +. [9 — 95-1 | < во; 


суммируя по Ги пользуясь определением величины 9 (р), полу- 
чаем (5). | 

Мы докажем одно неравенство [в котором знаменатель можно 
было бы отбросить; см. лемму (X, 5а)]: для любого г-мерного 
симплекса с 


| | Яр. ( |3 Os 
(6) Jno —a|b < Pee), 


В силу’ (П.П, 12.4)  o0H (в) —= пс — < — Н (05). „Пусть, скажем, 
дв == У\в.. Применяя неравенства (5) и (3), находим 


[по — «В == [0Н (9) + Н (08) В <| H(s)|+ 1H (93) | < 
on) a ol 9; | 
< 76 (©) + се (r Ее су: 


пользуясь неравенством (2.5), получаем (6). 
В силу (2.6), (2.7) и (2.3) 


г--1 
(7) брз | 09 |< №; 9, (5) |< |, | №, «= ("Печи 


Поэтому неравенство: (6) дает 
й (5. Е Ny, @р (2) ) |< | 


(8) а ar 
В силу (2) 

по __ 14 ie) 

[xs] | ро 2’ 


сопоставляя это с предыдущим неравенством, получаем 


b ~h2? (6 Е М,, Ap ()) 
Set во 


[mo]. ` [ol 
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Поэтому, если мы положим 


1+N,, 
(9) Ne = == tien rly aa a 


то будем иметь 


(10) 


TS 


6 


[xo] || 


М, А, если h<l, 8, < 1, 0,(2)> 


4. Элементарные свойства функции Dy (р, ®). Введем сна- 
чала некоторые обозначения. Для любого г-мерного ориентирован- 
ного симплекса с пусть Р (с) и &(3) = {3}/|<| обозначают соответ- 
ственно г-мерную ориентированную плоскость, содержащую 5, и 
г-направление симплекса в. Пусть, далее, a(P) обозначает г-напра- 
вление г-мерной ориентированной плоскости Р. Наконец, пусть 
Р (р, «) — ориентированная г-мерная плоскость, проходящая через р 
и имеющая г-направление a. 

Симплекс с назовем ‘р-а-симплексом, если он имеет р своей 
вершиной и Яяр— своим Г-направлением. Далее, р-а-симплексы 
O14, So, ... Образуют р-а-последовательность, если be, — 0. 

Пусть Х — некоторая г-мерная бемольная коцепь в открытом 


множестве RCE", Для любой точки рЕРЮ и любого г-направле- 
HHA & ПОЛОЖИМ | 


р Xo 
(1) | Dz(p, ®) = Ша iy 
> © | 9; | 
где с,, oo, ... — любая полная р-а-последовательность симплексов, 


предполагая, что предел существует и не зависит от выбора такой 
последовательности. 

Допустим, что предел Dx(p, a) существует. Тогда ясно, что 
для любых = >O u 7 >O0 найдется такое € 0, что 


(2) Ох(р, a) — «ев, если oCU;(p), O(p) > 


причем с имеет р своей вершиной и a(s)—a. 

Мы могли бы изменить определение, разрешив, например, рас- 
сматривать р-полные последовательности симплексов в плоскости 
Р (р, “); это, однако, не оказывает существенного влияния на 
результат, как показывает доказываемая ниже теорема 10А. 

При г=и функция $®(р) = Ох(р, %) (% есть п-направление 
пространства Е") определяется согласно теореме 1А. При г=0 
Dx(p) есть диезная функция; см. (V, 10). Начиная с этого момента, 
мы предполагаем, что О < r<n. 

Определение (1) показывает, что 


(3) Dx(p,—4) = — Dx(p, 9). 
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Пусть Р — любая и-мерная ориентированная плоскость. Тогда 
в силу теоремы LA Dx(p, a(P)) существует п. в. в РПК и 


(4) Х. v= J Dx, a(P))dp, sc@ POR, в ориентирован так 
же, как HP, | 


Лемма 4a. Для фиксированного г-направления a функция 
Ох(р, «) существует п. в. в Ru измерима в В; в действи- 
тельности это имеет место в PS(\R для любой $-мерной 
плоскости Р$, содержащей a. 


Пусть o(p, 7, ©, ©) — верхняя грань множества таких чисел 
а, что для некоторого симплекса о с вершиной ри с &(3) =я 
мы имеем 
Xoo __ 
Is] _ 


При фиксированных 7}, ©, 0’ функция ¢ непрерывна. В самом деле, 
если задано ¢ `> 0, то мы выберем с так, чтобы было 


GSi)>y Vass, 


Хх. 
т > $, 7, я С’) —:. 
Пользуясь (V, 3.6) и (2.7), получаем 


К. Гос 


|< | 


«мт 


и правая часть < при достаточно малом |9|. Таким образом, 


Ф(р- у, ...)>¢(p, ...)—е при достаточно малом 9. Это же 
справедливо, если поменять местами р и p-t-v. 
Положим 
Ф(р, 1) = Им lim o(p, 9,5, 5), — Ф(р) = lim o(p, 7) 
$ >05 >0 > 0 


эти функции измеримы. Определим подобные же функции Y, поль- 
зуясь нижними гранями. Теперь мы покажем, что 


ф(р) = Dx(p, ®) = ¢(p), если Dx(p, а) существует, 


и $(р) < ¢(p) в противном случае. Если предел Dx(p, %) сущест- 
вует, TO его определение показывает, что он равен Ф(р, 1) иф(р, 7); 
поскольку это верно для всех 4, Ох(р, я) = (р) =ф(р). Если 
Dx(p, “) не существует, то найдутся полные р-яа-последователь- 


НОСТИ 51, 59, ... U %, ",,..., для котсрых 
Х-с, mo. т 
vy 
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Пусть, скажем, © (5,), 9 (<) >y>0. Тогда 
ф(р) < (фр, д <а<в <, < EM). 


Заметим, что © и ф определены во всем Ю, хотя си 
v(.. .) могут и не быть определены BO всем КЮ. 

Пусть < — подмножество множества R, на котором ф=Ф. 
Выберем некоторую (п — г)-мерную плоскость Р”-”, ортогональ- 
ную к а. Из $1 видно, что для каждой точки 9ЕР"-” 


|Р (9, \2NRNQ,=0, 


где. через |Н|\; обозначается $-мерная мера Лебега множества Н 
в 5-мерной плсскости. Так как ф и Ф измеримы, то теорема Фу- 
бини показывает, что | ^`\9|==0. Поэтому функция Dx(p, а) 
п. в. в А равна измеримой функции $Ф(р), и лемма доказана по 
отношению к Ю. Если дана плоскость P*, то нам нужно только 
повторить доказательство, заменив Е” на Ps, 


Лемма 4b. //усть H(p) для точки pER есть множество 
г-направлений a, для которых существует Dx(p, ©). Тогда 
множество Н(р) замкнуто и функция Dx(p, %) непрерывна 


в Н(р). 


` Пусть прежде всего а, В — некоторые г-направления, для ко- 
торых й = |3 — «|< 1. Пусть п — проекция на плоскость Р (р, a). 
Для любого р-В-симплекса o формула (3.1) дает 


по | (1 — 12/2) | с 1 
(5) о = MI 0 (6. 
bs | 8. | 
Пусть, далее, 91, с›,... — полная р-В-последовательность сим- 
плексов и, скажем, © (5,) >. 21. Тогда тз., пэ.,... есть полная 


р-а-последовательность и 9 (=) > 7. Если. а, ВЕН), то нера- 
венство (3.10) показывает, что 


| Dx(p, 8) — Dx(p, a) | <| ММ, В. 


Fak KaK мы можем пользоваться фиксированным 1, TO отсюда. 
видно, что функция Ох(р, a) непрерывна в Н(р). 
— Допустим, наконец, что ad H (р). Тогда существуют p-a-no- 
следовательности в, в.,... и т, Toy ee ey для которых. 


© (‹,), 9 (<) >21>0 и в, 


fay] - , 


Бако... 
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Положим = = (6 — а)/3, h= =/М rn | МВ. Теперь возьмем любое 


г-направление 8, |В — «|< hk. Тогда, если п — проекция Ha плос- 
кость Р (р, 8), то неравенство (3.10) дает 


Хх. a 


Ча 


Х- пт; ~ 
=, >b— 
ar 30 | xz; | a 


и это показывает, что BEC H(p). Следовательно, множество Н (р) 
замкнуто. | 


5. г-форма, определяемая Г-мерной бемольной коцепью. 
Мы докажем теперь, что каждой бемольной коцепи соответствует 
некоторая дифференциальная форма. 

Пусть Р° — какая-либо $-мерная плоскость в Е". Пусть для 
некоторых г-векторов & определено. произведение €-a. Мы гово- 
рим, что Ё есть г-ковектор относительно P*, если произведе- 
ние &.х определено для всех а, лежащих в PS, и линейно по 
отношению к этим a. Пусть $ — измеримое подмножество пло- 
скости P*, Мы говорим, что ® есть измеримая г-форма в $ 
относительно P*, если (а) для некоторого множества Q, удовле- 
творяющего условию |S \Q|,==0, w(p) есть г-ковектор относи- 
тельно Р° для каждой точки рЕО и (b) для каждого а в P* 
функция (р). а измерима в $ (как в подмножестве плоскости P*); 
иначе говоря, каждая компонента w)(p) (в какой-нибудь системе 
координат для P*) должна ‘быть измеримой. В частности, ® яв- 
ляется измеримой г-формой в $, если это выполняется при РЕ". 

Если w— ограниченная измеримая г-форма относительно Р” 
в г-мерном ориентированном симплексе сс-Р”, то мы можем опре- 
делить интеграл Лебега 


(0) fo= foj@-a@ap. 


Если ®(р, ©) — функция г-направления a, обладающая теми же 
свойствами, то мы подобным же образом определяем 


5 =} ® a () ap. 


Teopema DA. Saget xX — бемольная г-мерная коцепь в от- 
крытом множестве RCE". Тогда существует такое множе- 
ство QCR, |Ю`\\О|==0, что для каждой точки рЕ О функция 

Dy (р, %) определена для всех г-направлений о иее можно про- 
должить`на все г-векторы a, получив г-ковектор Ох(р): Ох 
есть ограниченная и измеримая т-форма в КЮ. Для любого 
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г-мерного симплекса св R форма Ох является измеримой 
г-формой в с относительно Р (в) и 


(2) X-o= ГР». 


Все сказанное справедливо и для аХ. Кроме того, 
(3) |Dx lh =| |, | Dax lo =| aX]. 
Начнем с того, что, как и в (V, 13), сгладим Х, взяв средние: 


(4) X,-A= фа (9) (X-T,A)dv, А — полиэдральные цепи. 
и ; 


Тогда коцепь X, определена в int,(R) [cm. (II. III, 3)] и является 
г-мерной диезной коцепью (V, теорема 13A). Напомним, что 


(6)  dX,=(4X), хех, aX, |< 1X, 


Теперь мы покажем, что Ох, является р-средним OT Dx: 


6  Рафд= [хо дю, p€ int, (R). 


V 


Пусть 9(p) означает интеграл, стоящий в правой части (6), при 
фиксированном &. Возьмем любую г-мерную плоскость Р с г-на- 
правлением a(P)==a и любой г-мерный симплекс oCP. Применяя 
формулы (4), (4.4) и теорему Фубини, получаем 


X,-o== [x,(v) | Рхф-Еэ, «(@))араз = [9 (р)ар. 
V с в 


То, что теорема Фубини применима, можно показать следующим 
образом. Запишем У в виде прямой суммы И, ФУ., где про- 
странство У, параллельно с. Тогда | 


SALLIE LAD 


функция Dx(p, а (5)), очевидно, в каждом случае обладает требу- 
емым свойством измеримости. Так как функция O(p) непрерывна, 
то равенство (6) следует отсюда для точек РЕРПШЬ (R), а по- 
этому и для p€int, (К). 

В силу (6) из леммы (II. Ш, 3b) получаем 


(7) ит Dx, (р, ®) = Dx(p,%) п. в. в К для каждого а. 
> 0 к 
Пусть 91, @›,... — некоторая последовательность г-направле- 


ний, плотная в множестве всех г-направлений. Для каждого i пусть 
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©, — множество точек р, для которых существует предел Dy (р, а) 
и выполняется равенство (7) при & = а; тогда |R\Q,| =0. Поло- 
жим ©) —= © ПО.П .... Возьмем теперь любую точку рЕ О. Тогда 
Ох(р, %,) существует при всех i, и по лемме 4D функция Dx (р, a) 
существует для всех Г-направлений a и непрерывна по a. По лем- 
ме 4a функция Ох(р, a) измерима в Ю при каждом о. 

Пусть первые из a, являются г-направлениями е, (A, <<... <A,). 
Возьмем любую точку РЕФ и любой г-вектор a= dia é,. Так 
как (V, теорема 10A) функция Вх, (р). х линейна относительно & 
[2 мы берем столь малым, чтобы было ре int, (R)] и равенство (7) 
имеет место для точки р при каждом &,, то 


lim [Ох, (р): a] = lim Ж^Ох, (р, ©) = № ®Ох(р, в) 
в. | > о (A) (^) 


и результат линеен относительно &. Поэтому мы можем по опре- 
делению положить 


(8) Dx (p) + a= na [Dx,(p)- 4] (PE Q), 
> | 
и Ох(р) есть некоторый г-ковектор, рЕО. Теперь для рЕО 
Dx (р, %;) = lim Dx, (р, %) = lim [Dx, (р) - | = Dx (p) - в 
e>0 р> 0 


при каждом i. Так как и Dx(p,a) и Dx(p)-a непрерывны по & 
(см. лемму 4D), то этим доказано, что 


(9) Эх (р) «= Ох(р, a) (г-направления a, р ЕО). 


Таким образом, г-форма Ох(р) является продолжением функ- 
ции Дх (р, a) в ©. 

Так как dX есть бемольная коцепь в R, то все вышесказанное 
справедливо и для нее. Соотношение (2) ясно из определения 
формы Дх. Доказательство соотношений (3) аналогично соответ- 
ствующему доказательству в (У, 10). Теорема доказана. 


6. Бемольные /-формы. Мы обратимся теперь к задаче опре- 
деления бемольной коцепи по дифференциальной форме, удовле- 
творяющей некоторым условиям; мы возьмем эти условия из заклю- 
чения теоремы OA. 

Если даны форма ® и множество О, то мы говорим, что 
S-MepHad плоскость Р5 (5 >. г) является О-хорошей (для ®), если 
| РРПА\О|. =0 и форма ® [т. е. каждое значение w(p)- a] 
измерима в РУПЮ. (Мы рассматриваем все &, а не просто а, ле- 
жащие в PS, имея в виду доказательство леммы 6b.) Мы говорим, 
что $-мерный симплекс oS в Ю (5$ >.г) является @-хорошим, если 
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loS\ Q|,==0 и форма ® измерима в oS. Мы говорим, что сим- 
‚плекс 0° является @-отличным, если он сам и каждая из его 
граней размерности > являются @-хорошими. 

Мы говорим, что ® есть бемольная г-форма в открытом 
множестве RCE", если существует такое измеримое подмноже- 
ство Q множества R, что |К\@9|=0и 

(a) ® есть измеримая г-форма в Ю, 

(5) ||) < М при некотором М [см. (П. Ш, 5.1) ], 

(с) существует такое №, что для любого @-отличного сим- 
плекса о’+1 в Ю 


(0. Го м [| 


ar ** 


Если форма ® является бемольной по отношению к О, TO она 
будет бемольной и по отношению к любому открытому множеству 
Q’<Q, для которого |R\Q’|=0. 

Нам понадобятся некоторые леммы в духе теоремы Фубини, 
показывающие, что большинство плоскостей и симплексов являются 
О-хорошими; форма w предполагается бемольной в R по отноше- 
нию к О. 


Лемма ба. Пусть Р5 (р) — плоскость, ортогональная к фик- 
сированной плоскости Р"-° и содержащая точкурЕР"-®° ($ >r). 
Тогда ‘для почти ecex рЕР"`° плоскость P%(p) является 
О-хорошей. 

Теорема Фубини показывает, что для каждого A—(Ay, ..., A,), 
№ м sg hy о такое множество Не PP”, 
|P""\NAy),_, = 0, что для рЕН, имеем |P°(p)N RN 9|,=0и 
компонента 0) re ера в P*(p)N R. Положим а п Hy; тогда 


плоскость Р*(р) при рЕН является О-хорошей. 


Лемма 6b. ГЛусть o° =pop,... Pp, ($ >. г) — некоторый cum- 
плекс в R, и пусть К — множество точек р, для которых 
po’ = pp, ... Pp, является (невырождающимся) симплексом в К. 
Пусть P™ — такая плоекость, проходящая через точку po, 
что o° UP™ порождает пространство Е". Тогда для почти 
всех точек рЕР" [К симплекс ps’ является О-хорошим. 


= | Е 
Пусть Р’и Р°’”` — плоскости симплексов oS и с’=р,...р, 


соответственно. Пусть Ро °— плоскость в Р”, имеющая только 
одну общую точку ру с плоскостью P*; тогда плоскости Р® 


и Ро ° порождают пространство Е”. Пусть Н — множество таких 
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точек рЕК, для которых симплекс рз’ является О-хорошим; MHO- 

_жество Н измеримо. Для любой точки. аЕР"ПР” пусть P” *(q) 
есть плоскость, проходящая через g и параллельная плоскости Py”. 
Для точек ЕР" ПР’\Р”" ирЕЁР" °(4) пусть Pp) — пло- 
скость, порождаемая P®—* ир. Тогда (П. Ш, 5)|P(p)n вв -—0 
для каждого A} и компонента ,(p) измерима в P*(p)NR для 
почти всех точек рЕР"`* (4); поэтому плоскость Р° (р) является О-хо- 
рошей для почти всех точек pBP” ” (g)u|P” “(Q)NKNHA|,_,=0. 
Следовательно, по теореме Фубини |Р" ПК`\ Н|. = 


7. Бемольные Г-формы и бемольные #/-мерные коцепи. 
Пусть ®« — бемольная г-форма в открытом множестве RCE”, 
и пусть Х — бемольная г-мерная коцепь в А. Мы ‘говорим, что ® 
и Х ассоциированы, если существует такое множество ОС К, 
|R\Q|=0, что ® является бемольной формой по отношению 


к О, и 

(1) fo=x. o для любого @-хорошего г-мерного. симплекса 6. 
: | 
Теперь мы докажем теорему, обратную теореме OA. 


Теорема 7A. Любая бемольная г-форма в открытом мно- 


жествзе RCE” accoyuuposana с единстзенной г-мерной бемоль- 
ной коцепью в КЮ. Если Ми М№'— числа, входящие в условия 
(b) и (с) из § 6, mo |Х| <Миах| <\№.. 


Если дана форма ©, TO мы определяем Х.с для всех Q-xopo- 
ших г-мерных симплексов с по формуле (1). 


Лемма 7a. /Густь с и o’ — какие-либо О-хорошие г-мерные 
симплексы, содержащиеся в выпуклом открытом подмно- 


жестве $ множества К. Пусть, скажем, c= py -.- Py 
0’—р,...р,, 8, == ат (3) 4 oie 
(2) 8 +2<3, |p; — p,| <5. 
Гогда | 
№. (ОМ! 

(3) fo—fe eo ° 

Для заданного ©’ > 0 мы найдем такие симплексы о” = р, ... р” 
и 
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содержащиеся в $, что 


и | и / / 

а |p; —P;|<5 
и симплексы t, Ut, являются О-отличными. Вершины р”, р” я 
, Mt, . Вер р», Р,—1, к > Po 
мы будем выбирать одну за другой. Если уже найдены р,, ..., Pi. у, 


то мы должны определить вершину р, так, чтобы симплексы т, 
и <, были @-отличными. Так как симплексы 


и 


Pors+ PiPigz ess Pps Pores Р-Р, 


хорошие, TO нам нужно только сделать хорошими симплексы т, 
и <, и их г-мерные грани, содержащие вершину р,. То, что это 


можно сделать, сразу следует из леммы 6b, в которой нужно 
‚вать "=", 
По формуле (П.П, 12.4) мы имеем 


° +: 
1 и 
д > (—1it, = —ot ty 
где +, — некоторые грани симплекса t,. Поэтому 


fo—fo= You [-Х fo 
с" в i Or; 1 7 


Пользуясь формулой (2.4) и условиями (БВ) wu (с) из $6, получаем 


| № 
Го |< ми < ГЕО" 
Ot, 
ы г-1 
Дом < М. 


*% 
т. 


J 


Две написанные выше суммы содержат r-+-1 и (r+ 1)r членов 
соответственно, и отсюда следует неравенство (3), в котором сим- 
плекс с’ заменен на ов”. Неравенство (3) выполняется также для 
симплексов с’ и о”, если С заменить в нем на ©’. Так как число 0’ 
произвольно, то неравенство (3) доказано. 

Возвратимся к теореме. Пусть с =ру...р, — любой г-мерный 
симплекс в R, не являющийся Q-xopoumm. По лемме 6b суще- 
ствует такая последовательность точек рол, Dog, ...-— Po, ЧТО каждый 


симплекс в, =ру,р: ...р, является -хорошим. Положим 


(4) Х +в = lim Х.0,. 


Е > © 
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(Мы могли бы в действительности взять симплексы 5, = Pop... Dep, 
Pip —Р..) Лемма 7a показывает, что этот предел существует 
и не зависит от выбора последовательности. 

Если мы докажем, что выполняются неравенства | X-o| < М№|‹|, 
| Х. д97+1 | < М№' | °’+1|, то из теоремы (V, 4A), или, вернее, 
из (УШ, 1(5)), будет следовать, что Х есть гГ-мерная бемольная 
коцепь в А. Первое неравенство вытекает из (1), (4) и § 6(b). 
Чтобы доказать второе неравенство, предположим, что 7+1 == 
—=ро...Р,+1. Если задано 60, то, согласно лемме 6b, 
существует @-отличный симплекс с’ =p)... ae для которого 
|2. —Р,| < 5. В силу (Ри (6.1) |Х. 00’| CN’|o’|. Пользуясь 
определением (4), получаем требуемое неравенство. 

Единственность коцепи Х очевидна, и тем самым теорема 
доказана. 


Теорема 7B. Если две формы в и ®’ ассоциированы с одной 
и той же коцепью Х, то ®(р) = о’ (р) п. в. в ВЮ. 


, / ‘ 

Достаточно показать, что ©, (р) =, (р) п. в. для каждого 2. 
Существует такое множество @, |К`\О|==0, что соотношение (1) 
выполняется и для ® и для ®’. Пусть P”~” — плоскость, ортого- 
нальная к е). Лемма ба показывает, что плоскость Р (4, е)) является 
О-хорошей по отношению к каждой из форм w, ®’ для почти всех 
точек ЧСР”””. Из (1) следует, что для любой такой точки 4 


[о = fo’ для всех симплексов с в P(g, е,) ПК. Отсюда выте- 


6 б 
KaeT, что ‹, (р) =, (р) п. в. в Р(4, е) ПК. По теореме Фубини 
это выполняется п. в. в А. 

Будем говорить, что г-формы ® и ®’ в А эквивалентны, 
если ® =’ п. в. в А. Теоремы ОА, 7A и 7B дают: 


Теорема 7С. При соответствии, устанавливаемом фор- 
мулой (1), г-мерные бемольные коцепи в открытом множестве К 
взаимно однозначно соответствуют классам эквивалентности 
бемольных г-форм в Ю. Нормы совпадают; см. ниже (5.3) 
и (12.6). 


Отсюда, между прочим, следует, что пространство’ классов 
зквивалентности бемольных форм является полным и, следовательно, 
банаховым пространством. 


Лемма 7b. Любая форма ®’, эквивалентная бемольной 
форме ®, является бемольной. 
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Допустим, что ® — бемольная форма по отношению к О и w’ =o 
в О, | Ю\\О,|=0. Положим @’=9ПО,; мы покажем, что 
форма ow’ бемольна по отношению к ©”. Мы имеем | Ю`\\ О’ | =0, 
и условия (а) и (b) из $ 6 выполняются. Нам нужно доказать (с). 
Пусть № — число, которое задается формой w. Возьмем любой 
‚симплекс с==07”+, являющийся С’-отличным для 6’. Пусть 
Oy, «++, бр: — Все Г-мерные грани симплекса с. Так как Q’CcQ, 
—0. Кроме того, |o\Q, ea = 95 поэтому ® = о" 
п. в. ‘в д, и форма ® измерима в в. Следовательно, симплекс ос 
является @-хорошим для ®. Подобным же образом устанавливается, 
что О-хорошей для ® будет и каждая грань o,; поэтому симплекс в 
является @-отличным для ® и выполняется неравенство (6.1). 
Далее, | 0s \Q,|, =0, поэтому wo’ = ® п. в. в дд, и неравенство (6.1) 
выполняется для w’; тем самым условие (с) для формы w’ доказано. 
Этим завершается доказательство. 

Следующей леммой 7с мы воспользуемся в $ 14. Пусть Ф — 
некоторая измеримая в А функция со значениями в векторном 
пространстве (т. е. в некоторой системе координат измерима каждая 
ее компонента). Мы говорим, что симплекс о5 является (©, ®)-хоро- 
шим для ©, если [59| — 0 и если форма w и функция ф изме- 
римы в 60°; аналогично ‘определяется (Q, $)-отличный симплекс. 
Мы говорим, что форма ® слабо бемольна в R, если для неко- 
торых Q иф выполняются условия бемольности формы w с тем лишь 
исключением, что требуется, чтобы условие (с) выполнялось только 
для (©, Ф)-отличных симплексов. 


Лени 7c. Любая слабо бемольная форма является 
бемольной. 


Доказательство лемм ба и 6D и теоремы 7А протекает, как 
и раньше, причем всюду нужно использовать функцию $; этим до- 
казывается существование такой бемольной коцепи Х, что 


(5) fo=Xx: с для всех (©, $)-хороших симплексов о. 


G 


Доказательство теоремы 7B теперь показывает, что ® = Dy п. в. 
По предыдущей лемме © является бемольной формой. 
Распространим теперь соотношение (УТ, 8.4) на бемольные 


формы: 


‚ Теорема 7D. Для любой бемольной коцепи X и оаний 
функции o в КЮ 


(6) Dx (Pp) = ¢ (p) Dx(p) всюду, где форма Ох(р) определена. 
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Возьмем произвольную точку р, в которой ‘определена 
форма Dx(p); положим а = (р). Возьмем, далее, любое г-направ- 


ление а; пусть 6), 59, ... — некоторая полная р-а-последователь- 
ность. Тогда существует такая последовательность в1, &, ... —>0, 
что у | 
[$ (9) —@|<е,ь 969, 
Теперь 
pay AS и ee 
| 5; | | 3; | | 3; | ie 


и правая часть —>0 при i—oo, что и доказывает (6). 


8. Бемольные функции /-направления. В доказательстве 
теоремы 7A нигде прямо не использовался тот факт, что ® (р) 
при p€Q есть г-ковектор. Мы покажем здесь, что достаточно неко- 
торых более. слабых предположений, сделанных относительно w, 
чтобы обеспечить существование соответствующей коцепи Х; этим 
в свою очередь будет показано, что W может быть продолжена 
в бемольную Г-форму п. в. в КЮ. 

Мы говорим, что ® есть ограниченная измеримая функция 
г-направления в открытом множестве RCE”, если существует 
измеримое множество QCR, | R\Q i= — 0, обладающее yer pours 
свойствами: 

(a’) Для каждой точки рЕ@ функция w(p, a) определена для 
всех Г-направлений a и непрерывна по a. | 

(b’) ®(р, —a) = — o(p, 9). | 

_ (c’) Для каждого г-направления & функция ® (р, а) измерима в ыы 

(d’) |w(p, a)|< М при некотором М. 

Мы укажем теперь условие, из которого можно вывести усло- 
Bue (с), $6. Определим О-хорошие и @-отличные симплексы 
так же, как в § 6. Если даны точка рЕЮ и (Г- П-направле- 


ние В, то положим = т | 
dw (р, ее Г к fol}. 
дс, 


[> © |<; | 


где верхняя грань берется по всем полным последовательно- 
стям 01, 9, ... О-отличных (г- 1)-мерных симплексов в плоско- 
сти P(p, 8), содержащих р и‘сходящихся к р. 
°’ Мы говорим, что w eCTb бемольная функция г-направления в Ю, 
если она является Е измеримой функцией г-направле- 
ния и, кроме того, 
_(e’) dw(p, В) < М’ для всех (р, 8) при некотором №. 

_ Определение ассоциированности функции w и коцепи Х остается 
таким же, как в § 7; не изменяется и определение эквивалентности 
функций ® и ©’. 
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Теорема 8A. Любая бемольная функция г-направления ® 
в R ассоциирована по формуле (7.1) с некоторой г-мерной 
бемольной коцепью Х в К; этим устанавливается взаимно 
однозначное соответствие между классами эквивалентности 
бемольных функций г-направления и г-мерными бемольными 
коцепями. Если дана бемольная функция г-направления w, то 
существует множество с К, | Ю`\\О’| =0, обладающее тем 
свойством, что для точек PEQ’ существует такой г-ковек- 


тор ® (р), что ® (р) - «= (р, а) для всех г-направлений a; ® есть 
бемольная г-форма в К, определяющая ту же коцепь Х, что и о. 

Прежде всего мы заметим, что лемма 6b остается справедливой. 
В самом деле, пусть @,, O, ... — последовательность Г-направле- 
ний, плотная в множестве всех г-направлений. Следуя доказатель- 


ству леммы 6b, обозначим через H, (4) множество точек p€ P” © (а), 
для которых |P*(p)NRNQ|.—0 и функция ®(р,а,) измерима 
в Р°(9) ПА; тогда |P"~*(g)—H,(q)|,_, =0. Положим Н (4) = 


=)H,(9). В этом случае для точек рЕН(4) каждая функ- 


k 
ция w (p’, a,) измерима в Р°(р) П Ю. Возьмем любое г-направление a; 
пусть, скажем O,, &,,...->@4. Так как в силу (а’) w(p’, ‚> w(p’, a) 
при p’€Q, то функция w(p’, a) п. в. в P*(p)\R является пре- 
делом некоторой последовательности измеримых функций и поэтому 
измерима. Доказательство теперь заканчивается, как и ранее. 

Затем мы докажем условие (с) из § 6 (которое и здесь имеет 
смысл). Пусть с = 0”11 — некоторый @-отличный симплекс. Будем 


1 
рассматривать функцию ®(р, &) лишь в плоскости P’*” симплекса д, 


причем a будем брать в P’**. симплекс o также является О-отличным 
в этом ограниченном смысле. Пусть, скажем, <= ру... р, 1. 
Возьмем стандартное подразделение Oo симплекса с и рассмотрим 
любой г-мерный симплекс t подразделения Oc, не входящий в Os. 
По лемме (П.П, 4c) плоскость Р” симплекса t содержит cepe- 
дину Po,p41 Отрезка рор„ +1, но не содержит никакой другой точки 


—1 
этого отрезка. Пусть, скажем, T= роны и пусть Р””` — пло- 
скость симплекса vt’. Тогда плоскость Р’”` и прямая Р*, содержащая 
r+l 
отрезок PoP, 41, порождают плоскость P’**, Положим t(p) = pr’. 


Применяя лемму 6b к пространству Р”*", мы находим, что сим- 
плекс t(p) является @-хорошим для почти всех точек рвР!'. 
Это же верно для каждого другого г-мерного симплекса подразделе- 
ния @©с, не входящего в до. Так как симплексы, входящие в Oo, 
являются @/-хорошими, то мы можем на отрезке Pop,,, найти такую 
точку р’, произвольно близкую к ру, „+1, что если подразделение $, 
образовано из Go путем замены вершины ру,+.: точкой р’, то все 
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г-мерные симплексы подразделения ©,o являются @-хорошими и, 
следовательно, все (r+ 1)-мерные симплексы являются @-отлич- 
ными (мы все время вместо пространства Е” рассматриваем пло- 


скость P’**), Продолжая этот процесс, мы найдем похожую на 
последовательность стандартных подразделений последовательность 
©,3, ©.с,... подразделений, все г-мерные симплексы которых 
являются @-хорошими, а все (г 1)-мерные симплексы имеют для 
некоторого 7 > 0 полноту > 1. 


0) 


Os 
все (r-+ 1)-мерные симплексы подразделения ©,o. Если бы нера- 


—@|<|, @ >^”, Пусть < os «5 == 


Допустим, что > 


венства fo > 8 | были справедливы при каждом Zi, то, скла- 
Ory 
дывая эти неравенства, мы пришли бы к противоречию с написан- 


ным выше равенством. Поэтому fe > a|%,,| при некотором i. 
oy 
Если то, ..., и -— Все (r+ 1)-MepHble симплексы подразделе- 


ния Ooo, лежащие в t,,, то по тем же соображениям fo > a|t,| 

Or» 
при некотором /. Продолжая таким же образом, мы получим 
полную последовательность ти, п», ... @-отличных симплексов, 


имеющих общую точку р, и это показывает, что dw (р, a(s)) >а > №. 
Мы пришли к противоречию; следовательно, условие (с) §6 
выполняется. 

Определение коцепи Х по функции ® теперь происходит 
в точности таким же образом, как в доказательстве теоремы 7А. 
И на этот раз коцепь Х единственна. 

Допустим, что две функции ® и в’ ассоциированы с одной 
и той же коцепью Х. Пусть 9, %, ..., как и выше, — всюду 
плотная последовательность г-направлений. Доказательство тео- 
ремы 7В показывает, что при каждом i п. в. ®(р, а,) =’ (р, a). 
В силу свойства (а”) w(p, a) =’ (р, a) для всех а п. в. в Ю. 

Если дана бемольная функция г-направления ®, то определим X, 


а затем бемольную г-форму ® —= Ох (теорема 5A). Тогда, пола- 


гая ®’(р, и) = ®(р):а для г-направлений a, мы получаем неко- 
торую бемольную функцию г-направления w’, ассоциированную с Х. 
Поэтому существует такое множество Q, |R\Q|=0, что все 


функции ®, ® и 0’ являются бемольными по отношению к О 
и что w(p, я) = о’ (р, a) для всех а и всех pEQ. Следова- 


тельно, ® (р, &) = ® (р) + а для всех а и всех р С О, и теорема доказана. 
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9. Бемольные формы, определяемые компонентами. „Мы 
укажем здесь условия, которые следует наложить на компоненты в, 
формы © в прямоугольной системе координат, чтобы быть уверен- 
ным, что © будет бемольной формой. Условие 4% < N’ из $8 
появится в форме, в которой вместо симплексов используются 
координатные параллелепипеды. | 

Координатный параллелепипед типа (hy, can Wd) опре- 
деляется системой неравенств 


ар, ae i<b в; @=1,..., Ех —=а, (для остальных R). 


Мы будем говорить, что 5$-мерный параллелепипед A ($ > Г) 
является /-хорошим, если [AN Q|,=0 и каждая компонента. ©), 


рассматриваемой г-формы © измерима в A} он является /-отлич- 

ным, если он сам и каждая его грань размерности. > являются 

О-хорошими. 
Для любого |» положим 


ye | 
(1) 4, ®(р) = зир) lim —— fo ; 
|. i> т A; | ae 
i 

где верхняя грань берется по всем полным последовательно- 
стям Ay, Ay, ... О-отличных параллелепипедов типа p, содержа- 
щих р и сходящихся к р. Интеграл по каждой грани параллеле- 
пипеда А, берется от соответствующей компоненты в). 


Теорема 9A. /Густь w, (\y <...Х ^,) — ограниченные изме- 
римые функции, определенные п. в. в открытом множе- 
стве RCE". Пусть функции di, w ограничены в Ю. Тогда &®) 
являются компонентами некоторой бемольной ` г-формы в Ю, 
и поэтому они единственным образом определяют г-мерную 
бемольную коцепь в Ю. Бемольные г-мерные коцепа в R соот- 
ветствуют классам эквивалентности множеств функций w, в К, 


Пусть, скажем, |; | < No, do < М.. Мы покажем сначала, что 


Г. 


OA 


(2) 


< М, |А| для 9-отличных координатных параллелепипедов А. 


fe 
дА: 
А — параллелепипед типа 1%. Мы можем найти такой г- мерный 


координатный параллелепипед B,, разбивающий А приблизительно 
пополам, что В, является @-хорошим и В, ортогонален к бы [== 


Допустим, что это не так; пусть, скажем, =а|А| а > No 


—1,..., Г 1). Таким образом, А разбивается на т = 2”* 'парал- 


лелепипедов Ay, ..., Aj, Каждый из которых @-отличен и имеет 
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приблизительно такую же форму, что и А. Как и в доказательстве 


теоремы 8A, J w|>a|A,,| при некотором i. Разобьем Ay, 
aA), 

Ha Q-OTAMYHbIe параллелепипеды 2.1, ..., Ag, ит. д. Kak и в дока- 
зательстве теоремы 8A, мы приходим к противоречию с равен- 
ством (1). 

Покажем, что w == >)w,e* является для любого ру > 0 бемоль- 
ной г- формой в К’ = ш, (А) с. фиксированными числами №, №, 
ограничивающими ||, | 4®|;; тогда это же будет верно и в самом 
множестве R. 

Для каждого р, O< p<, мы можем определить о-среднее wi 
функции ®, (П.Ш, 3). Положим ®? = У ®{е\; тогда ®? есть глад- 
кая г-форма в А’. Существует множество QCR’, для кото- 
рого |R’\ Q|=0 u | 


(3) lim of (p)=(p), pEeQ. 
b> 


Пусть коцепь Х, соответствует форме «’(\У, теорема 10А); тогда 
коцепь dX, ая соответствовать форме &° = 4 (V, теорема 10В). 
Мы найдем число, ограничивающее | dX, |. 

Возьмем прежде всего любой (г-— 1)-мерный координатный 
параллелепипед А. Слегка сокращая обозначения, имеем 


dX,-A= fo (p)dp= [ [x (@)o(p+v)dvdp= 
OA V 


OA 


= fx, (v) [ o@+0) dp do; 


V OA 


ср. доказательслво формулы (5.6). Применяя неравенство (2), 
получаем 


|4Х, - АГ МАТ [ x, (v) в®= М Al 
V 


(так как почти все цепи 7,0A являются О-отличными). Если 
заданы рЕК’и в = (в, ..., 44), то, рассматривая полную по- 


следовательность параллелепипедов Ay, Ay, ... типа в, мы видим, 
что | 
lim aX, . Ав 
ЕР (р) во "| № 
| 7. | | Ap | | | =. 0° 


Поэтому в силу (1, 13.3), (I, 12.18) (для ковекторов) и (У, 10.4) 


р А Nix NE TEX ISN 
(4) |? 26 <, 0 ; [dX | < 


374 1X. БЕМОЛЬНЫЕ КОЦЕПИ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ. 


Теперь мы докажем условие (с) из §6 для О. Так как 
| ©? | < | ©, | < №, то для любого @-отличного симплекса с на осно- 


вании (3) мы получаем 


fo lim fo’ 
>09 


Os o 


— 
—— 


— ыы 


e>0 


Следовательно, w является бемольной г-формой в Ю’, а значит, 
ив А. Остальные утверждения теоремы очевидны. 
Пример. На плоскости положим 


elite? при x+y< 0, 
0 пр x+y>Q0. 


Тогда форма ® = w,e!-++ w,e? является бемольной, но форма w,e! 
не является бемольной, в чем мы убеждаемся, рассматривая малые 
квадраты, диагонали которых лежат на прямой 


x+ у=0. 


10. Аппроксимация ковектора Dx (р) с помощью Х. 6/]$|. 
В определении (4.1) функции Ох(р, a) мы пользовались последо- 
вательностями 91, 59, ... симплексов, каждый из которых имеет 
точку р своей вершиной. Предел мог бы и не существовать, если бы 
мы пользовались р-полными последовательностями более общего 
вида. Однако если для данной точки р существует ковектор Dx (р), 
то, как показывает нижеследующая теорема, Ох(р, a) существует 
для всех аи в том случае, если пользоваться произвольными р-пол- 
ными последовательностями. При r==-n эта теорема является 
обычной (П.Ш, 5); при г ==0 она тривиальна. В качестве прило- 
жения этой теоремы мы получим в следующем параграфе теорему 
о дифференцируемости. 


w(x, =| 


Теорема 1О0А. //усть Х — некоторая г-мерная бемольная 
коцепь в открытом множестве RCE”. Пусть точка рЕК 
такова, что для всех г-направлений a функция Ох(р, a) су- 
ществует и может быть продолжена на все г-векторы a, чем 
задается некоторый г-ковектор Ох(р). Гогда для любых >0 
и т 0 существует число © 0, обладающее следующим свой- 
ством. Для каждого г-мерного симплекса с 


(1) |X+o—Dx(p)- {3} |< ||, если за 0. (р), 0,(9)> 1. 


Деля на |o|, получаем 


(2) 72 — Dx (p)-«(2)| <e. 
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Замечание. Допустим, что выполняются все предположения 
теоремы с тем лишь ограничением, что & лежит в некоторой 
плоскости P*, содержащей точку р. Тогда справедливо и заключение 
теоремы с тем ограничением, что симплекс с должен лежать в Р®. 
Действительно, достаточно применить теорему к коцепи Х, рас- 
сматриваемой только в открытом подмножестве Р° ГП Ю простран- 
ства РР”. 

Прежде всего мы определим аффинную аппроксимацию W 
коцепи Х в точке р с помощью соотношения 


(3) W-A=Dx(p)- {A} для любой г-мерной 


6 A АвЕ”. 
Пользуясь (Ш, 2.3), находим емольной цепи А в 


(4) 4 =0, —%(\)=0. 


Согласно (4), \ является диезной коцепью. [Она является когра- 
ницей; см. (УП, лемма 10Ъ5).] 

Мы начинаем с доказательства следующего частного случая 
теоремы: 


Лемма 10а. Заключение теоремы справедливо, если CuM- 
плекс с имеет точку р своей вершиной. 


Пусть число Ny определяется, как в (3.9). Выберем такие 


г-направления Oj, ..., @„, что любое г-направление находится Ha 
расстоянии, не превосходящем =, = 5/(4№, |X|") OT одного из них. 
Для a, ¢/2 и 1/2 выберем число ©, >0 так, чтобы удовлетворя- 
лось неравенство (4.2). Пусть 6 — наименьшее из чисел G, ..., CO. 

Возьмем теперь любой симплекс в, имеющий точку р своей 
вершиной, для которого удовлетворяется последнее неравенство в (1). 
Выберем i Tak, чтобы было 


|a(s)—a,| <a, 


и пусть п обозначает проекцию на плоскость P(p, a,). Предпо- 
лагая, что = < 1, 6 < 1/2, на основании (3.10) получаем 


Х.т Х.с 


/ eo = 
Tal — Tap | Saat IAD = 


где t — ла; в силу (4) то же самое неравенство выполняется и для М. 
На основании (4.5) © (5) >. 1/2. Следовательно, в силу выбора 
числа €, и определения коцепи W 


И. Х.т 
‘pel day 


<5. 


Из этих неравенств получаем (2). 
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Теперь докажем нашу теорему. Положим 


= Е | ,_... #1. 
IAD Xl За’ Tah 
| ¢ (в 
0 2| ax | 


Выберем, согласно лемме, C< %, заменив ¢ и 1 на з’и 7’ COOT- 
ветственно. Возьмем теперь любой симплекс в < М. (р), у которого 
9, (<) > 7. Пусть oo, ..., 5, — все (г — 1)-мерные грани симплекса 9; 
определим симплексы t== po, “, = рз, (некоторые из них могут 
быть вырожденными). Мы покажем, что 


(5) Xt. 1. чер. 1=0,..., ^ 


Возьмем любое i; допустим сначала, что O(t,) > 1/. Тогда лемма 
дает 


Кроме того, в силу (2.4). 


,: ei Ы Ы 
i ps б б 
eit r! < r! "0, (c) = rin’ 


из этих неравенств следует (5). Допустим теперь, что O(t,) < т’. 


Тогда | 
ыы 
и поэтому 
| №. | < а [| |X, [We ‚| < в, [° || Х|, 
и снова мы получаем (5). 
_ Далее мы имеем 
aX||o|& lo]. 
[4Х.*| <<] dX] |] < аи" 


Так как (П.П, 10.3) dc =в — >)(—1)'t, и dW =0, то 
X+o—W-o=dX-t+ D(— 1) (X- 1, —W- 4). 


Сопоставляя это с написанными выше неравенствами, мы полу- 
чаем (1), чем и завершается доказательство. 


11. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ЛИПШИЦЕВСКИХ ФУНКЦИЙ Si 


11. Дифференцируемость липшицевских функций. В качестве 
приложения теоремы 10А мы докажем теорему Радемахера !): 


Теорема 11А. Пусть Л(р)— действительная функция 
в открытом множестве RCE", удовлетворяющая условию 
Липшица. Тогда существует такое г измеримое множество Qc k, 
IR\ Q|=0, что 


(a) Для каждой точки pEQ производная (р, 9) суще- 
ствует (Il, 1.1) и линейна относительно т. 

(5) Дифференциал Vf (p) измерим в КЮ; иными словами, в Ю 
измерима каждая производная Vf (р, 5). 

(с) Для каждой точки ру ЕО и любых чисел >0ит>0 
существует число €>0, обладающее следующим свойством: 


(1) [У (9) — ЛР) — УЛ (i. I—p)|<ela—pl, 


если р, ЕЦ: (р), |9—Р| >17 р— р |. 


Если мы докажем теорему для любого открытого ограниченного 
подмножества А’ множества АК, то тем самым она будет доказана 
и для Ю. Положим Y-p=—f(p) в R’; этим в Ю’ определяется 
некоторая нульмерная бемольная коцепь У (V, теорема 4B). Поло- 
жим Х=аТ. Пусть ©@ — множество точек, в которых сущест- 
вует Ох (р); по теореме 5А | АО |= 0. Мы покажем, что 


(2) УЛ (р, 9) =Dx(p)- 4, РЕЧ. 


Положим р, = р- tu, в, == рр, vas U eae Тогда, если tf настолько 
мало, что отрезок pp, лежит в К’, 


Ф)—Л@Ф=У. na = X- a, 


УГ. = tim “PORTO — 1a] = хр) - 


#> 0+ ra 


Итак, свойство (a) выполняется; (Db) следует из теоремы OA. 

Чтобы доказать (с), для данной точки р ЕО и заданных 
чисел = > 0, 1 > 0 положим 1’ =1/(1- 1) и выберем число © > 0 
по теореме 10A, взяв в ней 1’ вместо 7. Возьмем теперь любые 
точки р, GER’, удовлетворяющие указанным в (1) условиям. 
‘Мы можем считать, что Y< 1; тогда 


| 1 | = OF 
[9 — Pol <la—p|+1p— |< (1 +—) q—p\l='| тр, 


и поэтому Чат (ру ра) < |9 —р|7’. Положим в == pq. Тогда 
oc Us (0%) и из только что установленного неравенства следует, 


+ = —. 


') Rademacher Н., Uber partielle und totale Ditferenzierbarkeit A 
Math, Ann., 79 (1919), 340—352. См. Сакс, стр. 450—451. 
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что 9„ (с) > 1’. Таким образом, мы можем воспользоваться неравен- 
ством (10.1), из которого мы получаем (1), что и завершает 
доказательство. 


Теорема 11В. /Лусть Г — отображение открытого мно- 
жества RCE" в Е", удовлетворяющее условию Липшица. 
Тогда для некоторого множества Q, |R\Q|=0, верно сле- 
дующее. Произзодная Vf (p, 9) существует и линейна в Q; 
дифференциал Vf измерим в В; выполняется свойство (с) из 
теоремы 11А. 


Эта теорема сразу будет доказана, если выразить функцию / (р), 
как в (II, 5.20), через ее компоненты f’ в некоторой аффинной 
системе координат и применить предыдущую теорему к каждой 
компоненте f?, 


12. О внешнем дифференциале г-форм. Пусть ® — бемольная 
г-форма в открытом множестве R < Е". Пусть X= Vw — соответ- 
ствующая г-мерная бемольная коцепь в К. Будем писать OX 
вместо Ох. По теореме 7С мы имеем 


(1) УФХ = X, OWo—=w п. в. 
Дифференциал dw мы можем определить по формуле 
(2) dw = ФаФо. 
Это бемольная (r+ 1)-форма, спределенная п. в. в А, и при этом 
если wo —= ®’ п. в., то dw == ао’. На основании (1) и (2) 
ФТ 4 =аФо, Фах = dX, 


В силу теоремы 5A и равенства (2) мы имеем теорему Стокса 
для бемольных форм Dx: 


(4) Го = [ do для всех симплексов 5, если w = Dx. 
| дс с 


С помощью методов гл. Ши Х мы могли бы заменить с областями 
более общего вида. 
Для бемольных форм w по определению полагаем 


(5) Jo]? == зир {|®], [do lo} 
[см. (П.Ш, 5.1)]. Тогда в силу (5.3) 


(6) Г МР =|®]Р, если Х и о ассоциированы. 
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Теорема 12A. Пусть ® — бемольная г-форма (r > 0) в вы- 
пуклом открытом множестве RCE", и пусть ао = Оп. в.в КЮ. 
Тогда существует такая бемольная (г — 1)-форма Ё в К, что 
iw п. в.в М. 


Положим Х = Фо; тогда dX =0. По лемме (УП, 105) суще- 
ствует (г — 1)-мерная бемольная коцепь У в Ю, для которой АУ = X, 
Положим & == ФУ. Тогда в силу (3) и (1) 


d= Ody = OX = OV O=—6 в. в 


Напомним аналитическую формулу (II, 8.1) для внешнего диф- 
ференциала dw, который мы на время обозначим через A’, 


(7) а’ (р) + (UV «es М 9,41) = 
r+1 


= СОТ Vo, 8) У... eee У 9,4. 


Мы покажем, что для диезных форм (V, 10) 4’® имеет смысл и 
равен dw п. в. 


Теорема 12В. Пусть » — диезная г-форма в открытом 
множестве RCE”, Тогда 4’® есть бемольная (г- 1)-форма, 
и п. в. в R она равна dw, 


Пусть Yw =X; тогда dw есть (r-- 1)-форма, соответствующая 
коцепи dX. По теореме 1 1В существует множество QCR, | R\ Q|=0, 
которое обладает следующим свойством: для отображения ® мно- 
жества R в пространство уп производная Vw (р) при p€ Q суще- 
ствует и линейна относительно 9; она измерима и удовлетворяет 
в Q условию (с) теоремы 11А. . 

Теперь произведение У„®(р). (и, \М...\/и,) при pEQ линейно 
относительно всех векторов; поэтому d’w(p) есть (r-+ 1)-KoBek- 
тор (рЕО). Он измерим в Ю. Пусть символ dyw обозначает ком- 
поненту (dw),. Если мы покажем, что для каждого (» = (py, ..., №, +1) 
п. в. в А имеет место равенство do= do, то теорема будет 
доказана. 

Сначала мы докажем следующее. Пусть Р”+! — любая пло- 
CKOCTb с (r+ 1)- -направлением (r-+-1)-BekTopa @,, для которой 
1 РП RN О|,,, =0 и d’w измерим в Р”+1 [1] Р. Тогда для любой 
точки ру ЕР” О и любых чисел е>0и 7 >O0 существует 
число € > 0, обладающее следующим свойством. Пусть А — произ- 
вольный координатный параллелепипед в Р”+1. Тогда 


(8) | f o—d’w(p)- [А] <el A], если рЕА< И. (р, 0 (Ат 
OA Е 
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Положим ¢,==e/(r-++-1) и выберем < для в, ру, в, п по тео- 
реме 11B. Пусть v, Ops + eee Opn Opt и векторы-ребра 


параллелепипеда А. Пусть Aj, А; — грани параллелепипеда А. 
Тогда | 


{A} =, М... Мэ, 4ь, {АГ} = [АЁ} =, V ... 9, saa М Мы 
Возьмем любую точку рЕА;; тогда 4=р-- 9,6 АГ. Положим 
6 == diam (A). Тогда 

|v;| | Ar [=1А|== 9 (A) 57+" D> qe" 
Кроме того, |v;|<8, поэтому | A; | < 5’ и 

[19 — Р| = 19; | > 16 > 1|р— po}. 

Следовательно, применяя (11.1) к форме ®, получаем 
| | (9) — ® (р) — Vo, (р) |< в, |9, 


и, таким образом, 


| (9) [47] — op) (АГ } — Уно (ро - iV +e 91... М DIS 
<= [А|. 


Заставляя точку р пробегать по A, и интегрируя, находим 


for f ©—Vo, 0 (ро - (@ У (бр... МУ, | <= А |, 
Ay АГ | 
Так как дА = У, ("tA }, то, суммируя по Zé, полу- 
чаем (8). | 
Возьмем некоторую плоскость P= pth ортогональную K @,. 
Для почти всех точек gE P’ плоскость Р (4, e,) обладает указан- 
ными выше свойствами плоскости P’*!, Возьмем любую точку 
РС ОПР(а, е,), и пусть Ay, А.,... — полная последовательность 
таких же параллелепипедов, как и выше. Тогда неравенства (10.1) 
и (8) (первое из них применяется к регулярному подразделению 
каждого параллелепипеда A;) дают 


. aX-A 
Чу (ро) = dw (ро) + ев == lim St 
| 1> со | il 


1 
Е, ba ТА w = d’w (ро) ia aa Ч, ® (Ро). 
дА, | 


Поэтому 4,0 = а, 0 п. в. в Р (9, е,) и, следовательно, п. в. в Ю. 
Это завершает доказательство, 
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-13..0 средних r-dopm. Для данной г-формы w обозначим 
через ®’ ее р-среднее в int,(R)(§9). Пусть Х-— Те. Так как 
п. в. Dy==, то из (5.6) мы получаем w° = (Ох)? == Dx,. Следо- 
вательно, в силу (12.1) имеем также Х, == УФХ, = Фо’. Итак, 


(0 (®X), =ФХ,, (Wo), = Vo". 
Эти соотношения в сочетании с (12.2) и (5.5) дают 
(2) (do) = dot. 


Если даны ® и Х=Фо, то мы положим w= Dy. Вообще 
говоря, w имеет лучшие свойства, чем Ww; см. теоремы SA, 17B 
и теорему (X, ЭВ). Мы можем непосредственно найти w по w с по- 
мощью двойного предельного перехода. Именно, для заданных 
точки р и Г-направления а выберем векторы Uy, Uo, ...-—0 так, 
чтобы при каждом / было IP P+ Yy, a)NRNQ|=0 и функ- 
ция w(g, a’) была при всех a’ измерима в Р(р--э,, «ПК, 
где @ — множество, по отношению к которому выполняются усло- 
вия из § 6. -Тогда [см. (7.1)] | 


lim fo= lim Х.Г, pur: в cP (p, a). 
fron j>oo 
ог 
| у 
Выберем некоторую р-полную последовательность с1, во, ...вР(р, @), 
где &(с;) =; тогда 
4 X +o; 1 
(3) © (p) > <= hi at = lim lim —— fo. 
> со | 3; | i>oj>c | 3; | 
ог 
| j 
Один из простых способов улучшения формы ® состоит в сле- 


дующем. Сначала берем р-среднее w°; затем считаем р —> 0: 


(4) w* (р, «) = lim f %, (9) ® (р-- о, a) dv. 
>09; 


Эта форма w* не так удовлетворительна, как ®; см. пример ниже. 
а же Ww" een она имеет о а зна-- 
чения: | | 

ея |ЗА. Has данной seuoawo? г-формы ® в R 
форма w* существует п. в. в В и являетея бемольной г-фор- 
Мой; “= n. в. в Ю. Для любого г-мерного симплекса a, 
для которого п. в. в с значение w'(p, a(s)) существует 


[о =. (Х= о). — 


м > 2. 
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Определим среднее X,, как в § 5. Тогда Dx, = 0"; поэтому 
для любого а 


(5) 0* (р, «) = lim Dx, (р, ®), если w*(p, a) существует. 
р>0 | 


В силу (5.7) это имеет место для всех а п. в. в Ки w* = Dx 
п. в.; следовательно, в” есть бемольная г-форма, эквивалентная 
форме о. | 

Возьмем теперь любой симплекс с, удовлетворяющий описан-. 
ному выше условию. Тогда, пользуясь (\, 13.12), получаем 


[о* = | lim Dy, = lim [ Ох, = lim X,-0 ==Х.0. 
“ p>0 р > 0 р > 0 
б в 6 
Пример. Мы определим в плоскости х, у бемольную 
1-форму ©, для которой w*(p, e,) не существует почти ни в одной 
точке оси x, Ключом конструкции является пример [V, 13 (а). 
Определим полосы 


3 4 ь 2 5 
Ro: 16 <У< 1, т. 6 <<: 


Разобъем А на прямоугольники длины 4, которые мы будем 
называть попеременно „четными“ и „нечетными“. Пусть функ- 
ция Ф(р) равна нулю на левой стороне каждого четного прямо- 
угольника, возрастает с угловым коэффициентом | до значения 4 
на правой стороне четного прямоугольника и вновь убывает до 
нуля в следующем нечетном прямоугольнике. Пусть ф равна нулю 


на сторонах полосы К, и линейна на вертикальных отрезках 


в множестве Ro \R,, так что она непрерывна в К.. 

Если сжать плоскость к началу координат в 16 раз, то полосы Ry 
и А, перейдут в полосы Ю и Rj; полоса К, будет разбита на 
прямоугольники длины 1/4. Определим функцию ф в К, так же, 
как в а ф имеет угловые коэффициенты |1 и — 1 в прямоуголь- 
никах из А, и максимальное значение 1/4. Затем мы продолжаем этот 
процесс, строя полосы А, и КЮ, ит. д. Положим $Ф(р) =0 вне 
полос А,. | 

Возьмем отрезки длины 2 на оси абсцисс Е, центр каждого 
из которых лежит под центром четного прямоугольника полосы Ау. 
Пусть А — объединение всех таких отрезков. Пусть, далее, 
В, — объединение таких же отрезков, расположенных под нечет- 
ными прямоугольниками из Ro. Подобным же образом определим А; 
и В, для полосы К,. Положим 


A, == A, UA U sa А=АПА, п ... 
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и точно таким же образом определим BY, В. Очевидно, | Et \ А, | =0; 
поэтому | 


1-0 `В, ПВ =0, 


Функция O(p) определяет некоторую нульмерную коцепь У; 
положим Х == аУ, wo = Dy. Пусть w! = Dg, == о-среднему формы ©; 
Kak и выше, определим ©”. Наметим доказательство того факта, 
что значение w"(p, @,) не существует почти ни в одной точке 
оси х, предполагая, что %,(V) равно своему максимальному зна- 
чению в большей части окрестности U, (0). 

Возьмем любую точку PEA, и рассмотрим среднее w!. Так 
как И, (р) содержит часть Н одного из четных прямоугольников 
полосы Ry, но не содержит ни одной точки никакого нечетного 
прямоугольника из Ry и так как ® (р, е,) == 1 в Н, то формула (5.6) 
показывает, что интеграл по R. вносит в w!(p, é@,) некоторую 
величину а’ > 0. При { > Ов U, (р) входит приблизительно столько 
же четных, сколько и нечетных прямоугольников из АЮ,; поэтому взнос 
от полосы А, в ®!(р, e,) мал. Таким образом, мы видим, что 


«! (р, e,;) >a >0 при p€ A. Так как U, gi (p)NR,=0 при j<i 
(рЕЕБ!), то аналогично мы находим, что 1/16 (р, e,) >a, pE A;. 
Поэтому для каждого f и для каждой точки рЕ А, существует 
такое {> ], что ов! (р, е.) > а. Следовательно, для PCA суще- 


и k 
ствует такая последовательность й, &, ..., Что wl" (р, e,) >a 
для каждого is =R. Для p€B мы подобным же образом найдем 


1/6" (р, e,) < — а. Следовательно, в АПВ значение w*(p, e,) не 
существует. 


14. Произведения коцепей. Сначала мы определим произведения 
форм; с их помощью мы получим произведения коцепей. 

Пусть &(р) и т(р) — бемольные формы в открытом множестве 
RcE" степени г и $ соответственно. Их произведение есть 


(r + 5)-форма Е \/ т: 

(1) (М т) (р) = (р) V 1(р), определена п. в. в К. 
В силу (I, 14.2) и (Т, 14.3) 

(2) ЕУчь< (77°) lab 

(3) 11618 [7 если & или 1 п. в. простые, 


причем последнее справедливо, если г или $ равны 0, 1, п 1 
или n; см. (I, 9). 
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Чтобы доказать, что &\/ 1— бемольная (r+ $)-форма, мы: 
покажем, что она является слабо бэмольной ($ 7). Пусть a 


жество функций (&, y, dé, dy). Мы воспользуемся средним &°, 
форм ё и 1. По теореме 13A ей 4?’ —= ® п..в. для любой Genoa 


ной формы w. Поэтому в силу (13. 2) при о —> 0 
(4) м a n? > 7, de’ +dé, "dry? —>dy 


п. в. в А. Пусть это выполняется в ©, |R\Q|=—0. Мы должны 
доказать условие (с) из $6, пользуясь (©, Ф)-отличными симпле- 
ксами.. Возьмем любой симплекс o==o'tS*+1, для которого 
|< 91. 544 = 9, [ON Q],. = 0 и все указанные выше функции 


измеримы в с ив Oo. Так как эти функции ограничены, а формы # 
И 1? являются гладкими, то мы имеем 


ГЕУт= f tim (8 Vv 9?) = lim fivit= 
ag - дз дз 


slim Га (2 Vv af) = lim f (a vf £ FV ат) = 


o 


= { (lim Ч \/ tim 4 = lim И dnt) = [| (V7 EEV 49). 


fey 


Поэтому в силу (2), как и требовалось, 


о | Луч мо Мень (la lgl alot 1é 4 


где числа C,, определяются формулой (15). Следовательно, форма $\/ 7 
является слабо бемольной и в силу леммы 7с бемольной. 

Пусть форма « = \/ 1 соответствует коцепи Ш. Тогда опре- 
деление (12.2) дифференциала dw дает 


[авуд=а\ =. 4 = Jive 


где с — симплекс, удовлетворяющий указанным выше условиям. 
Пользуясь доказанным выше равенством, находим 


(6) асут=%\уУт-С ПЗУ ам п. в. (degé=r) 


(cy. доказательство теоремы 7B). | 
Для данных бемольных коцепей Хи У в К мы определим 
теперь их. U-npoussedenue XY как коцепь, соответствующую. 
произведению двух форм Dx, Dy: 


(7) a Хоу = WY (Dx \V Dy). 
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Из (12.3) и (6) получаем | 
(8) а(Х’ д У) =аХ’ OY* +(—1) X’ UaY*. 


Единичная нульмерная коцепь /0 соответствует функции, TO- 
ждественно равной единице. Очевидно, 


(9) воХх=ХоП=Х. 
В силу (5.3), (2) и (3) 
(10) < ТЫ 
(11) |X" UO У? | < Х" || УЗ если г или $ равны 0, 1, n—1 или п. 


В силу соответствующих свойств произведения форм (1, 6) про- 
изведение (7) билинейно, ассоциативно и удовлетворяет условию 


(12) Koray vor. 


Теперь мы установим некоторые неравенства для бемольной 
нормы произведения, взяв для простоты Ю = Е. В общем случае 
следует в нужных местах приписывать индекс R; см (VIII, 1.10) 


и (VIII, 1.21). Tak как es ae то из (V, 4.8) и (10) 
получаем 


|X” OVS|> = sup {| Хо У), |4 (Хо У)|] < 
< зир f(T )\ixiyk (FET ахпу-+ 
(кич < 


«(5х (Г 5 [x] sup ПУ, У 


r+] 
r 5] | 1 , 
(13) 1х’ «(ат axle (TPT xy. 
Отсюда 
А а мы Ма 
(15) о мы, Gite): 


При г==0, пользуясь неравенством (11), получаем 
(16) [хе и < ах у-Н[ХПУР «ХР LY | + IXY, 
(17) [XU FIP 1X [AV [4X IVI <2] X17 УР. 


95 Уитни 
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Пример (а). Мы не можем в (17) отбросить множитель 2. 
В самом деле, взяв п ==1, Г=$ =0, АК ==единичному интервалу 
O< x < 1, положим 


Dele, LAA. 
Тогда, вводя обозначения Daz(x) = Daz(x) -@;, мы имеем 
Dz(x)= x2,  Daz(x)= 2x, 147 | —2, 
и поэтому в R 
= | Z|? = 2—2)X Py XP. 


Допустим теперь, что Х и У — диезные коцепи. Тогда они 
являются и бемольными, и данное выше опроделение и устано- 
вленные свойства сохраняют силу. Если Ох =*, Dy =, то нера- 
венство (2) дает 

г- *)I 


lIEVDM—-EVDMWD<("; 


(9) 6 |7 (4) — n(p) lo + 
18 (9) —&(p) |o| 0 (P) lols 


следовательно, 


09 Зои 
Положим a=(" ы *), b==r+s+ 1. Тогда в силу (У, 7.8) 


|X’ УЗ == sup (| Хо У|, 6%(ХоУ)} < 
< зир [а|[ Х|У|, И-П} < 


< bak (X)| ¥|+-——a| X| sup (|7, 8-08 (У)}, 


s+] 
r+s+1(/r-+s r+s+] 
5+1 r ) 


=( s+1 ) и т. д, TO 
(19) 1 «ео (Ут ео У 


r+1 
(т yixive. 


и так как 


Отсюда получаем | 
(20) Мо’ <o,,((XIFIY|+IXI YF) < 2,1 ХУЙ. 
При г —=0 неравенства (18) и (19) дают 
(21) (Хок Уз) <|X| L(V) 4+ (| У|, 
(22) |X°U ¥S/F¥ <(s+IkL(X)[YIFIX||Y < 
<UXI+G6+ МЮ НУЙ < 8-2) ХУ. 
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Пример (b). Мы не можем в (22) уменьшить множитель $ + 1. 


1 
Чтобы это показать, возьмем Е”; пусть Ох(х!, ...) = и 
пусть Dy(p) имеет единственную отличную от нуля компоненту, 
равную единице. Тогда в некоторой окрестности Ю начала коор- 


динат | 
8(Х)=1, |У|=1, |ХОУЁ= 8-10 (Хоу =8-1, 


и в то же время, когда окрестность Ю достаточно мала, произ- 


ведение |Х || y |# сколь угодно мало. 
Напомним (теорема 70), что для любой диезной функции фи 
любой бемольной коцепи Х 


(23) Dex (р) = 9(p)Dx(p) п. в. 


Мы покажем теперь, что произведение XU Y, в случае когда 
У — нульмерная коцепь, находится в согласии с произведением 
из (VII, 1). Иными словами, если х — любая диезная функция и 


ф — соответствующая нульмерная коцепь (<. p=o(p)), TO для 
любой Г-мерной коцепи Х, диезной или о 
(24) ги Х=Хыо==9Х. 
Положим № —= Фо) Х. В силу (Т) и (23) 
Эри ф \/ Эх ФЕ Ох Hi Bas 
и равенство (24) доказано. 

Пусть даны диезная функция ф и бемольная коцепь Х. Тогда, 
вспоминая, что |do| =, [см. (У, 4.11)], из (24) и (16) получаем 
неравенство | 
(25) ХР «АИ? + 1х1 ХР, 


являющееся усилением второго из неравенств (УП, 2.2). Первое 
из упомянутых неравенств следует из (22). 


15. Лебеговские цепи. Мы обобщим результаты, полученные 
в (VI,7). Пусть @&(р) — произвольная измеримая суммируемая 
г-вектор-функция в пространстве E” (евклидовом и оризнтирован- 
HOM); тогда ее компоненты &^(р) суммируемы. Мы гогорим, что & 


соответствует бемольной цепи А =, если 

(1) [рхк-а=Х. А для всех г-мерных бемольных коцепей Х 
ЕП 

[мы могли бы, как в (УГ, 7.1), пользоваться только диззными 

коцепями Х]. Мы будем называть & лебеговской ценьо. 


29* 
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Теорема 15А. Отображение а —* a является взаимно одно- 
значным отображением множества классов эквивалентности 


функций a в пространство СР; имеет. место формула lo | = 


at | (*)о. 


a существенных изменений проходит доказательство теоремы 
(УТ, 7A); см. теорему (XI, 14А). 
Отметим, что 


(2) а В = [| НВ если саг (а) П саг (8) = 0. 


В самом деле, 


а = (а В»= f @ot+ | (Во ==191- 1 
| cig 


| саг (a) саг (В) 
Напомним (П. Ш, 6), что [1 есть пространство классов эквива- 
лентности измеримых суммируемых функций с. нормой Г). 


ЕП 
Теорема 15В. Пусть Е" — евклидово ориентированное 
пространство. Условие 


(3) Dera, a(p)=o(p)er...n, ФЕФ 


устанавливает взаимно однозначное соотзетствие между 
п-мерными бемольными цепями и элемёенталми Ф простран- 
ства Ш. 


Прежде всего множество © плотно в С? (VI, теорема 7A). 
Далее, так как | a| = f (a1... n), TO Macca, которая (поскольку г = п) 


равна бемольной норме, совпадает с нормой в L!. Так как 


`[1 — полное пространство (II. Ш, 6), то а дают все п-мерные 
цепи А. 


При г=п формулу (1) мы можем записать в виде 
(4) Х.а= |[Бха, Dx(p)=Dx(pyet", a(p) =a(p)er...0 
oo | nen 


Теорема 15С. Для любой п-мерной бемольной цепи A=a 
в Е" существует такая п-мерная бемольная коцепь Х, что 


(5) |\X|=1, X-A=|A|. 
Нам нужно только положить Dx (р) = 1в тех точках, где а (р)>0, 


`Рх(р)= —1в точках, где а (р) < 0, и Dx (0) = 0 BO всех остальных 
точках. | 
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Отметим, что формула (УП, 2.8) справедлива для любой изме- 
римой суммируемой г-вектор-функции &; применимо доказательство 
этой формулы, данное в (VII, 2). 


16. Произведения коцепей и цепей. Возьмем для простоты А =. 
Сначала с помощью формулы 
(1) Хоа =В, В (р) = Dx (p) Л «(p), 
пользуясь внутренним произведением из (I, 7), мы определим O- 
произведение ХА бемольной $-мерной коцепи Х и лебеговской 


(r+ $)-мерной цепи А =. Так как г-вектор-функция a сумми- 
pyema, а форма Dy измерима и ограничена, то г-вектор-функ- 
ция @ суммируема, и поэтому В есть лебеговская г-мерная цепь; 
см. теорему 15А. 

Покажем, что 


(2) у’. (хо Ay (И) , т. 
сначала в случае, когда A=a является. лебеговской цепью. 
Мы пользуемся формулами (1), (15.1), (1, 7.1) и (14.7) и получаем 


¥ «(Xa = f Dy-(OxAa= f(r V Dx) -a=(YOX) +a. 


Теперь докажем, пока все еще для А =, что 


@ ое «(ри Лахар, 
ры 


(4) |X oa де. А, 
_ (5) |X° АР < ([X|+]aX|)| Al? <2] ХР [АТ 


где числа с,. определяются, как в (14.15). Чтобы доказать (3), 
возьмем любую Г-мерную бемольную коцепь У. В силу (2) и (14.13) 


IY (XO A) =|VYOX) AL <|XOY PAP < 


< [Е lexi t (SP Or i xiv eal’. 


Неравенство (3) теперь следует из (У, 4.3). .Из неравенства (3) 

получаем (4). Последние два неравенства следуют из (14.16). 
Теперь определим произведение ХС А для любых бемоль- 

ных Хи А. Пусть А,, Ay, ... — последовательность непрерывных 


цепей, A; в. А (VI, теорема 7A); положим 
(6) XO A= limb (ХОА). 
| i>. 
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То, что этот предел существует и не зависит от выбора последо- 

вательности, сразу следует из (4). Теперь доказанные выше свойства 

непосредственно распространяются на случай бэмольных цепей А. 
- Докажем, далее, неравенства 


(7) OAH (OFS) XILAL 
(8) ix oa 2 Xl At если s=0, 1, n—1 или п. 


Чтобы доказать (7), возьмем любую г-мерную бемольную коцепь У. 
Пользуясь (14.10), имеем 


LY (ХО 4) [= Ио). ALSIVYOXIAl< 
< ("Е УНхиА| 
и неравенство (7) вытекает из теоремы (V, 16А). Чтобы доказать (8), 


следует воспользоваться неравенством (14.11). 
Мы полагаем 


(9) _ XS A ACH, ‘если gs >t. 


Установим некоторые дальнейшие свойства произведений бе- 
мольных коцепей и цепей: 


(10) | д АЯ 
(11) -0(Х 5 A) = (— 1 dX AL XO AA, 
(2). -§ PAA=A, sah nt is 


где /5° — единичная нульмерная коцепь. 

Чтобы доказать (10), возьмем любую бемольную коцепь Z над- 
лежащей размерности. Пользуясь ассочиативным законом для U- | 
умножения, имеем 


7. EOE Va ts eae UY PV A= 4A) FIs 
=(ZU(XUY)]-A=Z- tics ri 
Bean rae G, 70 ete части равенства (11) обращаются в нуль. 


Чтобы доказать (11) при r >0, возьмем любую бемольную ко- 
цепь У’ и воспользуемся формулой (14.8): 


У. [9 (ХО А)| = аУ - (ХОА) = (ах). A= 
= |[d(YOUX)—(—1) "(У UdX)]- А== 
0: ет (УюшаХ). А= 
=. [ХОдА- (—1)" ont 
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Наконец, формулы (12) следуют из (14.9): 
(13) _ УЗ. (10 < AS) == (У UI). А = YS AS, 
(14) P(X OA") =(P OX"). А’ =X’ - А’. 
Допустим теперь, что Хи А диезные. Сначала предположим, 


что Aa; тогда мы можем определить произведение Х MA, как 
и прежде. Мы снова имеем равенство (2) и неравенства (7) и (8), 


_ а также 


(15) о < (+ 

(6+ yeaa, 
(16) XS А’ ке, 
(17) о’ «ИХ -(- DEAR «(+2 1 Al. 


_ Чтобы доказать (15), воспользуемся неравенством (14.19): для 
любой диезной коцепи У” 


Y (XO A)|=|(YUX)- А] УохХ АЙ 
< [емо т eet Tor xiv ital, 


откуда мы и получаем требуемый результат. Неравенство (16) сле- 
дует из (15), а неравенство (17) доказывается с помощью нера- 
венства (14.22). 

Как ив $14 для <›-произведения, определение и установлен- 
ные выше свойства произведения X MA теперь переносятся на 
случай любых диезных цепей А. Остаются справедливыми равен- 
ства (10) и (12), но, вообще говоря, равенство (11) теряет смысл, 
так как граница ОА может быть не определена. 

Для любой диезной функции $ и диезной или бемольной цепи А, 
пользуясь обозначениями, употреблявшимися в равенстве (14.24), 
из упомянутого равенства получаем 


X-gA= 9X -A=(XU9)-A=X-(QOA) 
для любой г-мерной коцепи Х, диезной или бемольной; поэтому 
(18) ФА=ФМА. 
Теперь неравенство (5) дает 
(19) АР < (91-Е [А], 
это усиливает неравенство (VII, 1.5). Из (17) вновь получаем (УП, 1.4). 
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17. Произведения и слабые пределы. Докажем теорему: 


Теорема 17А. Если пределы в правой части нижеследую- 
щего равенства существуют, то 


(1) wkl? (X,0 У) = whl? Хо wk? Y,. 


i, j> со 1- со 


Пусть Х, У — пределы, стоящие в правой части равенства. 


Пусть, скажем, >, |У, |? < М. Согласно (14.14), нам нужно 
только доказать, что для любого симплекса с надлежащей размер- 
ности 


(2) ‚ me (X,Y) +o] = (ХУ) . в. 
Мы докажем нашу теорему сначала в случае, когда Х = 0. 
‚Допустим сначала, что Х — нульмерная коцепь. Лемма (V, 135) 
показывает, что, если даны симплекс ос и число = `> 0, то мы можем 
выбрать номер & так, чтобы при i > iy в некоторой окрестности И 
симплекса с выполнялось неравенство | Px, (р)| <=’ = e/(N |9|). Pac- 


сматривая коцепи только в U, мы, пользуясь в U неравенством 
(14.11), имеем } 


(МУ) 3 (| <IX ПУ, ||| < в’ № |< | ==е 


при i >i) и при любом /. 
Допустим теперь, что X==X’, У=У”; мы воспользуемся 
индукцией по г. Для заданного в >0 выберем 0 > 0 так, чтобы 


было | 
С ти 


Покроем o открытыми шарами К,., ..., Ю, радиуса`<.8. Пусть 
рь — центр шара К,. Как и в (УП, 10.2), определим v- — - Mep- 
ную коцепь Z,, в R,, полагая 


(3) Z ip T= А, УФ, *); 
тогда, пользуясь формулой (П. И, 10.3), мы получаем 
(4) |Zp/<8N, 142 <а-ом, 1х, <, ах, |< М, 


ге X},== X,—dZ,,. Мы можом разбить симплекс с на такие 
клетки 6,, что 


к \ 
с а= Do,,: a,CR, 
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Так как wkl’X, == 0, то выписанные выше неравенства показы- 


вают, что wkl? Z,, =0 при каждом А. Следовательно, мы можем 
по предположению индукции найти такие ци Jo, что при каждом № 


(Zi, 7). 05 | < am если i> ly, J > Л. 
Теперь при i>iy, Jj > у на основании (14.8) и (14. 10) получаем 
[(A;,OY)) +3, = XI UY, £2,04dY, +4 (2,3 7У))] 5, | < 


Уорс ве но и) -24< 
k in k 

CF Xt Py (FE) Za a; | flee +e. 
R р 


Отбросим теперь предположение о TOM, что’ Х==0. Пусть 
задано = > 0; из уже рассмотренного случая и из предположения 


о том, что wkl? и У, следует, что существуют такие числа & 
и Л, что при #>4, /> Jo 


Не 
Ver Г - = XO) < 5 
Положим Y;=Y,—Y. Тогда 
(ху) |= х) |= О 9] 
и 
(X, UV) 8 — (ХО. И ХОЛ. в 
(Хе У). з| < . 
В качестве приложения теоремы 17А докажем теорему: 


Теорема 17B. Пусть Х=хХ”’и У=У* — бемольные ко- 
цепи в Ю. Тогда для любого подпространства Р = Pt простран- 
ства Е, Е >Г- $, мы имеем | 
(5) О; =Dx\/ Dy пв.в.вР, если Z=XUY, 
где мы пользуемся только поливекторами, лежащими в Р. 
Для любого симплекса oC R, имеющего надлежащую размер- 
ность, 


(6) (ХО У). = [ Dz= f Dx vy Dy. 
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Заметим, что (5) прямо из (14.7) не следует; мы знаем только, 
что Dz == Dx \/ Dy nm. в. BR, 

Если мы докажем равенство (6) для любого симплекса с в Р, 
то из него, так же как в доказательстве теоремы 7В, будет вы- 


текать равенство (5). 
Выберем последовательность векторов W,, %.,... —*0, для 
которой Dz=Dyx \/ Dy п. в. в каждой плоскости Г.Р”, глё 2" — (a). 


Пусть А’ — коцепь в части плоскости P’, определяемая условием 
Xp ==. Тот, toP'NT_,R. 


Пусть Хр’ есть коцепь Х, рассматриваемая только на множестве 
Р'ПК. Подобным же образом определим коцепи У,, Y,,. Из 


(У, 3.6) ясно, что в любом множестве Р’ f} int, (R) 

wkl? ХЕ = Хр, = wkl? ¥; = Ур. 
В силу определения (14.7) произведения W = Xp: WU Ур, мы имеем 
Dw=Dxp, У Бур, п. в. B Р’ < К и поэтому п. в. в ов. Следова- 
тельно, 


(Xp: VU Ур!) 3 = [| Dxp, \ Бу» = | Dx \/ Dy. 


В силу (1) это равно также 


lim[(X7UY})-]=lim | Рх\/ Dy==lim | Dz=limZ-T,2=Z-s, 

| Ty 6 Ty 3 

как и требовалось. 
Заметим, что равенство (5) эквивалентно соотношению 

(7) (XU Pip Ар Тр, 


которое следует также из (Х, 11.1), если в качестве f взять то- 
ждественное отображение подпространства Р в Е. 


18. Характеризация произведений. Докажем теорему: 


Теорема 18А. «»-произведение бемольных коцепей в про- 
извольном открытом множестве Ю характеризуется следую- 
щими свойствами: 

(a) Для любых бемольных коцепей Х’, Y® произзедение 
Х” OY* есть (г- $)-мерная бемольная коцепь в R; эта опе- 


рация билинейна. 
(5) Существуют такие числа a,,, что 


Bales ga Ach ae) aa? 
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(<) X°V У’ = DyoY* при г=—0, как в (14.24). 
(4) d(X’ о У’) =ахХ”’ а У? + (--17Х’ ша. 

_ Из $14 мы знаем, что эти произведения существуют; мы 
должны доказать единственность. В силу (с) единственность имеет 
место при г == 0; воспользуемся индукцией по г. 

Предположим сначала, что Х = 47 есть кограница. Тогда, при- 
меняя формулу (4) к (У, получаем 
XOVY=d(ZUVY)—C1Y* Zu dy; 
правая часть в силу предположения индукции определяется един- 
ственным образом. 
Теперь возьмем любую бемольную коцепь Х. Возьмем произ- 


вольный симплекс с ==0’+$. Для каждого достаточно большого 
натурального числа { мы можем выбрать в R шары Ки, Be + Rim, 


адиуса 1/24, покрывающие симплекс с; запишем с = »,с,,, в “ER 
ik? Sik 18. 


Определим Z,,, Х,„, как в § 17. Тогда, так как LX | dX |/2! 
[cm. (17.4)], мы имеем 


Ха2ь оу. -- (XU Pixs 


in| < 


=| Ll@Zu— NON: ml < 


а ‚Хы ТУ [зы | < ЧЖУ Is] 


к 


и правая часть —0 при #{— со. Следовательно, 


(1) хо У о= lim’ 2 (92 > VY) + Ops 
> co 


и из елинственности правой части равенства следует единствен- 
ность левой части. 

Отметим, что так как |2„|<|Х]/2', то мы можем также на- 
писать 


(2) (XU Y)+o= ‘im Xd (Ри UY) +o. 
. pipe 


Замечание. Мы можем дать прямое. доказательство. суще- 
ствования произведений, основанное на индукции, с помощью фор- 
мулы (2). Сначала следует доказать существование предела, затем 
свойства (b) и (4), а затем найти число, ограничивающее | 4 (X VU У) |, 
тем самым доказав, что Х UY есть бемольная коцепь; тогда можно 
будет доказать также обычные свойства произведений. Этот метод 
доказательства является довольно трудоемким и не приводит к на- 


столько же малым значениям для а,., как в (14.10). 


Хх. Липшицевские отображения 


В приложениях область интегрирования очень часто предста- 
вляет собой ориентированную дугу, кусок поверхности или вообще 
ориентированный кусок г-мерного многообразия в Е”. Предметом 
этой главы в первую очередь является представление таких обла- 
стей в качестве цепей. Если А — полиэдральная цепь, а f — лип- 
шицевское отображение . (П, 4) полиэдра Р == spt(A) в Е", то fA 
есть „липшицевская цепь“ (которая является бемольной, а поэтому 
и диезной). Область указанного выше вида (если она компактна) 
представляет собой типичный случай. 

Пусть, в более общем случае, f — липшицевское отображение 
открытого множества RCE” в открытое множество $=Е”. Тогда 
всякая полиэдральная цепь Ав А дает некоторую липшицевскую 
цепь fA в 5; тем самым для каждой бемольной цепи А множе- 
ства R определяется бемольная цепь fA множества $ при условии, 
что f переводит носитель цепи А в множество, замыкание KOTO- 
рого содержится в S. Для каждой бемольной коцепи Х в 5, по- 
лагая /*Х. А =. ХА для описанных выше цепей А множества А, 
мы определяем бемольную коцепь f*X в Ю. Кроме того, бемоль- 
ные формы в S переходят в ‘бемольные формы в ^. Рассматри- 
вается поведение произведений при этих отображениях и некото- 
рые другие вопросы различного характера. | 

В первой части главы мы изучаем упомянутые выше липшицев- 


ские цепи. Возьмем мелкое подразделение а полиэдра P, и 
пусть /” — отображение, совпадающее с f в вершинах симплексов 
подразделения и аффинное в каждом симплексе с,. Мы должны 
потребовать, чтобы симплексы с, имели приемлемую форму; см. 
пример Шварца, упомянутый в (IV, 14). Тогда образы f’s, будут, 
вообще говоря, близки к fo, и по положению и по направлению, 
и полиэдральная цепь f’A будет аппроксимировать нужную нам 
цепь fA. Мы по определению полагаем ГА = ИшР f,A для после- 
довательности таких аппроксимирующих отображений f;. Чтобы 


показать, что норма | f,A— АР при больших i, ] мала, про- 
деформируем. Л; в Л, вдоль прямолинейных отрезков; тем самым 


будет определено отображение Р декартова произведения / ЖР 
в Е” ([— единичный отрезок). Образ F(/ xX P), вообще говоря, 
не будет полиэдром; но с помощью симплексно-аффинного ото- 
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бражения F’, аппроксимирующего Е, мы получаем полиэдральные 
цепи Р” (Хх A), Р’(ГЖ 0A) малой массы, которыми можно BOC- 
пользоваться для получения нужного результата. 

Затем мы рассматриваем липшицевские отображения f откры- 
тых множеств (см. выше). Если f отображает пространство Е" 
в Е", то нам не нужны рассмотрения гл. VIII; но в общем слу- 
чае доказательства значительно сложнее. Для того чтобы привести 
пример ситуации, с которой мы здесь встречаемся, возьмем в ка- 
честве R множество всех точек плоскости, полярные коорди- 
_наты (г, 9) которых удовлетворяют условиям 0 < 0 < Qn, r >0; 
положим f(r, 9) = (г, 0/2). Это отображение не является липши- 
цевским; в самом деле, точки (1, 0), (1, 2* — 0) при достаточно 
малом @ близки, но отображаются они в точки, далекие одна от 
другой. Однако если мы введем в R новую метрику, взяв в каче- 
стве расстояния между двумя точками нижнюю грань длин кривых, 
лежащих в А и соединяющих эти две точки, то в этой метрике 
отображение / становится липшицевским; мы говорим, что OTO- 
бражение f является „Ю-липшицевским“. Если эти условия выпол- 
няются, то бемольные цепи А множества Ю, как было указано 
выше, переходят в бемольные цепи fA множества $. Помимо 
обычных свойств отображений, мы приводим теорему о непрерыв- 


ности. Легко построить теорию коцепей f*X для бемольных коце- 


пей Х B S, 

Пусть ® — бемольная г-форма в S. Тогда существует соответ- 
ствующая г-мерная бемольная коцепь X B S, которая дает бемоль- 
ную коцепь Х* = f*X в Ю; последней в свою очередь соответствует 
некоторая бемольная форма Ох» в КЮ, которую мы обозначаем 
через f*w. Это отображение f* обладает требуемыми свойствами, 
в частности df*w = f* dw. В обычной аналитической формулировке 
и фи f предполагаются дифференцируемыми. Хотя и нельзя ожи- 
дать, что аналитическая формула для f*w будет иметь смысл для 
произвольной бемольной формы w, мы докажем (теорема 9B), что 
если мы заменим ® эквивалентной бемольной формой Dx, To эта 
формула действительно будет определять f*w п. в.. 

Если / — гладкое отображение и его первые частные произ- 
водные удовлетворяют условию Липшица, то, как легко видеть, 
если форма ® является диезной, то диезной будет и форма f*w 
Это неверно для отображений f более общего вида. Пусть, на- 
пример, {. eae Е! в Е! и задается формулами f (x) == x" 
(x >0), /(х)=0 (x <0). Пусть ® — единичная 1-форма в a, 
Тогда, если е — единичный вектор в E!, то 


Ло (х)-е= (1 (%)) W(x, p= ИЗ, we >0, 


. 
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и f*w(x)-e=0 при x <0. Таким образом, форма /*® непре- 
рывна, но не удовлетворяет условию Липшица. 

В § 11 мы доказываем, что “(Хо У) = Хы ГУ [частный 
случай Чт (Х) = 0 рассматривается в § 10]. В доказательстве мы 
пользуемся теоремой YA, а также теоремой о слабых пределах 
из параграфа (1Х, 17). Легко устанавливаются остальные свойства U- 
и С\-произведений. 


В $12 выводится формула для нормы липшицевской цепи; 
в $13 мы приводим усовершенствованный вариант теоремы о. не- 
прерывности из $5. 

Замечание. Без предположения о TOM, что f — липшицев- 
ское отображение, результаты, излагаемые в этой главе, получить 
нельзя. Например, существует кривая С на плоскости Е? и такая 
гладкая функция go в Е?, что разность $(9) — ®(р) (р, 9ЕС) не 
может быть получена !) путем интегрирования производной функ- 
ции ф вдоль С. 


1. Аффинная аппроксимация липшицевских отображений. 
Пусть К — симплициальный комплекс и f — отображение ком-. 
плекса К в Е”. Соответствующим симплексно-афинным ото- 
бражением, аппроксимирующим отображение f, называется 
отображениг f’, совпадающее с f в каждой вершине комплекса К 
и аффинное в каждом симплексе из К (П.Т, 12). Если ри, po, ... — 


вершины комплекса К и py, №, ... — барицентрические коорди- 
наты (П. П, 2), то f’ определяется формулой 
(1) J" (> a) > >? ust (рр. 


Напомним (П.Т, 12.4), что 


(2) /’(9)—Г’(Ф) =УЛ (p", gk в каждом симплексе из К 


и что дифференциал Vf’ в каждом симплексе постоянен. 

Мы хотим, в случае когда комплекс К сам является симпле- 
KCOM с, установить связь между константами Липшица %» (II, 4) 
uw. : 


Лемма la. Если f’ — аффинное .omo6pancerue, аппрокси- 
мирующее отображение f в г-мерном симплексе в, то 


2 i 
(3) СТО 


) Whitney Н., A function not constant on a connected set of criti 
cal points, Duke Math. J., 1 (1935), 514—517. 


22 АППРОКСИМАЦИЯ НА РЕБРАХ СИМПЛЕКСА 399 


Замечание. При более тщательном анализе (изучая отрезки 
в с максимальной длины в каждом направлении) мы сумели бы 
заменить в (3) (r—1)! на ri. 

Так как /’— аффинное отображение, то нам нужно только до- 


Ka3aTb, что 
УЛ! (р* wud *€ int 
| Л. | < Gopree’ РЕ (9), 


для любого вектора и в с. Пусть, скажем, 


6 == Ps sss Di ty = a= Уашм.. 
В силу (2) и (IV, 15.3) 


IVF" (pt, вор AHL < 8, 


la,;| < sty (для всех 1). 


Поэтому 
/ * ~ / * 
Vs’ (ot | =| Mavs’ («|< GAs. 


Пример. Пусть с — треугольник в плоскости (xX, у) с верши- 
нами (0, 0), (1, =), (2,0), и пусть f отображает эти вершины 
в точки (0, 0), (1, =), (1, 0). Мы можем таким образом продолжить 
отображение f на o, что #,==1| (следует спроектировать точки, 
лежащие справа от прямой х —=1, на эту прямую). Очевидно, 
Ly > 1/(2e). 

На основании (П, 6.1), (П, 4.1), (1, 12.16) и CI, 14.15) мы 
имеем неравенство для г-вектора-якобиана 


(4) |,(Р)| < &%. 


Применяя это неравенство к f’ и пользуясь неравенством (3), 
получаем 
ху 
(5) |Л (р)| <, = TENT OG в г-мерных симплексах. 
2. Аппроксимация на ребрах симплекса. Мы покажем, что 
если производная У„/ почти постоянна в большей части симплекса, 
то вершины отображаются почти так, как следует ожидать по зна- 
чениям Vf. В силу теоремы (IX, 11В), если Г — липшицевское 
отображение, то дифференциал Vf существует п. в. и является 
измеримым, 
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Лемма 2a. Пусть f — липшицевское отображение г-мер- 


ного симплекса з в Е". Пусть О — измеримое подмножество 
симплекса з, в котором существует Vf, и пусть р — такое 
число, что 


(1) loNQ| < ||, O< p<, 
(2) |УЛ (4) — УЛ (Р)| <» если р, EQ. 
Тогда для любого ребра рр; симплекса в 
(3) |/()— Л (Фр) — УЛ(р*, pj — P)| < 60%, если p*EQ, 
где 6 = diam (5). 

Предположим сначала, что r > 2. Пусть 

ol —= рр, 5’ — противоположная (г — 2)-мерная грань. 
Для любого &, O<t< 1, пусть *, — множество всех точек 
p=(1—f)q+tq’, gs 9’ Eo’. 


Часть множества T,, соответствующая фиксированной точке 4, 
является (г— 2)-мерным симплексом, подобным симплексу с’ и 


—2 
имеющим объем ¢’~|0’|, а часть множества t,, соответствующая 
фиксированной точке 4’, является одномерным симплексом длины 
(1—1) |1]; поэтому 
га 


где @ не зависит от #. Таким образом, если с, — часть симплекса 9, 
заполняемая множествами Tt, при O<Cs<t, то 


"Weta t 
tr-1 Г | 
Пя ть аваь| — £) 
0 


При ¢=1 мы имеем |o|==|9,|=ab/[r(r — 1)]; следовательно, 


(4) офф pe] /o]=N+¢—)a—ale |. 


Отсюда | 


(5) lo, >t" |e], если Ё< 1. 
Сопоставляя это с (1), получаем 
(6) [< NH|<|H|<p|s,|, 
гле H=o\Q. 

Положим 
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Для каждой точки р@^* прямая, проведенная через р параллельно 
ребру so, высекает из симплекса ‹ некоторый отрезок /,; эти 
отрезки заполняют множество в,. Пусть, скажем, 


[ПН] = (р) |1, Pvc 0 определена п. в. в <"). 


Пусть, далее, <’— проекция множества t* на плоскость, перпенди- 
кулярную к °'!. Тогда, пользуясь мерой в <’ вместо меры в **, 
имеем 


f°@l flap 


Oe 


поэтому §(p)< p в некотором подмножестве множества Tt”, имею- 
щем положительную меру, и мы можем выбрать такую точку р’ Е **, 
что 


(7) lo NA) | | 


и дифференциал Vf определен п. в. В Jp, 
Пусть, скажем, 


9=р,—Рь iy = p'p", <’ —=р” __ р’; 
тогда при p*€Q формула (II, 1.3) дает 


1 
7) — ЛУ, 9) |< f [VF (р °’) — УЛ (р, 9) | at, 
0 


где р. = р’. Разбивая интеграл на две части f iH i „› COOT- 


ветствующие тем f, для которых р, EQ и соответственно pl EH, 
из неравенства (2) мы получаем 


I< < p&,- |v" l< p& 0, 


в то время как в силу неравенства (7), 


| 28,[ 9’ || Ly MH 
1;< f Se < 28 Ap. 


Таким образом, о | 
(8) lf (р’)— Л (р) — УЛ (р*, ч’)| < 368,8, рЕО. 
Пусть, скажем, р’ =(1—?’)p,+t’q’, 94’Е°’. Тогда 
v =(1—?’)v, ju—v’|=t’ |v|< pd 
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Следовательно, 
[УЛ(р", 9’) — УЛ(", 9) | «УЛ (p") |9’ — 91 < 8,58. 
Кроме того, |р’—р,| < 96 ит. д., поэтому | 


If (p)— Л (|< Я, ё, | F (pj) — F (p”) | < %, pd. 


Из этих неравенств вытекает (3). 
Если г=| и, скажем, o = р’р”, то мы можем применить не- 
равенство (8). | 


3. Аппроксимация якобиана. Пользуясь леммой 2а, мы можем 
установить связь между якобианами (II, 6) ри Jp: 


Лемма 3a. //редположим, что выполняются условия 
леммы 2a, и пусть f’ — аффинное отображение, аппроксими- 
рующее f. Тогда 

и р 6.8, и 
(1) Yr P)— < рес, р EQ. 


Положим [см. (1.2)] 
=... р, = р-р, = Ш = VS (р, 9}, 


wW, =f (Pi) — Л (ро) = УЛ” (р*, 9). 
В силу (2.3) 


|w, — №; | < 6p & 6, |1; | < 82, |9; <; 


поэтому в силу (I, 13.9) и доказательства неравенства (I, 12.17) 


РОГ 


[м \/... Мм, — в ... Ми, у < Grp fp. 


На основании (Ш, 1.2) г-направлением симплекса с является 


_. MV aes VUe 
= Tel 
Следовательно, 
| УЛ” (p*, У... М 07) — УЛ (р*, У... V U7) | 
Lp (P)— ее = 
11... УШ, — UV... Уи, | Op vib” 


г! |o| (r—1)! | o|’ 
откуда и следует (1). 


4. Объем и аффинная аппроксимация. Определение г-мерного 
объема „кубируемого г-мерного многообразия“ можно дать, на- 
пример, с помощью интегрирования модуля якобиана или же с по- 
мощью нахождения предела объемов аппроксимирующих полиэдров. 
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Мы покажем, что эти определения равносильны !); см. ниже нера- 
венство (7). | | 

Прежде всего заметим, что для симплексов (или для выпуклых 
клеток) в 


(1) {gs} = [9 |У/« (р), |8з|[==1У, (р) |, 
если © — аффинное отображение, 


где р — произвольная точка из 11+ (5). В самом деле, определяя v, 
и W,, как в лемме За, имеем 


Ра =, «У, == VE, ©... МО) == 
=Veg(p, r! {<} ) =r! |o|J,(p). | 
Поэтому также [первый интеграл принимает значения в Уз; 
ср. (I, 19.2)] 


(2) /(рар= (в. [ПФ dp = lee. 


S 


если г — аффинное отображение. 


Лемма 4a. Пусть f — липшицевское отображение ориен- 
тированного г-мерного полизэдра Р = E* в Е". Тогда для любых 
чисел 1 >O0 ue >O0 существует число © >0, обладающее сле- 


дующим свойством. Пусть pane — произвольное симплициальное 
разбиение полиэдра P, имеющее полноту > j и степень мелко- 
сти <0, и пусть /’ — соответстзующее симплексно-аффинное 
отображение, аппроксимирующее f. Тогда | 


(3) Пл OJP) ap <, 
Р | | 
(4) Mii) — f 4-@ap| < 
| Е op м 
(5) (7) — [Map] < 
Е 0 
(6) Хе fv, @lap|<e, 
| op 
(7) Пл f14/@)14r| <e. 
Р 


1) Это — обычная теорема в теории площадей. См. например (для 
г =2, п=3), RademacherH,, Uber partielle und totale Differenzier- 
barkeit von Funktionen mehrerer Variablen |, Math. Ann., 81 (1920), 52—63. 
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Мы докажем неравенство (3); остальные неравенства сразу 
из него следуют. Мы можем считать, что Р — некоторая клетка. 
Выберем такое число р < 1, что 


687 P| 2.7871 P| е 


№ гот’ Мы S3 
ОЛлОЖИМ 
(9) Е [(7 — 1)! яр’ | 


г 
6%, 


Так как дифференциал Vf измерим (IX, теорема 11B), TO мы можем 
по теореме Лузина найти такое замкнутое подмножество Q CP, 
что 


(10) |IP\Q|<%, УЛ непрерывен в 0. 
Выберем такое число & >> 0, что 


(0 1УЛ@)— УЛ(Ф)| <, если р, 969, |9 —Р|<® 


Допустим теперь, что Р= Dd o,, как требуется в лемме. Пере- 
нумеруем симплексы в, таким образом, что если Н =Р`\ 0, то 


(12) lo. ПН| < р”|ч,| npn “k=1,-..., т, 
и это неравенство не выполняется при k > т. Положим 
(13) 226, «0s Ц Ра: | gee 


При любом Е т симплекс в, удовлетворяет условиям 
леммы 2а. Поэтому мы можем воспользоваться неравенством (3.1), 
которое вместе с (8) дает 


= | р | 
J lie кз RSM. 
бр 


В силу (1.5), (1.4) [мы можем считать, что (r—1)!y< 1, см 
(ГУ, 14.3)], (12) и (8) 
26” o, | 87 в | cp | 


halt — 16 < ЕР < oe 


пр kam 
Поэтому 


2 
Пл < : 
р’ 


Из определения множества Р” и из неравенства (10) следует, что 


p | PY’ | = 2 Malis Zan < | в. 
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и, 
2( =); 
Е ое 


Поэтому в силу (9) 


© 


Таким образом, неравенство (3) выполняется. 


5. Лемма о непрерывности. Мы обобщим неравенство (У, 3.6); 
см. также теоремы 6B, 13А и 7B. Если f и g имеют одну и ту же 
область определения Q, то мы полагаем 


(i). - — був = sup{|g(p)—f (p)|: рЕЗ}. 


Пусть / — аффинное отображение г-мерного ориентированного 
симплекса с в Е”. Тогда образ fo является ориентированным сим- 
плексом (быть может, вырождающимся) и поэтому г-мерной цепью 


в. EB"... Benn A= У ajo; — некоторая полиэдральная цепь, a f — 


с `@ 
отображение, аффинное в каждом симплексе су, TO ГА = У а, Г} 
есть полиэдральная цепь в Е”. Мы обобщим это в § 6. 


Лемма 5a. Пусть Р — полиздр, представленный в виде сим- 
плициального разбиения с симплексами oS, и пусть 


(2) Ки fy —O8sa отображения noausdpa P в Е", аффинные 

в каждом симплексе GF. 

Предположим, что | 
(3) *, и 8, «ЕР в каждом симплексе $. 


Тогда для любой цепи A= Ура! 


(4) lf, A— АР <8, , (АЕ 0А]|). 
Если точки F(t, р) в (5) лежат в открытом множестве 5, 
то в (4) мы можем взять норму |. А— AS вместо нормы 
1 А— ЛА [?. 

Положим 


5 Ft. p)\=(—Dfo(p)LEf,(p), 0<Е<1, вЕР: 


Это — липшицевское отображение декартова произведения / ХР 
(Г — единичный отрезок) в Е”. Пусть eg — единичный вектор, идущий 
вдоль /. Пусть, далее, дан произвольный симплекс oS, и пусть 


е,..., е, — ортонормальная система в of. Тогдае +», @, будет 


1 о’ @y> : 
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os : 5 
ортонормальной системой в /Ж of. Возьмем точку р € int (34). Полагая 


= 6,7, мы при {> 0 имеем | УЛ, (р, е;)| <Ё, и поэтому 
IVF (t, р, г) [= |1 — ЭУЛо(р, в) +t V(r. ед) |< Е, #>0. 
Кроме того, 
| УР (Е, р, ео) | = | Л: (р) — Ло (р)| < 8. 
Следовательно, 
(6) Jet. Р)| = УР, р, во...) в IX of. 


Для некоторого числа 1 > 0 существует сколь угодно мелкое 
подразделение полиэдра / Х Р полноты > 1, дающее подразделение 
каждой клетки /Ж oe; см. лемму (П. If, 4b) и (П.П, 12). Пусть, 
скажем, 0A= У, р’ ". Для заданного в > 0 положим e/=e/( >) | a; + 
> ). Рассматривая отображение F в каждой клетке |X of 
при всех А и при $5=г и г— 1, выберем С>0 по лемме 4a 
достаточно малым для всех этих клеток, взяв в указанной лемме =” 
вместо =. Пусть F’ — соответствующее симплексно-аффинное ото- 
бражение полиэдра /ЖР. Так как |/ X of | = | 5$ |, то из (4.7) 
и (6) получаем | 


Е (x 5) | < pele = 8 [о | =". 
ix oF 

Следовательно, в силу того, что / xX А= Ха, Ux о) ит. д., 

IP UXA| <i а [9 ай, 

1 | 
|9 UX 94) | < LT" вл lo "|e! Syl. 
Так как отображения Л, и f, симплексно-аффинны, то F’ (Е, р) = 

= F(t, р) при t=-0, 1. Поэтому 


БР’ (0 ХА) = ЛА, С’ (1 ХА = ЛА, 
и формула (П. П, 13.6) дает 
(7) Л.А — А =Р’((Х 0A)+ OF’ (ИХ А). 
Отсюда получается неравенство (4); утверждение относительно $ 


очевидно. 


6. Липшицевские цепи. Пусть А — некоторая г-мерная поли- 
эдральная цепь и ff — липшицевское отображение полиэдра 
Р == р* (А) в Е". Соответствующую липшицевскую цепь fA мы 
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определяем следующим образом. Пусть ©,P, ©.Р, ... — полная 
последовательность симплициальных подразделений полиэдра Р; 
это значат, что комплекс ©,,, является подразделенлем ком- 
плекса ©, и что для некоторого д > 0 все симплексы имеют пол- 
ноту > 1. Пусть f,, fo, ...— соответствующие симплексно-аффин- 


ные отображения полиэдра Р в Е". При каждом № f,A есть поли- 
эдральная цепь в E” (см. § 5). Положим 
(1) ГА == Им? f,A 
Е >< 
Чтобы показать, что предел существует, возьмем любые номерах, J; 
пусть, скажем, ^ <[. В каждом симплексе с); комплекса ©,P оба 
отображения /,, Л, являются аффинными; по лемме la 


vy 


а (— Я as 


Поэтому в силу леммы да 
А — FAL? вил (LAL FLT 119A). 


Очевидно, бул —0 при k, [+ со; таким образом, предел сущест- 
вует. 

Чтобы показать, что этот предел не зависит от выбора после- 
довательности ©,P, ©.Р, ..., рассмотрим другую последователь- 
ность ©)P, @.Р, ... и соответствующие отображения /’, /., .... 


Пусть, скажем, g <L’; положим [+ = зир {L, L’}. Возьмем любой 
It 
номер k. Рассматривая общее симплициальное подразделение ком- 


плексов ©,P u ©,Р (П. Il, лемма 3b), мы заключаем на основании 
леммы 5a, что 


Lee i Al Lo pte (514-157 *|dA|) 0 при k —> со. 


Допустим, что само отображение f является симплексно-аффин- 
ным по отношению к некоторому симплициальному подразделению 
полиэдра Р. Если рассмотреть полную последовательность подраз- 
делений полученного комплекса и соответствующие отображения f,, 
то очевидно, что /, =, и поэтому f,A = fA при любом А. Cues 
довательно, новое определение цепи fA совпадает с прежним, когда 
прежнее определение применимо. 


Лемма ба. Пусть f — липшицевское отображение ориен- 
тированного г-мерного симплекса в в Е". Пусть g — сохра- 
няющее ориентацию аффинное отображение г-мерного сим- 
плекса. с’ на в; положим. f’(p)=f (g(p)) в’, Тогда ]’о’ = fa, 
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Возьмем полную последовательность подразделений симплекса 9’, 
и пусть f’, }.,...— соответствующие отображения. Так как ото- 
бражение © аффинно, то существует соответствующая полная 
последовательность подразделений симплекса с и соответствующие 
отображения f,, ]»›,.... Так как, далее, Г, (р) =], (8 (р)) в вер- 
шинах соответствующего подразделения и так как эти отображения 
симплексно-аффинны, TO Х, (р) = Л, (&(р)).в в’; следовательно, 
fio =, (go) =f,9. При №-»› со получаем требуемый результат. 

На основании этой леммы мы можем для данных /АиР == зрЁ (А) 
взять некоторое разбиение полиэдра P, заменить (замкнутые) г-мер- 
ные клетки попарно не пересекающимися г-мерными клетками в Е” 
и определить соответствующее отображение f’ объединения этих 
клеток; очевидно, отображение f’ будет липшицевским. Если A’ — 
соответствующая полиэдральная цепь в E’, то f’A’=fA. Мы 
можем, таким образом, все липшицевские г-мерные цепи получить 
как образы полиэдральных цепей в Е”. 

Мы покажем, далее, что 


(2) о Мера 


Возьмем разбиения ©,с, ©. в, ... с полнотой > 1 >> 0. По заданному 
e > 0 выберем © >0 в соответствии с леммой 4а. Возьмем любое 


такое А, что степень мелкости разбиения ©, меньше ©. Пусть, 
скажем, ©,9 — >) 3,;- Возьмем точки p;€o,,. Тогда, если отобра- 
i 


жения f, взяты, как в последней лемме, TO из (4.2) и (4.3) находим 
® ‘ 
1 < У Sete = || 4, | <‘ 4-5 
i sc o 


при &-› со, пользуясь (V, 16.1), получаем (2). 
Теорема 6A. Для любой г-мерной липшицевской цепи fA 
(таким образом, якобиан У; определен н. в.) 
(3) |fAl< MAI, если |J,| <M в spt(A), 
(4) | FAL GAL. 
Это сразу следует из (2). См. также теорему 7A. 


Теорема 6В. Пусть К — некоторый симплициальный ком- 
плекс, и пусть fy, и /, — отображения комплекса К в Е", 
для которых %,;, %<[ в каждом симплексе комплекса К 
(или в самом К). Тогда для любой г-мерной симплициальной 
цепи А комплекса К справедливо заключение леммы Da. 


7. ЛИПШИЦЕВСКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ОТКРЫТЫХ МНОЖЕСТВ 409 


Для любого симплекса с; комплекса К пусть, скажем, Vf, u УЛ, 


определены и измеримы на множестве RE, loz \ Qe |, = 0. Как 
ив § 5, находим 


1=(&, р)|<М/, pEQ, 0<1<1. 
В силу (3) 


[FLX 8) |< 1Х [=] |. 


Поэтому | FU xX A)| < el’ | Al, |Е(Х 0A)| < М (ale и фор- 
мула (5.7) в применении к РГ дает неравенство (5.4). на этот. 
раз в (5.4) можно взять | /, А — fA Ie | 


7. Липшицевские ана открытых множеств. Для 
данного открытого множества R в Е" положим 


1)  рр(р, 9) = inf {длин кривых, соединяющих ри q B R}. 


Мы считаем, что р»(р, 9) = оо, если в К не существует кривой, 


соединяющей эти точки. Мы могли бы, очевидно, потребовать, 
чтобы кривые были ломаными линиями. Ззметим, что если ра — пря- 
молинейный отрезок, соединяющий точки р и 4, TO 


(2) |g—Pl<pp(e, 9); |9—Pl=Pp(p, 9), если раЕ К. 


Пусть f — непрерывное отображение открытого множества RCE” 
в открытое множество $ СЕ". Тогда К-константой Липшица 
отображения f называется число 


os (1(Р) 4) | 


ay = Е. 


при условии, что рассматриваемая верхняя грань существует; если 
это так, то отображение / называется Ю-липшицевским. Упомянем 
несколько элементарных фактов. Число ®;,ю He зависит от 5; 
мы могли бы заменить $ любой окрестностью множества / (К) 
или же пространством Е”. Любая кривая в Ю переходит при ото- 
бражении / в кривую, длина которой не более, чем в AR раз 
превышает длину данной кривой. Мы имеем 


(4) es (Л (р), 1 (9)) <, [9—Р|, если рае. 


Поэтому отображение f является „локально липшицевским“; в дей- 
ствительности, если обозначить через f|Q отображение f, рас- 
сматриваемое только на подмножестве QCR, то мы будем иметь 


(5) Sno < Вю, | если QCR и О выпукло. 
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Отсюда следует, что отображени> / являзтся лип'иицевским на 
любом компактном подмножестве множества Ю; таким образом, для 
любой полиэдральной цепи А в К, как ив $6, определена лип- 
шицевская цепь fA. Если ГА = Иш? f,A, как в (6.1), то f,ACS 
ae всех достаточно больших Rk и, как видно из теоремы (УШ, 2В), 
lim? j,A= fA, 

Теперь мы покажем, каким образом каждое Ю-липшицевское 
отображение f определяет отображениг ЛА бемольных цепей А 
множества А, если только цепи А удовлетворяют некоторому усло- 
вию. Мы будем пользоваться обозначением | 


(6) alt] — sup {a’, а”+!. 


Теорема 7A. Пусть f — некоторое R — липшицевское omo- 
бражение открытого множества RCE” в открытое множе- 
ство SCE”. Тогда отображение fB пространства полизэдраль- 
ных цепей В в множестве R в пространство липшицевских 
цепей в множгстве 5 можно едлнственным образом продэлжать 
в линейное отображение пространства бемольных цепей А 
множестза R, для которых 


ps 1 (spt(A))cS, 
в пространстзо бемольных цепей fA множестза $ mak, чтобы 
выполнялись следующие условия (г == dim(A)): 


(8) ГдА == ГА, 

(9) 11А| < ® в |А|, 

(10) А: < | Alp. 
(11) spt me Tess 


Замечания. Условие (7) выполняется для всех компактных 


цепей A; если f(R)CS, то оно выполняется для всех цепей А. 
Простые примеры показывают, что в общем случае оно не выпол- 
няется. Если бы мы ослабили ограничения, наложенные на отобра- 
жение ff, предположив только, что оно является локально липши- 
цевским (липшицевским в окрестности каждой точки, или, что то же 
самое, в каждом компактном множестве), то мы все еще могли бы 
определить fA для всех компактных цепей в К. 

Сначала мы докажем, что указанные выше условия выполняются 
для полиэдральных цепей А; очевидно, отображени? f на простран- 
стве этих цепей линейно. Возьмем любой Г-мерный ориентирован- 
ный симплекс с в Ю. Пусть ©, ©», ... — некоторая полная 
последовательность подразделений симплекса с; она определяет также 
полную последовательность подразделений границы Os. Если 
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Л; — симплексно-аффинное отображение симплекса 3, определяемое 
отображением f и подразделекием ©,;5, то, как мы отметили выше, 


lim? Льз = fo, lim? Года 7 05. 


Так как отображение f, симплексно-аффинно, то ясно, что f, дз = 
= 0/,з. Поскольку операция д непрерывна, отсюда следует равен- 
ство (8) для в, а следовательно, и для любых полиэдральных 
цепей А. 

Неравенство (9) для симплексов непосредственно вытекает 
из (6.2) и (5); поэтому оно выполняется для полиэдральных цепей А. 
Включение (11) следует из определения липшицевских цепей fA и 
носителей. 

Чтобы доказать неравенство (10) для полиэдральной цепи А, 
возьмем произвольное ¢ > 0. Выберем в R такую полиэдральную 
цепь 0), что 


|A—0D|+|D/< АВ 
Тогда неравенства (8) и (9) дают 
| FAL? <|F(A— 96) $ +1 0fD If < 
<» |A—OD|+ Ye |DI< Mp (1A le +2): 


откуда и следует (10). 

Возьмем теперь любую бемольную цепь А в R, удовлетворяю- 
щую условию (7). Тогда существует окрестность Их множества 
О, = f (spt(A)), для которой Иу=5, и. окрестность И множества 
Q=spt(A), для которой f(U)CU,. В силу теоремы (VIII, 3C) 
существует такая последовательность А, Ag, ... полиэдральных 
цепей в U, что lim A; = А. Применяя неравенство (10) к f (A; — А,), 
находим, что в бемольной S-HOpMe последовательность f A,, р, БЕ УЕ 
является фундаментальной; мы определим fA и докажем, что 


ГА = 8 fAj. 


Заменяя множество $5 пространством Е”, мы прежле всего 
видим, что ГА = Нм ГА, ‘существует как цепь пространства’ Е”. 
Далее, выбирая такую полиэдральную цепь В, в Uo, для которой 


| fA, — В; |? < 1/i (VIII, теорема 3C), мы видим, что в бемольной 
S-Hopme B,, By, ... есть фундаментальная последовательность поли- 


эдральных цепей, лежащих в замкнутом множестве U,CS; теперь 
ГА = Им? В,. В соответствии с определением (VIII, 1) мы заклю- 
чаем отсюда, что fA есть бемольная цепь множества $ и что она 


равна lim? /Ау.. Очевидно, неравенство (10) продолжает выполняться. 
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Теперь spt(fA)CU >, и так как окрестность U, была произволь- 
ной, то имеет место включение (11). 

Пусть снова дана цепь A; так как spt(0A)Cspt(A), то rpa- 
Hula OA удовлетворяет условию (7); поэтому ГОА есть цепь MHO- 
жества $5. Запишем, как и выше, A=lim? A;. Тогда 0A = lim? 0A; 
и неравенство (10) показывают, что ГОА = !т8 ГдА;. Следова- 
тельно, пользуясь для А; равенством (8), получаем 


foA=lim? ОХА; =дИНтВ ГА; = Of A, 


и равенство (8) доказано в общем случае. 

При доказательстве неравенства (9) для бемольной цепи А мы 
можем предполагать, что масса | А | конечна. Тогда (VIII, теорема 3C) 
мы можем выбрать рассмотренные выше полиэдральные цепи A, 
так, что Ни |А,| =|А|. Tak как для цепей A, неравенство. (9) 
выполняется, то мы имеем 


|ЛА| = [1$ ЛА, | < Нм [ Аз | < в lim | A; | == | Al. 


Это завершает доказательство теоремы. 
Докажем теорему о непрерывности. 


Теорема 7B. Пусть К, $, / — такие же, как в предыду- 
щей теореме, и пусть А— некоторая бемольная цепь мно- 
жества КЮ, удовлетворяющая условию (7). Тогда для любых 
чисел Lue > 0 существует такое число © > 0, что для любого 
В-липшицевского отображения g множества В в $ и любой 
бемольной цепи В множества К, удовлетворяющей по отно- 
шению к & условию (7), | 


(12) |8В — ГА] <e, если |B—AlZ <5, № <L, 8, < 


Пусть Lo = sup {®;ю, L}; выберем такую полиэдральную цепь А, 
в А, что | 
|Ai— ARR < 
1 mas я © 
R 4pi7] 
Положим P=spt(A,). Для некоторого п > 0 существует после- 
довательность симплициальных подразделений ©,P, ©.Р, ... пол- 
ноты 21. Положим L, == L,/[(r — 1)! т] и 
= 


— 4зир (2, ИА МТ дА, |} 


Теперь возьмем любое отображение 2 и цепь В, удовлетворяю- 
щие указанным выше условиям. Пусть fp и ©, — симплексно-аффин- 
ные отображения полиэдра P, соответствующие подразделению ©,Р. 
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B силу ‘леммы 1a константы A и Xe, в каждом симплексе KOM- 
плекса ©,P не превосходят L,. Кроме того, OF ep ЗА) 6, 
где i, a Поэтому в силу леммы ба при достаточно большом R 


= 1+h 
Led — Fes 1B <A AY)S АНИ 94|) < Ст, 
и при А > со мы получаем 


|5 А, Ав < 


= 
Далее, в силу (10) 
_5А— ХА, NE < Yk LA— Al, <, 
[ЕВ — &А, [3 <L"(|B—Al,g +1A—Alg) < 5. 


Из этих неравенств получаем (12). 
В заключение докажем теорему о транзитивности. 


Теорема 7С. Пусть R, R’ u №" — открытые множества 
в евклидовых пространствах Е, Е’ и Е” соответственно; 
пусть, далее, f — некоторое К-липшицевское отображение мно- 
жества R в R’ и #— некоторое Ю’-липшицевское отображе- 
ние множества R’ в К”. Тогда gf есть В-липшицевское ото- 
бражение множества К в К”. Кроме того, для любой бемоль- 
ной цепи. А множества К, для которой 


О= РКА), @=71 Фак, = 


(эти условия выполняются, например, если цепь А компактна), 
(gf) А есть цепь множества R” u 


(13) (gf) A= 8 (fA). 


Положим A=gf. Допустим сначала, что A есть некоторый 
‘симплекс о. Взяв полную последовательность подразделений сим- 
плекса`о, мы обозначим через f,, fo, ... соответствующие сим- 
плексно-аффинные отображения (в А”, если ее доста- 
точно мелки). Теперь vy, < [Г для некоторого Ё и lim. fis = fa. 
Поэтому ‘неравенство (10) дает 


Ни, g (fis) = 8 и с). 


Положим й; = gf, Применяя лемму ба к каждому симплексу % 
1-го подразделения, получаем й;з = 2 (1:3). (Если симплекс }л 
вырождается, то he = в (Ал) =0.) Кроме того, Xn, < LX gr’, так 
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как в силу (5) ®. |\^ < Жв,ю’ Для каждого т. Следовательно, по тео- 


peme 6B lim Be his = hs. Поэтому 
hs = Ир» g (fi) = g (fo). 


Таким -OOpa30M, для полиэдральных цепей ре (13) выпол- 
няется. 
Теперь рассмотрим общий случай. Так как, очевидно, Lye < 


<: в, и h(Q)<Q”CcR", то ВА является бемольной цепью 


множества КЮ”. к полиэдральные цепи A,, Ay, ... в R, 
для которых lim’ А; = А. Тогда в силу неравенства (10) 
Шир, ГА; а А, Ни, g (ТА) —= g (f A), Ни, hA; == A. 


Так как g(fA,)=AA;, то отсюда следует (13). 


8. Липшицевские отображения и бемольные коцепи. Мы дока- 
жем теорему: 


Теорема 8A. /Л/усть f — некоторое Ю-липшицевское ото- 
бражение открытого множестза RCE” в открытое множе- 
ство SCE™. Тогда, полагая 


(1) ['X-A=X-fA 


для любой г-мерной бемольной цепи А множества В, удо- 
влетворяющей условию (7.7), мы определяем для любой г-мер- 
ной бемольной коцепи Х в S некоторую г-мерную бемольную 
коцепь f'X в Ю. Мы имеем 


(2) | df*X == f* dX, 
(3) 1х1 |X], 
(4) PX, < Sie 1. 


Если вдобавок g есть $-липшицевское отображение в откры- 
moe множество 5’ Е’ и У — бемольная коцепь в 5’, то. 


(5) | — (ЛУ = ЛР (У). 
`Возьмем любую бемольную цепь А множества R, удовлетво- 
ряющую условию (7.7). Тогда из (1) и (7.10) мы получаем 
[ЛХ АХ. fA] <IXIZ ЛА ВХ ALR. 
Так как множество цепей рассматриваемого вида плотно в про- 


<странстве г-мерных бемольных иепэей множества R, то равенство (1) 
определяет некоторую г-мерную бемольную коцепь множества К, 
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удовлетворяющую неравенству (4). Поскольку для любой бэмоль- 
ной цепи A, удовлетворяющей условию (7.7), 
аР*Х. А= *Х.дА=Х. fdA=X-dfA=f'dX- A, 
условие (2) выполняется. Неравенство (3) следует из (7.9): 
|X Al=|X+ ЛА] «ХНА < Як [ХПА|. 
Наконец, пусть заданы f и 2; возьмем любую полиэдральную 
цепь Ав R. Тогда 


(В7У- АУ. РА=У- 8 (А—=Л (У). А. 
Поэтому выполняется и равенство (5). 
Докажем теорему о слабых предзлах [см. (VIII, 1 (5)]: 


Теорема 8B. Пусть о же, как выше, отобра- 


жение, а Хи Хх, (i==1, 2, ...) — бемольные коцепи в $. Тогда 
(6) м1 = IX, если wkl? X; = X. 
i > oo > © 


Возьмем любой симплекс ов Ю. Тогда 
Я op tm CX, + fap= As fos= fX «a, 


В силу (4) нормы |/*Х, be равномерно ограничены; поэтому (6) 
справедливо. 


9. Липшицевские отображения и бемольные формы. Пусть 
] — гладкое отображение открытого множества RCE" в открытое 
множество SCE”, и пусть w — непрерывная г-форма в 5. Тогда, 
как в (II, 4), существует соответствующая г-форма f*w в К, опре- 
деляемая формулой 


(1) ffw(p)- «=f (® (9) ) - «== 0(4) - УЛ(ф, 9), а=Л(ф). 


Пусть теперь f — липшицевское отображение, и пусть w — бе- 
мольная г-форма в 5. Нельзя ожидать, что формулой (1) можно будет 
воспользоваться для определекия формы f*w; например, отобра- 
жение / может переводить Ю в подмножество множества 5, 
на котором форма ® не определена. Мы определим f*w, взяв 
коцепь Х = Фо, соответствующую форме w (IX, теорема 70), 
образовав коцепь X* = f*X ($ 8) и найдя форму Ох» = ФХ*, соот- 
ветствующую коцепи Х*: 


(2) ftw = OF Vo. 
Относительно коцепи Х это записывается следующим образом: 
(3) Ре Das, 
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Теорема ЭВ, которую мы докажем ниже, показывает, что 
форму, эквивалентную форме f*w (IX, 7), мы можем получить 
с помощью аналитической формулы (1), если только сначала мы 
‚улучшим“ форму w, заменив ее формой Ох, где Х=: Фо. Таким. 
образом, одно из важных свойств формы Dx состоит в том, что 
она всегда определена на множестве, достаточно большом для того, 
чтобы привести в действие эту аналитическую формулу. Это показы- 
вает также, что в ранее встречавшейся ситуации оба определения 
формы /]*® совпадают. | 

Отметим, что теорема 9B показывает, что Ох(4, 8) существует 
для некоторого В, именно для В = У] (р, a); однако она не утвер- 
ждает, что Ох(4, В) существует для остальных В. Может случиться, 
что Dx (4) как г-ковектор не существует ни для одной точки 4 = ] (р). 
Так, между прочим, будет обстоять дело в примере, приведенном 
в введении к гл. IX, если в качестве f мы возьмем отображение. 
симплекса с! в интервал оси х. 

Напомним, что Ох (4, 8) сначала определяется для г-направле- 
ний В формулой (IX, 4.1), а затем для любых простых г-век- 
торов В #0 формулой (V, 10.10). Напомним также, что из суще- 
ствования ковектора Dx (р) следует линейность произведения Dx (p)-a 
относительно а. 


Теорема 9A. /ГЛусть / — некоторое Ю-липшицевское ото- 
бражение открытого множества RCE” в открытое множе- 
ство SCE”, и пусть Х — бемольная г-мерная коцепь в 5. 
Положим Х* = f*X, Тогда для любой точки pCR, в которой 
отображение } дифференцируемо (IX, 11) u существует Ох» (р), 
существует и ковектор Dx(f (p)) относительно плоскости P,, 
и через точку f (р) в направлении Vf (р, «(р)) (IX, 5), и 


(4) Dyn (р) = „Ох (У (р). 


Замечания. Плоскость’ Г состоит из всех точек вида р р 
--Vf(p, 9). Теорема была бы верна и в том случае, если бы 
в определении формы Dx мы пользовались р-полными последова-. 
тельностями симплексов, не обязательно содержащих точку р. 
Вместо выписанного ниже неравенства (8) мы должны были бы в этом 
случае воспользоваться следующим неравенством, основанным на 
(IX, 2.6): 


| а i 
(5) diam (PU 2)| 931 6-Е, 


Мы докажем теорему сначала в частном случае r=. Так как 
отображение / дифференцируемо в точке р, то мы можем опре- 


9. ЛИПШИЦЕВСКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И БЕМОЛЬНЫЕ ФОРМЫ 417 


делить аффинное отображение F множества R в пространство Е”, 
полагая 


(6) F(p’)=q+Vf(p, p’—p) G=f(p). 


Прежде всего мы покажем, что для любых чисел л >O Une > 0 
существует число © > 0, обладающее следующим свойством. Для 
любого г-мерного симплекса с 


(7) |Х. Fo—xX- fo| <=||, если 9 (<) > 1, pEscU, (р. 


Для некоторого 1’ < 1 существует последовательность подразделе- 
ний симплекса с полноты > 7’ >0. Выберем е’`> 0 так, чтобы 
было | | 


r 1 в i — 


Выберем & < 1/2 на основании свойства (с) из теоремы (IX, ИВ), 
взяв в этой теореме =’ и 1’ вместо е и 1. Теперь выберем сим- 
плекс с так же, как и выше. В силу (IX, 11.1) | 


Л) —Р (| <= |[р’— | <= Чат (5), p’ Eo. 
_ Поскольку ®<®;ю, теорема 6B дает 

[Ра — fol? «ув (|8 *| д |). 
В силу (IX, 2.7) 


(8) diam (0)| do] < foe | 


Поэтому [так как бр <e’ Чат (5) < =’ в 5] 


r+1)L’ 

Fso— fo "| r see) ie o]<elo 

|X + (Fo— fo)| <| Xf = | r+ TE |191 Sela]. 
Ориентируем пространство Е” = Е", выбрав г-направление Qo. 
Допустим сначала, что /,(р)=0. Тогда, чтобы доказать (4), нам 
нужно только показать, es Ох+ (р, %) =0. Пусть в1, a, ... — 
некоторая полная р-последовательность Г-мерных симплексов; так 
как /е(р)==0 и, следовательно, симплексы Ро; вырождаются, 

то Х. Ро, ==0. Следовательно, из (7) мы получаем — 

: A + OF . X + fo; 
Ох» (р, 0%) = lim a lo 
: i 
Допустим теперь, что J-(p) #0. Тогда F является взаимно 
‘однозначным аффинным отображением пространства Е” на неко- 
торую г-мерную плоскость Р в пространстве Е”, проходящую 


=. 


77 35 итни 
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через 9, и имеет обратное аффинное отображение F *, определен- 
ное на Р. Положим 
1 


в = |1, (р) |, ит %==6'/,(р); 
тогда a, есть г-направление плоскости P, надлежащим ‘образом 


ориентированной. Пусть 7, *.,... — любая полная 4-последова- 
тельность симплексов в Р, ориентированных как и @; мы дока- 


жем, что 
(9) b lim т = Ох» (р, %). 


То`да отсюда будет следовать, что Dx(q, Л,(р)) существует И 
Dx (9, 7,2) = Dx (9, %) = Ох» (Ps %), 


и мы получим (4). 


1 

Положим в, == Р` t,; это — некоторый г-мерный симплекс в про- 

Г . 

странстве Е”, и в силу (4.1) |<;| =6|5;|. Положим L, =%,-1; 
тогда 


b’ |<; | b’ 
‘ diam’ (s,) sai [Л diam” (*,) il (т 
и поэтому с,, So, ... есть полная р-последовательность и 
о a 
lim oa == Ох» (р, %). 
1 


Кроме того, на основании (7) 
: X .т, X*-6,\ 4, X+Fo;—X- fo 
lim (о i a )=lim В aio 
| 7 |<; |<; | 
Из этих соотношений вытекает равенство (9); доказательство для 
случая г —= п закончено. 

В общем случае из только что доказанного следует, что 
Ох (4, УЛ(р, %)) существует и равно Ох»(р, «) для каждого про- 
стого Г-вектора &; так как второе из этих выражений линейно 
относительно &, то линейно относительно a будет и первое. 


и, 


Теорема ЭВ. Пусть Г. и X—makue же, как в предыду- 
щей теореме; положим ® = Dx в S. Тогда формулой (1) можнв 
воспользоваться для определения г-формы f*w п.в. в КЮ, и эта 
форма будет эквивалентна форме, определенной формулой (2). 


Это непосредственно вытекает из предыдущей теоремы; напом- 
ним, что произведение (4). В обязано быть линейной функцией 
от В только для некоторых В. 
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Теорема 9С. Пусть f, Хи ®— такие же, как в преды- 
дущей теореме. Тогда при любом из двух определений формы f*w 
мы имеем | 


(10) df*w= f*dw п.в. в ВЮ. 


Напомним, что 4 определяется в (IX, 12.2). Так как в этом 
определении используется только коцепь, соответствующая форме &, 
то предыдущая теорема показывает, что левая часть равенства (10) 
не зависит от того, каким определением формы мы пользуемся; 
таким образом, от этого не зависит п. в. и правая часть. При onpe- 
делении (2) равенство (10) непосредственно вытекает из (8.2) и 
(IX,. 12). 


10. Липшицевские отображения и диезные функции. Пусть 
даны Ю-липшицевское отсбражение f открытого множества А в $ 
и функция ©, диезная в $. С помощью. формулы 


(1) 9° (р) = (F"¢) (р) =Ф0 (Ф)) 

определим соответствующую функцию $” = ]*ф, диезную в КЮ. 
Ясно, что 

(2) Iftel<lel fer Зв, [Л 9. 


Сохраняя обозначения параграфа (IX, 12), мы будем здесь обо- 


значать через Уф нульмерную коцепь 9, соответствующую функ- 
ции $. Указанное выше отображение диезных форм эквивалентно 
отображению соответствующих нульмерных коцепей; иными словами, 


(3) Го = 9. 
В самом деле, 
Фо. р= Фо. Л (р) =0 (р)) =F (р) = Vo": р. 
Если X=9, TO формула (3) дает формулу (9.4) в размерности | 


нуль для всех точек PER. 
Мы покажем, что для любой г-мерной бемольной коцепи X BS 


(4) Л* (eX) = (РФ) (РХ) = ¢* F*X), 
(5) Dy (ex) (p) = 9 (Ff (p)) Dy#x(p), если Оу»х(р) определено. 


Возьмем любую точку р, в которой форма Dy#x(p) определена, и 
положим а = o(f (р)). Так как /*5Х + <=. of (VII, 2.1), то мы, 


21* 
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как в доказательстве равенства (IX, 7.6), находим 


| ar 
Ручех (Pp) + % = lim ae Рузх (р) ‹ & = Шт | ый 


(gp — а) fo,| << |e—a|&r |; |, 
[27а; — а/з;| < лю [oj], если lp (р) —al <=, в f(3,), 
и при {—> со получаем (5). Из (5) и СХ, 7.6) следует (4). 


11. Липшицевские отображения и произведения. Мы пока- 
жем, что на рассматриваемый нами случай переносятся обычные 
формулы алгебраической топологии (и теории дифференциальных 


форм). 
Теорема 11А. I/ycms f — некоторое Ю-липшицевское ото- 


бражение открытого множества RCE" в открытое множе- 
ство SCE™. Тогда для любых бемольных коцепей Xu YeS 


(0 Вы 
- Положим ре | | 
РА, ВА И. 


Допустим сначала, что коцепи Х и У гладкие (т. е. формы Ох 
и Ду гладкие). Тогда в силу (IX, 14) 


‘Dz(q) = Dx (а) \ Dy (9) для всех 46$. 


Пусть @ — множество точек PER, для которых Ох»(р), Dy«(p) 
и Dz:(p) существуют, Dz (р) = Ох» (р) М Ру»(р) и отображение f 
является дифференцируемым в точке р; тогда м 0. Возьмем 
любую точку pEQ и положим 4 = (р). В силу теоремы 9A и 
формулы (I, 10.4) | и 


реф = А 9) = fo (Dx @ V Dy @) = 
=: fy Dx (9) М FpDy (а) = Бх+ (р) М Dy#(p) = Dz’ (р). 


Следовательно, 07+ = Dz п. в. в Ви 2* =’, 
Теперь рассмотрим общий мы Положим S, = И\шие (5). 
Запишем ; 
Aaa wklg, X;, У = wklg, У; в каждом Sy, | 
I> 4-> со 
roe Х; и У, — гладкие коцепи в S,, такие же, как в (V, 13). Тогда 
_ для любого открытого множества К’, для которого f (R’)CS, при 
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каком-либо А, на основании теоремы (IX, 17А), теоремы 8B и 
доказанного выше мы получаем 


ГМИ wkl¥, (Хо У) = мк, f (Хо У) = 
= %КИ, Гог Y,) = в, FFX, wk. aa as fy 
в R’ и поэтому в А. 
Теорема 11В. В обозначениях теоремы 11A 
(2) Ол» (р) = Ох» (р) У Ру»+(р) в. в. в К. 


Это сразу следует из (1) и определения (1Х, 14.7). 
Из этой формулы и теоремы 9A мы можем извлечь дальнейшую 
информацию относительно справедливости равенства Dz = Dx \/ Dy: 


Теорема 11С. В обозначениях теоремы 11А 


(3) Dz(f(p))=Dx О (р)) У Ву О (p)). в пространстве-образе 
| отображения Vf (p) п.в, в Ry 


°-В самом деле, мы находим 


(4) 0:0 ()= бк (ФМ №54) в.в В, 


и это дает нам (3). 
’Когда первый множитель имеет степень 0, мы получаем произ+ 


ведение ф‹› Х=фХ; см. (IX, 14.24). Если мы воспользуемся фор- 
мулой (2), то получим формулу (10.5) п. в. BR. 
Мы закончим формулой, относящейся к С»-произведению. 


Теорема 11D. В обозначениях теоремы 11А для любой 
бемольной цепи А множества КЮ, yeassemsopmomen усло- 
вию (1.1), и любой бемольной коцепи X в 5 


(5) ЁХо А) = Хо ГА. 


В самом деле, пусть У — произвольная бемольная коцепь в S 
надлежащей размерности. Тогда по формулам (IX, 16.2) и (1) 


у. ГХо А) = ЛУ. (“Хо А) = (ГУ о ЛХ). A= 
=f*(YUX)- A=(YUX)-fA=Y- (XO fA). 


Если X =o — нульмерная коцепь, то из (5), (IX, 16.18) и (о 1) 
мы получаем 


(6) | fe A=ofA, 9 (p)=o(f (p)). 


Это следует также непосредственно из (10.4) (и обратно).. 
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12. О бемольной норме липшицевских цепей. Точно так же, 
как бемольная норма полиэдральной цепи А определяется путем 
нахождения нижней грани суммы | A—dOD|-+-|D| для полиэдраль- 
ных цепей D, так мы можем найти бемольную норму липшицевской 
цепи A, рассматривая липшицевские цепи D. Это представляет 
интерес при изучении цепей в метрических пространствах. 


Теорема 12А. Для любой липшицевской цепи А в откры- 
том множестве RCE" 


(1) [Ар = inf {| A—oD|+ [2]: липшицевскяе yenu DCR}. 


Так как неравенство < очевидно, TO достаточно показать, что 
для любого ¢ > 0 существует такая липшицевская цепь D в К, что 


|A—0D| + |D|<|Alp +e. 


Пусть, . скажем, ^ А =f Ap, Ay = Уаз. Взяв полную последова- 
тельрость подразделений симплекса о, мы найдем число [ и 


симплексно-аффинное отображение /’ некоторого подразделения № tj 
симплекса с;, для которых | 


< Е, Bp (АН 0A |) < 5. 


Пусть Р(р, #) — деформация отображения / в отображение f’, 
определенная так же, как в (5.5). Тогда, как в (5.6), |Ле |< dey L* 
в клетках /[Ж 1$. Поэтому в силу (6.3) 


РСХА) |< ИА, | FU X @Ay)| < 34 pL" | OAg. 


Теперь D’=F(JX Ау) есть липшицевская цепь и, пользуясь 
соотношением, аналогичным соотношению (5.7), мы получаем 


1’ А — ЛА вв. 


Это, в частности, показывает, что | f’A) Е = | АР Е =/2. Так 


как /”А, — полиэдральная цепь, то существует такая полиэдраль- 
ная цепь D” в К, что 


[Page п Ав. 
Tenepb MbI имеем 


|A—0(D’! —D)|+|D"—D'|<|Alp+e | 


Таким образом, мы. можем взять 2.=0” — 0. „о vee 
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13. Деформации цепей. Мы хотим обобщить лемму 5a. Если 
дана бемольная цепь А в Е", то мы определим произведение /Х А 
в Е""" и покажем, что 


ay ИХ АВ «ЗА, [IX ATS IAI. 


Допустим сначала, что А = > a,;o, — полиэдральная цепь. Тогда, 
если через / обозначить единичный отрезок, идущий в направлении 


п-+ 1)-й оси в пространстве E”**, то ГХ в, будет клеткой в Е"*", 
1 р р у 


и /ЖХ А= a,x с;). Если задано ¢ S 0, TO выбзрем такие 
цепи C u D 8B E", что 


A=C+0D, |C|+|D|<|A|? +e. 


Тогда JK A=UXC+ 1X D—O0®*X р) —9(/Х D). Tak как вто- 
‘poe равенство в (1), очевидно, имеет место, то 


FXe€+1xX D—0XD|4-|FX 4, 
[IX АР «(АР +6), 


и первое неравенство в (1) следует отсюда для рассматриваемого 
нами случая. 

Для произвольной бемольной цепи А положим А —= Пт? A,, 
| A|=lim|A;|, где А; — полиэдральные цепи. Тогда, пользуясь 
первым неравенством в (1), мы видим, что lim? (JX A;) суще- 
ствует и однозначно определяет некоторую бемольную цепь, кото-_ 
рую мы обозначим через / X A; при этом первое неравенство в (1) 
продолжает выполняться; для второго соотношения в (1) пока 
доказано лишь неравенство <. 

Остающееся неравенство можно доказать следующим образом. 
Если дана г-мерная бемольная коцепь Х в Е”, то, полагая, 


(2) Dy (р) = e"** V/ Dx (р), 
мы можем определить (r +- ae бемольную коцепь У в E”** 
[ср. (IX, 9)]. Тогда У. ((Х А) =Х. Аи неравенство is xXA| >| A| 


следует из (V, 16.3). 


Лемма 13а. Пусть А — некоторая г-мерная бемольная 
цепь открытого множества RCE”, пусть, далее, fy u fy— 
некоторые К-липшицевские отображения множества В в Е", 
и пусть Р — отображение цепи IX A в Е", определяемое 
деформацией (5.5) отображения } в отображение f,. Тогда 


(3) IFUXA|<e,,L А|, если Яр, Зв <L. 
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Пусть А —= Ши A;, где А, — полиэдральные цепи в замкнутом 
‘множестве QCR, причем lim { A,| =| A| (УШ, теорема 3C). Kak u 
в (5.6), |. | < 8), Ll" в клетках каждого из произведений /Х А; 
поэтому, как в $0 или (6.3), неравенство (3) выполняется для 
каждой цепи А;. Так как lim’ Р(ГХ А) =Р(ГХ А), то отсюда 
следует (3). 


Теорема 13А. Пусть fy, u Л, — некоторые о ипщацещение 
отображения открытого множества RCE” в открытое множе- 
ство SCE™, и пусть А — бемольная г-мерная цепь множе- 
ства R, для которой носители цепей f,A и f,A и цепей дефор- 
мации Е(ЖА), FU X 0A) содержатся в 5. Гогда 


(4) [ЛА — ЛА |5 «дл (КАТ | 04]), 
если XR, Зв < Г. 


Цепи в $ являются цепями множества S (теорема 7A). Поль- 
зуясь формулой (5.7) (для отображения F) и неравенством (3), мы 
получаем неравенство (4). 

Отметим, что условие (4) выражает непрерывность более силь- 
ного типа, чем условие (7.12). Мы не можем ожидать такой не- 
прерывности в общем bar dain что можно показать с помощью 
примера. - | 


Пример. Положим = тб, х, OS x Ра где а, 


и 6, подобраны таким образом, eee функция Ф(х) была недиф- 
ференцируемой; эта функция определяет некоторую одномерную 
бемольную цепь А—=Ф в Е!. Пусть е —единичный вектор в ЕТ; 
как легко видеть, не существует такого числа с, что 


'-|T,A—A|? =|T,A—A|<c|h| для всех #. 


А]. Цепи и аддитивные функции 
множества. 


В этой главе все рассматриваемые цепи будут диезными цепями 
конечной массы. Для данной г-мерной цепи А функция Ay (Ох) = 
—_Х. A диезной г-формы Dx [см. (У. 10)] линейна и удовлетво- 
ряет некоторому условию непрерывности. Основная теорема: главы 
(теорема 11А) утверждает, что существует соответствующая адди- 
тивная функция множества YA, которая с помощью интегрирования 
дает ту же самую функцию диезной г-формы 


А+. A= Ay (Ох) = [ Dx -dya для всех диезных коцепей X, 
Е | | 


Значениями д (Q) являются г-векторы; интеграл, таким образом, 
является обобщением обычного интеграла Лебега — Стильтьеса, 
Хотя нужная нам теория интегрирования является стандартной, ее 
не легко изложить в форме, наиболее подходящей для наших целей. 
Поэтому первая часть главы посвящена построению требуемой 
теории. 

о (Сначала излагаются основные свойства аддитивных функций 
множества 1] со значениями в конечномерном банаховом простран- 


стве; вариация 7 функции множества Y является действительной 
функцией. Затем рассматриваются определение и элементарные 


свойства интеграла | $. dy по борелевским множествам Q. Как 


Q 
функция от Q он аддитивен; мы обозначаем его символом &.1. 


В этих обозначениях формула J 6° a(v- y= f (Е.Ф). dy стано- 


вится ассоциативным законом: &.(ф.1)=(.9).1. В $5 мы 
показываем, что функция множества может быть представлена как 
интеграл относительно ее вариации, и обратно. 

Следующие параграфы посвящены доказательству того, что 
линейный функционал, удовлетворяющий некоторым условиям, 
задается интегралом; мы рассматриваем сначала неотрицательные 
функционалы, затем функционалы с действительными значениями, 
затем общий случай. После этого мы определяем диезную норму |1 |# 
функции множества Y и рассматриваем молекулярные функции 
множества; их свойства аналогичны свойствам молекулярных цепей, 
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Теорема существования и свойства функций множества 1 д легко 
выводятся из упомянутой выше теоремы о функционалах; кроме 


того, диезные нормы | A|*, | [* равны, а масса цепи А равка 
полкой вариации’ функции ya. С помощью этой теоремы легко 
устанавливаются акалитические свойства цепей А, в частности произ- 
ведений ФА, и тем самым обобщаются различные факты из гл. УП. 
„Часть Ао цепи А в борелевском множестве Q“ MOXKEO определить 
как произведение ygA, где уо — характеристическая функция 
множества Q ($ 13); г-вектор {Ag} этой цепи (УП, 6) в точности 
совпадает с y4(Q). Связь кепрерывных цепей (VI, 7) с г-вектор- 
функциями множества приобретает новый смысл. 


Диезная норма |1 |# характеризуется в $ 15 внутренгим обра- 
зом, подобно тому, как норма |А| характеризуется в (V, 8). 
Прямое определение нормы |1 |# (для компактных функций мкоже- 
ства 1), аналогичное определению нормы Ты для полиэдральных 
цепей А, данному в (V, 6), более затруднительно. Оно получается 
с помощью „взрыва“ функции множества 1, разбивающего ее ка 
куски, и перемещения этих кусков. Показано, что некоторые дру- 
гие определения кормы |1 |* не пригодны. 

Так как бемольные цепи являются диезными, то все результаты 


имеют силу и для них; однако вопрос о том, что можно о них 


сказать помимо этого, мы полностью оставляем без ответа. См.., 
например, проблему в $ 11. Изучение структуры бемольных цепей 
представляет собой глубокую и важную задачу. См. в связи с этим 
теорему (VIII, 5A). 


1. О конечномерных банаховых пространствах. При изуче- 
нии функций множества, значениями которых являются элементы 
конечкомерного бакахова пространства У, нам понадобятся две 
следующие теоремы. 


Теорема 1А. Для данного пространства У существует 
число 4 >O0, обладающее следующим свойством. Пусть 
Uj, «++, Up — произвольное конечное множество элементов из\. 
Тогда существует такое его подмножество V,, ..., Uj, что 


(1) [Хи . 


Пусть $ — единичная сфера в У (множество всех элементов V. 
для которых | v| = 1). Ее можно покрыть конечным числом множеств 
S,, ..., Эт диаметра < 1/2. Положим y= 1/(2т). Если теперь 
даны элементы Uj, ..., Uz, TO мы можем выбрать такой номер Й,. 
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что если 9), ..., ыы из этих элементов, для когорых неко- 
торое их положительное кратное содержится в Ss; TO 


| U; | 
ylal>» т ° 


Пусть, скажем, 


Выберем иЕ$,. Тогда 


У», |=|Уви+У 4, (o> 
> haji La, yy 
=5 Dd, | > oD. |9; |. 


Покажем теперь, что для некоторой совокупности непустых 
замкнутых множеств мы можем разумным образом из каждого из 
этих множеств выбрать по точке. Борелевской функцией назы- 
вается такая функция ©, что для каждого борелевского множе- 
ства Q прообраз o-!(Q) является борелевским множеством. 


Лемма la. ГЛусть У, и У, — векторные пространства и 
5 — нгкоторое замкнутое подмножество декартова произ- 
ведения У, ХУ). Пусть S(p) для точкирЕ\У, есть множество 
точек 9Е\., для которых (р, 9)Е5$. Предположим, что при 
рРЕР множество $ (р) не пусто. Тогда существует такая боре- 
левская функция O(p) (PE Г) со значениями в пространстве Vo, 


что o(p)ES (p). 


Пусть f (¢)—HenpepbiBHOe отображение полупрямой f > 0 на 
все пространство У, („кривая Пеано“). Упорядочим с помощью 
этого отображения точки пространства И.. Пусть ®(р) —- первая 
точка множества $ (р). Иными словами, мы можем для точек PEP 
по определению положить 


< (р) = {#: FOES(p)}. o(p)=f((p)). 

Функция t полунепрерывна снизу. В самом деле, допустим, что 
р— р, t=r(p)—>t. Тогда 9: =] (Е) 5 (р), 9: >а=Л (И и, 
так как (р,, 9) С 5, то мы имеем (р, 9) Е $. Поэтому g = f (t) E S (p) 
и <(р} < Е. Отсюда легко видеть, что Tt является борелевской функ- 
цией. Поскольку f — непрерывное отображение, борелевской 
функцией является и ©. 

В векторном пространстве со скалярным произведением для 
каждого вектора х == 0 сушествует единственный такой вектор $ (9), 
что |$(9)| =1, o(v)-u= =| el именно, 9(V) == v/|U|. В конечно- 
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мерном банаховом пространстве У справедлива следующая более 
слабая теорема: 


Теорема 1В. Для данного пространства У существует 
такая борелевская функция $, определенная в У и принимаю- 


щая значения в сопряженном пространстве У, что 
(2) [$ (9)[=1, e(v)-v=|v| (EV). 
Пусть $ — множество всех пар (v, Л) СУХИ, для которых 
ЕВ о Х-9=19|. 
Тогда S замкнуто. Пусть $ (9) — множество всех функционалов f, 
для которых (f, 9) 5. В силу леммы (П.Т, 85) множество 5$ (и) 
не пусто. Лемма la показывает, что функция © существует. 


Замечание. Как было указано в замечании в параграфе (1, 13), 
функция Y, вообще говоря, опрэделяется не единственным образом. 


2. Аддитивные функции множества со значениями в век- 
торном пространстве. Под борелевским разбиением борелевского 
множества ФсЕ" —=Е мы понимаем представление множества Q 


в виде объединения Ua, конечной или бесконечной последова- 


тельности попарно не пересекающихся борелевских множеств Q,. 

‘Пусть У — конечномерное банахово пространство. Под адди- 
тивной функцией множества в пространстве Е со значениями 
в У мы понимаем функцию 1 (Q) от борелевских множеств |. GEE 
для которой y¥(Q)EV и 


0 = >, 1 (Q;) для борелевских разбиений Q =U С, 


причем сумма ряда всегда существует в метрике пространства У. 
Отметим следующий элементарный факт (Сакс, стр. 21): 


(2) 7 (im О;) =Нту (©,), если ее. или 929. .... 


Вариация 1 функции 1 есть действительная функция MHO- 
жества, определяемая условием 


(3) ‘7 (Q) = зир м |y¥(Q;)|:  борелевские разбиения И Q; 
множества Q}. 
Очевидно, 


(4). п ©1<7@. 


_Мы могли бы в (3). ограничиться только конечными, разбиениями. 


В самом деле, если 1’ — получающаяся в результате функция, 
то, очевидно, 1’ (©) < 1 (49). Чтобы доказать обратное неравен- 
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ство, возьмем любое борелевское разбиение Ue, множества д 
Тогда для каждого т 


Уна, < Зем ( U ai) < 7 
ы 1=т-1 
и при m—> со мы видим, что << т’ (©). 


Мы должны доказать, что 1 (©) конечно. Допустим, что это 
не так. Тогда (ср. Сакс, стр. 24) мы выберем борелевские мно- 


жества @, >> ..., для которых 
(5) 710) =o, |¥(Q)|>i—1. | 
Положим Q,=Q. Допустим, что множества Q;,..., Q, уже 


построены. Так как + (Q,) = 00, TO мы можем найти такое KO- 
нечное борелевское разбиение Q, = (Ось, ч1 


У Qa > pare 


где y—4HCIO, определяемое по теореме 1A. Существуют такие 
подмножества Qn, множеств @,; соответственно, что 


т(0<») =| Ут Qn) |> It @ 1. 


Положим Q’ = Ц“. . Если 7 (Q’) == оо, то мы можем положить 
j 


j 
О, ., = ©’. Если же это He так, то мы полагаем ео. 0. 
Тогда, очевидно, 1 (@,.1) = 0 (см. ниже доказательство аддитив- 


ности) и |1 (вн) | > [1 (1—1 Q,)| > А. 
Положим Q* = Шт @,. Тогда в силу (2) 


[x (Q*)| = | lim  Q,) | = Ши |4 (©) | = оо; 


полученное противоречие показывает, что 7 (Q) конечно. 
Теперь докажем, что Y удовлетворяет условию (1); тем самым 


будет показано, что ‘7 есть (конечная) борелевская мера. Возьмем 
любое. борелевское множество Q и любое борелевское разбиение 


Q =U О;. Сначала мы докажем, что 1(9)< »1 (9). Пусть 

Q =U ©, — произвольное борелевское разбиение множества ©. 

Положим Qi — Q, П Qi. Тогда U Qi; есть борелевское разбиение 
; | 
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множества Q;, и поэтому 2/1 (Q;,)| <7(Q,). Следовательно, 


511 (@=B| Brey] < DIT Qy)l< < Ут). 


как и требовалось. Чтобы доказать ны неравенство, выберем 


по заданному = >> 0 такие борелевские разбиения Q; = Пе, что 


УХ @,1> 19-5 


Теперь U2, есть борелевское разбиение множества Q, и 


> ly © a xt 1(Q;)—«, откуда и следует требуемый результат. 


Лемма Da. Пусть даны любое борелевское множество Q 
и число $>0. Тогда существуют такое компактнсе мно- 
жество PCQ и такое открытое множество RDQ, что для 
любого борелевского множества О’ 


(6) |1 (©) —1(0)|<е, если PHQecR. 
Мы можем выбрать Ри R (ср. Сакс, стр. 108; Халмош’ 
стр. 180) так, чтобы числа 1 (@`\Р) и1(Ю`\\ О) были < =/2. Тогда 


|1 (9 — т) [= 9 —1@3971 < 
<KTYN\O+7 (QE) <T(R\NP)<e. 


Полное значение [1] и полная вариация |1| функции MHO- 
жества 1 определяются соотношениями 


(7) [y]= 7 (Е), О 

Если 11, ..., 1и— аддитивные функции множества со значе- 
ниями в У, TO мы можем определить аддитивную функцию MHO- 
жества 


8) 1 = за: 1 (©) Se ty ge AO) 
Аддитивные функции множества образуют теперь линейное про- 


странство, и [Жал] = Жа, 11. 


3. Интегралы со значениями в векторном пространстве. 
Пусть .У, У’ и У” — конечномерные банаховы пространства, и 
пусть 9’. о =” — билинейное умножение пары пространств У’, У 
со значениями в У”, причем 


() ня lvl. 
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Мы будем рассматривать главным образом следующие два случая: 
(а) V’ = пространству действительных чисел и У”=\У; а. ч== ах. 
(5) У’ == пространству У, сопряженному к V, и У” == простран- 
ству действительных чисел. В частности, для векторного простран- 
ства И (П. J, 10) мы можем взять У = Ув, И’ = wll и 
в качестве ®’.® рассматривать умножение из (1,2.2); нормы, 
которыми мы здесь пользуемся, это -— масса и комасса. См. (I, 13.4). 
Пусть 1 — некоторая аддитивная функция множества в Е 


со значениями в У. Мы определим интеграл Ге. dy со значениями 
R 

в У”, где §— любая ограниченная борелевская функция CO зна- 
чениями в У’, определенная по крайней мере в борелевском мно- 
жестве RCE, | 

Допустим сначала, что Ё — стуленчатая борелевская функ- 
ция; это значит, что существует конечное борелевское разбиение 
R=Q,U...UQ, и такие элементы &,..., &, пространства V’, 
что &(р)=& при рЕО,. В этом случае мы по определению 
полагаем 


(2) fe dy = У 12. 
R i 


Теперь рассмотрим общий случай. „Для всякого $ > 0 мы опре- 
делим множество Ф.с У”. Элемент 9” пространства У” принадле- 
жит Ф., если верно следующее. Существует борелевское множество 
ScV’, содержащее все значения &(р), и борелевское разбиение 


S=S,U...US,, где каждое множество 5, имеет диаметр < ¢; 
существует элемент 65; и 
(3) w= PE 1(0),  @=Е “(ЗО ПЕ. 


Заметим, что мы можем выбрать р; ЕО; (если Q,+#0) и взять 


Докажем, что 


(4) Чат (Ф.) < 2ey (Ю). 

В самом деле, возьмем два элемента Ф., определяемые системами 
Spy sss Зы нь и ны SE By wy Е) соответственно. 
Положим 


S,=S,NSp ©,=71 (5) ПА 


и при би 0 выберем точки „Е 5,;,. Пусть символ Ra 0603Ha- 


i,j 
чает сумму по всем парам (i, /), для которых множество Sij 
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не пусто. Так как U2, есть борелевское разбиение множества Q, 


[мы опускаем пары (i, 7), для которых 8—0 и так как | &,,—§,|<e, 
то мы находим 


тр Хто = | и -1@ |< 
< ыы <=) 


Подобное же неравенство выполняется для 5, и я откуда и 
следует (4). 

Так как ®, £0 иФ.. СФ. при =’ < в, то существует единствен- 
ный элемент пространства У”, содержащийся в замыкании каждого 


множества Ф,; этот элемент и есть интеграл | . dy. Таким обра- 


R 
зом, интеграл есть предел аппроксимирующих сумм вида (3). 
Легко устанавливаются простейшие свойства интегралов; на- 
пример, 


(5) [ем < Oa <T@<iellt 
Q Q 
(6) Ji a= 1@, если (р) = в Q, 


(7) у dx =» [*. ат, если LU 9, — борелевское разбиение 
Q; 

множества ©. 

Из этих свойств мы сразу видим, в какой мере сумма (3) 

аппроксимирует интеграл: для борелевских разбиений Q = (о: 


we 1Q— fe ay 
é Q 


Можно было бы, конечно, определить интеграл, вводя в бана- 
ховых пространствах системы координат и сводя таким образом 
определение интеграла к действительному случаю. 

Если даны функция множества 1 и ограниченная борелевская 
функция & то мы определим функцию множества €- 7, полагая 


(9) E-7)(Q= fe- ay; тогда в. 11 = Г. ar. 
ane р Е 


(8) <= (©), если |&(р)— | ев Q,. 


Очевидно, $1 и [&.1] являются билинейными функциями от HY, 
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Для любого борелевского разбиения (JQ, множества Q на 
основании (5) и (7) мы получаем 


WEDW<Yfoa=f[oa 
отсюда следуют неравенства для вариации 
(10) 1 < [м  Е1<[®а=щ. 71. 
; : 


Здесь может и не быть равенства, например, если (e,, @5)— 
базис в V и (е', е?) — взаимный базис, а значения функций 1 и & 
идут. в направлении элементов е; и е? соответственно. См., однако, 
формулу (4.2) ниже. 

Каждая функция множества 1 ‘определяет B пространстве огра- 
ниченных борелевских функций & некоторую полунорму: 


По os 1 ==1.1|. 


Можно было бы определить 1-измеримые функции, подобно функ- 
IMAM, измеримым по Лебегу; нам это понадобится лишь в случае 


мер 7: 1 (@) > 0. 


Лемма. За. Густь даны функция множества 1, ограничен- 
ная борелевская функция & и число з>0. Тогда существует 
такая ступенчатая борелевская функция 1, что 


(12) nth < fad <s, nl < 18 


существует также диезная бункция Ч обладающая. этим 
свойством. 


Для ступенчатых борелевских функций это утверждение является 
простым следствием определения интеграла. Найдем диезную функ- 
цию 9, предполагая, что & является ступенчатой борелевской 
функцией; ср. Халмош, стр. 235—236. 

Пусть, скажем, E=Q,U...UQ,, ЕЁ(р)==& в Q;. Выберем 
такие компактные множества ©’ <Q, что 


1 (9, 9;) < а N = зир { |&,|}. 


При ‘некотором © >> 0 множества U ‹ (@,) попарно не пересекаются. 


Пусть ф, — такая действительная диезная функция, что 0 < O(p)<l, 
Q, Ее B © и $, =0 вне U -(Q;) (П.Ш, лемма 1а). Положим 


=)». 9) = У). 
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Тегда 1 — диезкая функция, и так как 1 (р) =& в Си [7 (р)| < М 
то мы каходим 


Га29й< J Nar< <мУт( (BNA) <* 
Я 


QQ; 


Замечание. Вообще говоря, мы не можем получить функ- 


цию 7 из & посредством сглаживания, как в (ШП. Ш, 3), если 1 
ке является абсолютно непрерывной функцией множества OTHOCH- ~ 
тельно меры Лебега. 


4. Умножение функций множества на функции точки. Если 
даны функция множества Y и действительная ограниченная боре- 
левская функция $, то мы определим функцию множества YY =. 1 
по формуле (3.9). В частности, если Хо — характеристическая 


функция множества Q (равная единице на Q и нулю на Е`\ ©), то 
(1) Хот (Р)==1(@ ПР). = [Хот]=1(). 

Выведем следующие соотношения для вариации функции oy: 
(2) 91=(®)1, $1 (@9)<|$|1 (@), ‹ — действительная функция. 


То, что в первом из этих соотношений (для любого Q) имеет 
место знак <, было доказано в (3.10). Чтобы доказать обратное 
неравенство, возьмем любое =>0. Мы можем выбрать такое 


борелевское разбиение Q = 0 Q;, что = 11 (©; [> + (©) р" 
lo (р) — ¢(p,)|<¢ B Q; для некоторой точки р, Е О, (при каждом 2). 


Пусть, скажем, и 
ly (@)|==1 Q)— ngs 
тогда р Ni<¢. Пользуясь неравенством (3.8), получаем 
lor (92 — 9M) 1 (Q)1<e7 (©), 
Ile (рр | 1 (9) — ($) т (9) < ЕТ (Q;). 
ep) (92| — [$ (Фот QI=l9 (ФО [ть 
и поэтому 
91 (9) > Lil er (Q)| > Ll) 1 (0 — 21 (@0— [$191 > 
> ($) 1(@) — Wy Q@—elgl, 


откуда и вытекает требуемое неравенство. Второе из соотноше- 
ний (2) следует из доказанного равенства, 
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Мы докажем (ср. Сакс, стр. 61; Халмош, стр. 133), что 


(3) Ji ‚ 4($1) = is . dy; таким образом, §- oy = ge .1. 


Если задано => 0, то мы выберем разбиение =] 9, и точки 
р, СО; Tak, чтобы было 


18 (р)— ()!<:, |Ф(р)—$()|<в в Q;, при каждом i. 
Тогда |Ф(р)Е (р) — (ру Е(рр| < | -+НТЕРе BQ; и 


j* d (gt) — < +97 (©) <e] 917, 


р-не 


| Уфо вт © Фот < 
<UL S@— 900 < 11 (©); 


поэтому 


| fea fear] <2eCe1+1D7@. 
Q Q 


и мы получаем (3). 

Замечание. Равенство (3), очевидко, выполняелся в более 
общем случае: & ф и Y принимают значения в векторных про- 
странствах V,, У, и У. соответственно (причем Ё и Ф — борелев- 
ские функции точки, а 71 — аддитивная функция множества) и 
произведения (9, .- 95) - 93 и V+ (95.9.) определены и совпадают. 
Тогда &-(p-7)=(- )- 7. 

Укажем некоторые соотношения, содержащие пределы. Мы 
будем писать 


(4) limy,;=y7, если limy,;(Q)=7(Q) для всех борелевских 
множеств ©. 


(5) Нт{Ф;, = ф или же 9, fo, если $ <Ф<... и limo, =9; 


подобным же образом мы определяем символ ©, | 9. 
Если (Ф—%;) 0, то 


ит @— т @I=| [е—зда <] е-вй-0 
Q Q 
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(ср. Сакс, стр. 47; Халмош, стр. 113); следовательно, 
(6) — Ит ФИ =Ф7Т, если ote или $; 9. 


Поэтому, используя (2), мы получаем для действительных огра- 
ниченных борелевских функций Фги $ 


(7) == УИ = т. если №9, ==, 9; > 0. 

В частности, _ 

(8) I = >) 170, “ | для борелевских разбиений Ua, 

пространства Е. 

Для ограниченных борелевских функций &,, &, 9,,°9 мы имеем 

(9) .limt;-y==&-y7, если &—>& |&| <М при всех J, 

(10) 11 0,/] =9], если 9,->9, [6,1 < М _ при всех Г, 

где № — некоторое число. Например, если y,==§—§&,, то 


| (ni 2 (@)|1< Cn) т) (©) 0 
(Сакс, стр. 50—51; Халмош, стр. 111). 


5. Связь между функцией множества и ее вариацией. Мы 
хотим выразить каждую из функций 1, Y как интеграл относи- 
тельно другой. Мы будем писать & = п. в. (1), где 1 — некото- 
рая мера, если множество @ точек, в которых &(р)==т(р), 
удовлетворяет условию в = =f, 


| Теорема DA. Ilycms так же, как в $2, дана аддитивная 
функция множества 1. Гогда существует такая борелевская 
функция Г(р) со значениями в У, что 


1 = [г dy для всех борелевских множеств Я — Ty. 


Q 
(2) [P(p)|=1 в Е. 
Функция Г единственна с точностью до 1-экзивалентности. 
Выберем в пространстве У некоторый базис (@;,..., е„) и 
запишем | 


р i . 

т@= Ут! ен 

тогда 1’ — аддитивные функции множества с действительными 3Ha- 
чениями и, очевидно, для некоторого № 


17° (@)1 < М|1 (@)| < М1 (©) при всех 4. 
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Следовательно, в силу теоремы Радона — Никодима (Сакс, стр. 59; 
_Халмош, стр. 128) существуют {-измеримые функции Г’, удовле- 
творяющие условию (1) с 1' вместо 1. Существует борелевская 
функция Го —=Г’ п. в. (1) (Сакс, стр. 116—118). Тогда функция 
Г’ (py) = DI (ре, удовлетворяет условию (1). Обычное доказа- 
тельство единственности показывает, что, как и утверждалось, 
функция Г’ единственна с точностью до 1-эквивалентности. 


Допустим, что условие |I’(p)|>1 п. в. (4) не выполняется. 
Тогда для некоторого = > 0 существует такое борелевское мно- 


жество ©, что 7(Q)>0 и |Г’(р)|<1—ев 0. В таком случае 
для любого борелевского разбиения @ = (] О, 


Vi @21< У, 


в противоречии с определением числа 1 (0). | 
Допустим, наконец, что ке выполняется условие Г’(р) <! 


п. в. (1). Тогда существуют число = > 0, борелевское подмно- 
жество 5 пространства У и элемент UES, для которых 


Jo-947|=0—97@, 
Q; 


lol та баш < 


9=Г’ (5), 19)>0. — 
Теперь |Г’(р) —9|< </2 для точек рЕО, и поэтому 


1@1> | [1 ®|-| гф—ч4т® > 
Q Q 


>(+2)1Q—s1O>iQ, 


т. е. снова получаем противоречие. Следовательно, |Г’| = 1 п. в- 


(1); и мы можем заменить функцию Г’ функцией Г, для которой 
|P(p)|=1 в E. 

Во второй теореме мы не можем применить теорему Радона — 
Никодима в ее обычной форме и уже не будем иметь единствен- 
ности (см. замечание, сделанное после теоремы 1В). 


Теорема OB. Пусть 1 — такая же, как и ранее, функция 
множества. Существует такая борелевская функция f в про- 
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странстве Е со значениями в пространстве У, сопряженвом 
KV, что 


О И =ь ff a= + (©) для всех борелевских 
Q | Pes 
множеств Q: y= f-y7. 
Определим функцию ф в соответствии с теоремой 1B и положим 
(4) "7 (р) = (Г(р)). 


Тогда (р): Г(р=|Г(р)|=1, и формулы (1) и (4.3) вместе со 
следующим за второй из этих формул замечанием дают 


fsq=3F-@-0=0 1-7 т. 
Мы выведем еще одну формулу для 1: 


Теорема OC. Пусть 1 — такая же, как и ранее, функция 
множества. Гогда 


(5) Фр] ат: <, 
Q 


где f — борелевские функции точки со значениями 6 V. Мы 
можем потребовать, чтобы f были ступенчатыми борелев- 
скими функциями или же диезными функциями в Е. Если 
множество @ открыто, то мы можем потребовать, чтобы f 
были диезными функциями, равными нулю вне QQ. 


Неравенство > в (5) в каждом из рассматриваемых случаев оче- 
видно, а неравенство < для первоначальной формулировки следует 
из (3). То, что мы можем получить неравенство <, ограничиваясь 
ступенчатыми борелевскими функциями или же диезными функциями, 
следует из леммы За. Чтобы доказать последнее утверждение (для не- 
равенства <), допустим, что множество Q открыто и зададим з > 0. 


Выберем такую функцию 2% (теорема OB), что | go| == 1 4 f B43 = 

— 1 (©). Выберем диезную функцию g, в соответствии с леммой За 

так, чтобы было | g,| <1и f (e1— 89) dy < =/2. Выберем, далее, 
Е 


такое компактное множество Q’ CQ, что 1 (©9\ 09) < =/2 (лемма 2a). 
Выберем, наконец, такую действительную диезную функцию о в ЕЁ, 
что O< o(p) < 1, ‹=1 BQ’ ихз=0Ов Е\ @ (П.Ш, лемма ta), 


и положим f —og,. Легко видеть, что Гл - ay > 1 (@) —е. 
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6. О положительных линейных функционалах. Мы хотим 
показать, что некоторая линейная функция A, определенная на 
некотором классе функций $, задается посредством интегрировакия 
функций © относительно меры Каратеодори. Это — обычная тео- 
рема в лебеговской теории. Пусть L* обозначает множество. дей- 
ствительных неотрицательных диезных функций в Е. 


Лемма ба. Пусть А — тская действительная неотрица- 
тельная функция, определенная на множестве [^, что 


(1) ^(9-- М =а^лФ-АФ, если а, 620; $06"; 
(2) limA(g,)=0, если 9,10. 


Тогда существует единственным образом определенная мера 
Каратеодори wv в Е, для которой 


Е | АФ= f gdp при всех CL". 


Заметим, что каждая такая мера v. приводит к функции А ука- 
занного вида; см. (4.6). 

Возьмем в (1) a= b=1. Если мы положим 9g =) =0, то най- 
дем Л(0)=0. Если же вместо 9, ф мы подставим 9, ф— 5, TO 
получим 


(4) А) <А($Ф), если Фр) <). 
Подставляя вместо 9, Ф функции 9,, Ф—$,, получаем 
(5) А (®) = Шт А (Ф), если $$, Фь PEL’. 


Пусть [/^ — множество всех ограниченных функций 9, предста- 
вимых в виде limt о, ~,€L*. Положим 


(6) Д (©) =НтлА ($;), если 9,f9, oC”, oEL*. 


Так как A(9;)< А ($) [Ф(р)=|$] для всех точек pj, то предел 
‚Л ($) конечен. On не зависит OT выбора последовательности. В са- 


MOM деле, пусть также ф,{ф. Положим фи; (р) = inf { 9, (p), 9; (p)} . 
Тогда 9,19; для всех J; поэтому 


= (> bs т А) — А ($) при всех J, 


и, следовательно, lim A ($,) > lim A ($,). Подобным же образом 


доказывается обратное неравенство. 
Очевидно, что условия (1) и (4) выполняются теперь при 9, PE L* 
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Характеристическая функция y, любого открытого множества R 
принадлежит L*, [Мы можем взять 9,(p)= inf {ip(p, ENR), 1}; 
тогда $1 Xp.) Положим 
(7) г. и (К) = А (xp): 


Для любого множества Q его внешняя мера |1" (©) определяется 
следующим равенством: | 


(8) и" (©) = inf {u(R): ОСА, К открыто}. 


Очевидно, 1” (©) < в* (05), если Q,cQ,, и в* (В) = (В), если В 
открыто. Мы должны доказать (Сакс, глава П; Халмош, стр. 52 
и гл. Х), что. 


(10) т (©, 90,) = p* и ps м р (©, Qs) > 0. 


Если мы докажем эти утверждения для открытых множеств, то 
их неко будет получить и для общего случая. Предположим, что 


R=U R,. Пусть ie be nt dy у, ЕЁ”. Положим 


jel 
лы + sas Wy, 4}. 
Тогда ФТ Xp так что ое Sp Кроме того, 


co 


Л ($) < А, |... +4) =AGY + .. Ал < Sah (Rj) 

и неравенство (9) следует отсюда для открытых множеств. Чтобы 

доказать для открытых множеств равенство (10) (нам нужно только, 

чтобы было Ю ПР, = 0), допустим, что i lim t,;, и поло- 
‘ ry . > со 


жим ф,=,--фь,. Тогда, если R=R, UR, то у» = Ши {ф; и 
№ (R) = lim A (ф;) = lim [А (9,) + А (= (К) +p (RQ). 


Таким образом, № есть внешняя мера Каратеодори. Мы будем 
писать 1 (©) = в" (©) для в-измеримых множеств, в частности для 
борелевских множеств Q. 

Чтобы доказать равенство (3), возьмем любое в > 0. Пусть А, — 
множество точек р, в которых $(р) > Е (1=0,1,...); тогда R, 
открыто, и при некотором т множество R,, пусто. Положим 


oy? при РЕК; \ Riss 
$) = 0 при pEENR;,; 
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тогда 


Уф =е ла, Ф), реф) 


в. силу (7) А (в) = Л Xe, dy; поэтому AW@= J ode. Kpome 
TOTO, 


А ($) < A(¢) (Е < А-В), 


и те же самые неравенства выполняются для соответствующих 
интегралов. Это показывает, что 


А®—] ra |< в (©), 


и равенство (3) доказано. 
Из (3) ясно, что мера № должна’ быть такой, как а А 
следовательно, она единственна. 


_7. 06 ограниченных линейных функционалах. Мы докажем 
лемму, аналогичную лемме ба, рассматривая вместо L* простран- 


CTBO c#° всех действительных диезных ‘функций и предполагая, что 
выполняется некоторая другая гипотеза ‘непрерывности. Связь 
‘между двумя гипотезами непрерывности у ВАС следующей 
леммой: | 


Лемма 7a. Пусть $10 (функции 9, непрерывны); тогда 
9,20 р. к. м. (равномерно на -компактных множествах). 

Если даны компактное множество О и число е `>0, то пусть 
Q; — множество точек рЕО, в которых 9; (р) > ¢. Тогда [6,0 
и, так как множества ©, компактны, то некоторое Q;, пусто. 
Теперь $, (р) “ев @ при i> ip. | в al 

Для данной действительной функции A, определенной в С”, 
по определению положим | | 


(1) |А | = зир{ | Л ($)|: х— диезные функции; |Ф| < 1}; 
функция А ограничена, если та верхняя грань конечна. 
Лемма 75. Пусть A — линейная функция в С*°, обладаю- 


щая следующаям свойством. Пусть ФЕ С*° и N — произволь* 
ное число; в этом случае 


(2) Ит А (ф)=0, если |o,|<N, 9,70 р. к. м. 
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Тогда существует единственная аддитивная функция множе- 
ства ] 6 Е, для которой 


(3) A@= fed, eects |Al=Ir1. 
£ 


Сначала мы покажем, что функция А ограничена. Если бы это 
было не так, то нашлась бы такая последовательность $1, Qo, ..., 
что |9,| < Ти | Л (©)| >i. Положим $, = 9,/i; тогда ф, > 0 равно- 
мерко, и поэтому Л ($;) 0; однако, |Л ($ф,)| > 1, и мы пришли 
к противоречию. 


Определим функции A, и A, в L* ($ 6) условиями 
4) ^МФ=яр(АФ: ф— диезные функции, 0<b <9}, 
(5) As ($) = Ay ($) —А ($). 


Взяв в (4) ф—=0, мы видим, что Л, ($) > 0. Для любой функции ф 
в (4) АТТА < АПФ поэтому верхняя грань А+ (9) 
конечка; конечна и разность Л. ($). Взяв ф==Ф, мы видим, что 
А, ($) > А ($), А». ($) > 9. 

_ Чтобы показать, что функция A, (а поэтому и Л.) линейга 
в L*, заметим прежде всего, что A, (2$) =аЛ, ($) (а>0). Возь- 
мем теперь любые функции $1, $, ф= $, $, принадлежащие L*, 
Для заданного => 0 выберем Ф; так, чтобы было O<b, <9; и 
А ($) > Л, ($) — =/2 (1==1, 2). Тогда О% фу +h <, и поэтому 


А, ($) > А ($. $2) = A ($) + A (2) > А, ($) + Л, (2) — ев. 


Обратно, выбрав Ф так, чтобы было O< P< og u (4) >A, (9) —е, 
положим ф, = ШЁ (о, ф}, $ =ф —4;; тогда мы легко находим, что 
0<b;< 9; ({1==1, 2), и поэтому 


Ay (1) + Ay (92) > АА =АФЬА, ®— =. 


Тем самым доказано, что A, ($) = А, (9,) + A, (92). 

Допустим, что $, 0. Выберем Ф; так, чтобы было 0< 4 <, 
А ($) > Л, (eg) — 1/24. В силу леммы 7a $; 0 p. к. м.; поэтому 
ф, —> О р. к. м. Кроме того, |ф,| < |9, |. Следовательно, А ($) 0, 
и поэтому Л, ($;) > 0. Отсюда также вытекает, что Л» ($;) > 0. 

В силу леммы ба существуют такие меры Каратеодори py, в», 


что 4:9) = f eap,, ФЕГ*. Положим 
(6) = ы — №: 1 (@) = щ (@) — pe (©). 


Тогда 
fear =f edy— f edm=A%)—A,@ =А ФЕГ*. 
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Если задана произвольная. функция OF С*°, то мы положим 
o, ==sup (Ф, 0}, $ =$, — $; тогда 9, и $› принадлежат L* и 


А (= (Ф) — А) = [91 — [ат = [ ear. 


и это доказывает первое равенство в (3). По поводу второго ра- 
венства и единственности см. теорему 8А. 


8. Линейные функции диезной г-формы. Теорема, доказы- 
ваемая ниже, является непосредственным распространением леммы 7D, 
Она составляет базу для части теоремы 11А. В качестве норм мы 
пользуемся массой г-векторов и комассой г-форм (II, 3.2). 


Теорема 8A. Ilycms А — такая действительная функция 
диезной г-формы в пространстве Е, что 


(1) limA(w)=0, если |6; <М, 0,20 p.k. м. 


Тогда существует единстзенная аддитивная г-вектор-функция 
множества 1, обладающая тем свойством, что 


(2) A(w)= fo .dy=[w-y] для всех диезных г-форм w; 
Е | 
при этом мы имеем 


(3) АМИ 


Заметим, что каждая такая функция множества Y приводит 
к функции A, удовлетворяющей условию (1) (без „р. к. M.“); см. 


(4.9). 

В ТВ ну га) — некоторый. базис в V(E). Для каждого 
множества индексов 7. = (^,,..., ^,) положим wi 
(4) — А» ($) = Л (ge), где 9 — действительные диезные функции. 


В силу леммы 7D существует действительная аддитивная функция 
множества 1^, для которой 


А (ge) = fear. 


Положим 


[= ~ Ye: 1 Q=—DWr (Qe, 9 —= борелевские mHoxecTBa, ~- 
^) | (A) 
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Определение интеграла в $ 3 как предела последовательности сумм, 
каждая из которых составляется для некоторого борелевского раз- 
биения пространства Е, показывает, что 


Го. iim У ® (д.1) = 
i 


E 
— lig », ~ в; (p) PQ) = > f wd"; 
i (A) (4) Е 


Aw = VAM = У, Bh aa hae ay. 
E 


(A) — ME 
Чтобы доказать единственность, допустим, что, кроме того, 
Л (&) = foray’ y’#y. Положим 1, =1’— 1; тогда |y,|>0. 


поэтому 


Е 
В силу теоремы 5С существует такая диезная г-форма ®, что 


teen a foray > М, г Гоа’ = fo. ат, 


и мы получаем противоречие. 

Равенство (3).сразу следует из (5.5) и (2). 

Упомянем теорему, которой можно воспользоваться вместо тео- 
ремы 8А ниже в доказательстве теоремы 11А. Пусть Ку — норми- 
рованное линейное пространство компактных диезных г-форм w в Е 
(мы могли бы рассматривать компактные непрерывные формы) 
с комассой |® | = sup {|w(p)|)} в качестве нормы. Пополнение К 
пространства Ко. как легко видеть, является банаховым простран- 
ством непрерывных г- форм, „стремящихся к нулю в бесконеч- 
ности“: иными ‘словами, “WH ``данной``формы` в К w числа = > 0 
существует такое компактное множество Q, что | ® (p) |p < eBENQ: 


Пусть K =К — пространство, ‘сопряженное к Ky (или к К). 


Теорема. 8В. ‚При указанных. обозначениях простран- 
ство К есть банахово пространство аддитивных функций 
множества в Е, значениями которых являются г-векторы, 
с полной вариацией в качестве нормы. В более явной форме: 
если дана функция ЛЕК, то существует единственная адди- 
тивная функция множества 1, обладающая тем свойством, 
что в 


(5) conan, . А (8) = Jordy дия всех в ЕК. 
: г 
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При этом |Л|=|1|. Обратно, каждая такая функция мно- 
жества 1 приводит к некоторой функции А. 
Эта теорема сразу сводится к случаю действительных функций. 


Пользуясь разложением такого же вида, как в (7. 5), мы можем 
применить теорему 4 (Халмош, стр. 240) к каждой из функций Ay, Ae; 


9, Диезная норма г-вектор-функций. множества. Определим 
диезную норму | w |* для г-форм, как в (У, 10.2). Если 1 — функ- 
ция множества, значениями которой являются г-векторы, то.ее 
диезная норма есть 


(Г) ly | ни fo .4]: w — диезные г-формы, | ® | =<. 4 . 
| Е: \ Е ; 


Неравекство |1 > 0 при 1 =0 следует из теоремы 5С. 
Если форма © == ® постоянна, то в. силу (3.6) [®. т] Он И. 
о B ‚силу формулы (I, 13.6) и ее 5C 


Sa se er ee. 


“^ Носитель spt (1) функции множества 1] есть множество TOUCK 4 
во всякой окрестности которых имеется такое борелевское мно- 
жество QCU, что 1 (6) == 0; иначе говоря, EN spt (1) есть наи- 


большее открытое множество Ю, для которого т + (Ю) =0. Мы пи- 
шем 7CQ, если spt(y)CQ. Мы говорим, что функция 1 KOM- 
пактна, если компактно множество spt(y). Докажем, что 


(3) ИУ Ь если 7<U, (р). 


" corey: Ne 


tims ees 
„+ 
А > — > 


В самом деле, возьмем любое ¢ > 0. Выберем диезную r- форму ®, 
для которой * 


о 1, fo. ПМ а 


Положим ®, = (р). Тогда, каки в доказательстве неравенства 
(VII, 7.2), i 


4 |tw-adl<| f @-«,- || fo “|<. 
U, (P) 


we ee geen wee ceeeee Se PO) FIA lope А Е, 


я и следует + (8). 
„Заметим, что. 


5 _. spt (7) = зрЕФ), spt (1) = spt (9) П spt (1). 
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Второе соотношение легко доказывается при >20, 1=т1; 
в общем случае следует воспользоваться первым соотношением и 
равенством (4.2). 


10. Молекулярные функции множества. Мы говорим, что 
функция множества Y является атомной и что она является функ- 
цией множества в точке р, если $р+ (1) = р. В этом случае [1]=1 (р). 
Если 1(р) =, то мы пишем 1 =1,,„. Молекулярная функция 
множества есть конечная сумма атомных функций множества. 
Заметим, что для любой ограниченной борелевской формы w 


(1) [© + Тр. а] = (р) + @. 
Лемма 10а. Совокупность молекулярных функций MHO- 


жества плотна в пространстве аддитивных г-вектор-функ- 
ций множества с диезной нормой. 


Возьмем любую аддитивную функцию множества Y, значениями 
которой являются г-векторы, и число = > 0. Пусть Q — компактное 
множество, для которого (EN Q) < =/2 (лемма 2a). Пусть Ue; — 
такое конечное борелевское разбиение множества Q, что diam (Q;) < 
< == (г-{ 1) =/(4 |1 |). Выберем точки р; Е О; и положим Qo = ENQ и 

и —т (9, T=, C21. L=Xet (>). 


Тогда из (4.1) и (9.2) при i> 1 мы получаем 


== = 
В силу (4.8) У |1; = |. Поэтому на основании неравенств 
i>o 
(9.2) и (9.3) 
# / / 
т ее xh <| 16/7 + Yiu oT = 
i>1 i> al | 
if e 22111 
<]y5|+ У, an 2 eat =, 


i>i 
как и требовалось. 
Замечание. Молекулярная функция множества обладает тем 


CBOHCTBOM, ЧТО 
| 1 


(2) те < 


Определение полной вариации показывает, что для любой моле+ 
кулярной функции множества 


(3) | TP pr = TP; “i 


=D /o,|), если точки р; отличны 
одна от другой. 
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1. Диезные цепи и функции множества. Рассмотрим сле- 
дующие линейные пространства: 

Пространство t,, состоящее из всех г-мерных диезных цепей 
конечной массы в ЕЁ, с массой или диезной нормой в качестве 
нормы. 

Пространство M,, состоящее из всех аддитивных функций MHO- 
жества в Е, значениями которых являются г-векторы, с полной 
вариацией или диезной нормой в качестве нормы. 

Мы покажем, что эти пространства изоморфны, причем изо- 
морфизм сохраняет обе нормы. 

Мы говорим, что элементы ACW, и ТЕМ, соответствуют 
один другому [ср. (УТ, 7)], если для каждой г-мерной диезной ко- 
цепи Х в Е 


(1) x. Rom | Oe ‚ат =([Dx -1. 


Теорема IIA. и выше соответствие A—-> 
>=, Является взаимно однозначным линейным отобра- 


жением пространства Wt, на пространство M,, причем 
(2) О а с | 


Каждой г-мерной цепи А соответствует ликейная функция A, 
диезной г-формы, определяемая условием Ay (Ох) =. А. Пусть. 
X,, Xo, ...— такая последовательность г-мерных диезных коце- 
пей, что | Px, eh для некоторого № и Dx, —0 р. к. м. Мы 


покажем, что т Ад (Dx,) = 9. Если задано ¢ S 0, то мы выбе- 


рем действительную компактную диезную функцию ф (VII, тео- 
pema 4A), для которой 


Е 
| lpA—Al< az: | 
Положим @ = $р1 ($). Теперь eDx, +0 равномерно, и формулы 
(У, 10.4) и (VI, 8.4) показывают, что 
1X11 = | Руки, еж |0. 


Поэтому мы можем выбрать такой номер ip, что 


124 < эТАт при iD. 


Возьмем теперь любой номер i >i). Пользуясь соотношением (УП, 2.1), 
получаем 


| Ал (Dx,)| =|X;- A| <| Ху. (А— ФА) |-Н|+Х, . А] < 


ё 
<М- эм Радт |A| =e; 
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Тем самым доказано, что А А (Ох, ) — 0. Поэтому в силу теоремы 8A 
существует единственная аддитивная функция множества { = 7 4, для 


которой выполняется условие (1). Очевидно, это соответствие ли- 
_ нейно. 

Возьмем любой г-ковектор 9; пусть Х-— такая коцепь, что 
Ох(р) = ® для всех р. В силу (VII, 6.3) и (3.6) 


Wo * {A} =X A= [що dy ,= 0, + [14] 
E 


отсюда следует, что [y,] = {A}. В силу формул (У, 16.3) для | A| 
(диезный случай) и (5.5) для |1 |, а также и формул (У, 10.4) и (1) 
имеем |1. | == | A|. В силу (У, 4.3) (диезный случай), (9.1), (У, 10.4) 
и (1) имеем |7,|* = [А |. | 

‚Допустим, что 1 „ = 0, т.е. 1, (Q) = 0 для всех борелевских мно- 
жеств О. Тогда для любой коцепи Х мы имеем Х. А = [Dx 14] =O4 


поэтому А=0. Следовательно, рассматриваемое соответствие 
взаимно однозначно. | | 

Пусть А — цепь в точке р, для которой {A} = (УП, 7), и 
T= pa ($ 10). Тогда из (УП, 7.1) и (10.1) мы получаем 


=X А=Ох(р) -& = [Ох + Тр] 


для всех диезных коцепей Х; поэтому 1. ==Т,,„, И это показывает, 


что молекулярным` цепям соответствуют рн функций 
множества. 

_ Чтобы показать, что рассматриваемое соответствие является 
отображением на пространство M,, возьмем любую функцию MHO- 
жества т СМ,. Для каждого натурального числа А возьмем моле- 
кулярную функцию множества Y,, для которой 1—1, <— 
(лемма 10a). Пусть, скажем, ТА, —1,. В таком случае 


|, ey = 30, 


и поэтому последовательность A,, Ay, ... является в диезной норме 
фундаментальной последовательностью и имеет предел А. В силу 
теоремы (У. 16B), соотношения (2) и неравенства (10. 2) 


ЩЕ lim | A, | == [1 | < 
причем полная вариация конечна. Далее, 


ТА ta [= А— А, |* 0, 
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следовательно, |1д—1|* = 0. и 1.==1, как и требовалось. Этим 
завершается доказательство. 
Примеры. При г=0 т, (Q) есть действительное число. Fen 
A = Хар, то ¥,(Q) есть сумма тех коэффициентов а;, для KO- 
торых р, Е О; [v4] = {А} = > a,. Если А — одномерная цепь, опре- 
деляемая ориентированной дугой, идущей от точки р к точке 4 (X, 6), 
то [Tal есть вектор 4 — р; если Q— борелевское множество, CO- 
стоящее из. дуги р qs являющейся частью о ев ape в 
то о ТА =9 — р’ (cp. $ 13). 
Проблема. Пусть. А — бемольная цепь конечной массы. 
Тогда А является и диезной цепью (VY, теорема 14В) и поэтому 
х. A=] 9, - dy, для всех диезных коцепей Х. Выполняется ли 


Е ‘ 
это соотношение и для-бемольных коцепей Х? 


Закончим доказательством соотношения 
(3) spt (14) = spt (A). 


Допустим, что p€ spt (ТА). Возьмем любую окрестность И 


точки р. Пусть; скажем, 7 ,(Q)#0, QCU. Тогда 4 (И) 21 (@)>0, 
и, в силу теоремы 5C, существует диезная функция w, обращаю- 
щаяся в нуль вне U, для которой [о Tal -= 0. Пусть, например, 


Dx =; тогда Х. A #0, и этим доказано, что рЕ р! (А). Обратно, 
если точка р не содержится в spt (ТА), то существует такая окрест- 


ность U точки р, что 1 „ (Q) = 0 для всех ОИ. Теперь [w - ta] = = 0, 


если spt(w)CU; поэтому Х. А ==0, если spt(X)CU, и, значит, 
точка р. не содержится в spt(A). | 


‚ 12. Умножение цепей на ограниченные борелевские функ- 
ции. Если А — цепь конечной массы, a ф — действительная огра- 
ниченная борелевская функция, то через ФА мы обозначим цепь, 
соответствующую ` функции множества yy, (теорема 11А); итак, 


(1) Тед ==Ф1д› ФШ— ограниченные борелевские функции. 


Если. ф — диезная функция, TO для любой диезной oe X по 
формулам (1), (4. 3) и (VI, 8. 4) получаем. 


Х,, ФА = [Py ‘eal = == [PD x: ТА] — [P. x." ta] = = ох. A; 


из (VI, 2.1) мы видим, что в рассматриваемом случае определение 
цепи ФА согласуется с определением этой цепи в (УП, 1). 
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Если мы по опрелелению положим 
(2) о A= [®. 414 = [6 - т] 
Е 


для ограниченной борелевской г-формы w, то из доказанного выше 
будет следовать, что для действительной ограниченной борелевской 
функции © 

(3) фо. A=w- OA. 

Частным случаем равенства (2) является равенство Dx-A=X-A 
(Х — диезная коцепь). 


Функция ФА линейна относительно обеих переменных. В силу 
(4.3) и (1) 


(4) ф (PA) = ($$) A. 


В силу (11.2), (1) и (4.2) 
(5) [ФА Ата |= | (9) at 
В силу (11.2) и (1) | Г’ 
(6) {PA} = [974] =| ear,. 
Е | 


Докажем для ограниченных борелевских функций ф,, @ и ограни- 
ченных борелевских г-форм ®;, ® следующие соотношения: 


(7) Нм |ФА — Ф,А| =0, если ФТФ или Ф{о, 
(8) Ни |ФА —®,А|=0, если 9-0, [9,|<N, 
(9) limw,- А=о. A, если 0,0, |0; < М. 


Эти утверждения следуют из (4.6), (4.9), (4.10) и (3.10), причем 
нужно воспользоваться соотношениями (4.2). Таким образом, 


|@— 9) Al =|@— 9) t4|= («— 0) 14 (Е) > 9, 
[(o—,)- Al<|@—e) - 1,4] <(o— ©), 1. (В) +0. 
Заметим, что из (7) и (8) для ограниченных борелевских функ- 
ций 9,, 9 мы получаем 
‘4 | 
(10) ФА-—>ФА, если o,f o или $], или $-—$, |9 < М. 


Обобщая равенство (VII, 1.17) (в случае, когда масса | А| ко- 
нечна), мы докажем, что для ограниченных борелевских функ- 


ций Ф;, $ 
(11) У ФА|=|ФА|, если 9,20, Уч ==. 
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Для конечных сумм это равенство следует из (5); для суммы. 
бесконечного ряда нужно применить (7). 


13. Часть цепи в борелевском множестве. Пусть А — цепь 
конечной массы, а С — борелевское множество с характеристиче- 
ской функцией хо. Мы определим часть цепи A в Q, полагая 


(1) Ag = X94. 
В силу (12.10) 


(2) Ао = 2: Ач, если U С, — борелевское разбиение 
множества Q. 


Таким образом, Ф„ (©) = Ао есть аддитивная функция множества, 
значениями которой являются диезные цепи конечной массы. Мы 
докажем, что 


(3) [Aol = 14 (©). 
В самом деле, из (4.1), (12.1) и (11.2) следует, что 
ТА МОЕ [Tx] = {Хо}. 


На основании (12.4) | 


(4) 9 (Ао) = (Хол) = Хо (ФА) = Ale: 
Полагая в (12.5) Ф==Хо, находим 

(5) | Ао| = 1 (©). 

Поэтому 


(6) | Фе == > | Ag, |, если Ue, — борелевское разбиение 
множества (. 


Более общо, в силу (12.4) и (12.5) 


(7) Ade | = | (x92) A= f (®) ata. 
Q 
В силу (3), (VII, 6.2) и (5) 
(8) 7) < [Ао <| Ag] =1,@. 


Заметим, что 
(9) Те, = 1941 J (9) at, 
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[мы пользуемся обозначениями, принятыми в (3.11)] есть ОЕ 
в пространстве ограниченных борелевских функций $. 

Приведем теорему, аналогичную теореме (УП, 8C); последнюю 
можно было бы вывести из этой теоремы (если Macca | А| конечна). 


Теорема 13А. Для всякой цепи А конечной массы а 


любого => 0 существует такое борелевское разбиение И = U Qi 
что | 


(10) >| Aa, |* > | [Ао] |, >14l—e- 
В соответствии с определением полной вариации hey мы можем 


выбрать множества Q; так, чтобы было Pe (Qi) |, > Ita] — 8; 
пользуясь (3), (8) и (11.2), получаем неравенство (10). 


14. Цепи и функции точки. Пусть А — некоторая г-мерная 
цепь конечной массы. В силу теорем 5А и 5В существуют такие 
борелевские функции I’, (р) и &,(p), значениями которых являются 
соответственно г-векторы и Г-ковекторы, что 


(1) тд (@) = | Га, |[ГАФр=Ь 
Q : 
2 — та Гл Е. (=. 


Функция Г. определяется единственным образом п. в. С та) 


функция &, может быть не единственной. 
Пользуясь замечанием, следующим 3a формулой (4. 3), MOy- | 
чаем для диезных коцепей Х 


(3) Dy ta= Dx: (Гл Та) = (Px Га) т; 

поэтому 

(4) XA = 0 - Г = ОЕ 
в е. Е 


Примеры. Пусть А — одномерная цепь, образованная глад- 
кой ориентированной дугой [см. (Х, 6)]. Тогда мы можем считать, 
что I',(p) есть касательный вектор в каждой точке р этой дуги 
иГ д(Р)==0 во всех остальных точках. (Вне дуги вектор I, про- 
изволен, так как там 1, ==0.) Если цепь A образована некоторым 
р г-мерного гладкого ориентированного многообразия М, то 

Г. (р) (РЕМ) есть г-направление ориентированной касательной пло- 
скости в точке р, 


м 
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°Теперь мы обсудим возможность представить 1. (©) в виде 


интеграла fa) dp, где функция & суммируема. Пусть № — мера 
о ae 5 й у ре = | | 2 | 4 = . a” 
Лебега; тогда этот интеграл можно записать в вие === 


Га= | «ар = (а) (©). 
Q Q | 


Заметим, что из доказательства равенства (4.2) следует, что | 
(5) =) fap | = f (@)odp= f la(p)lodp. 
в :. Е | | 


_ Теорема 14А. Отображение .a—->a, рассматриваемое 
в теореме (УТ, ТА), существует для измеримых по Лебегу сум- 
мируемых г-вектор-функций a, а не только для Во 
суммируемых а; мы имеем 


(6) | т = AV. 


Прежде всего теоремой (VI, 7A) a определяется: для непрерыв- 
ной суммируемой гГ-вектор-функции a. Если задана измеримая по 
Лебегу суммируемая г-вектор-функция я, то выберем для каждого 
натурального числа { такую непрерывную ке г-вектор- 
функцию a, что (II. Ш, 6) 


Де адь <, 


Тогда, как и в доказательстве теоремы (УТ, 7А), А = Нм a, cy- 
ществует, Х. A= | Dx- «и. для диезных коцепей X, и поэтому 
145" Fk. , 

В силу (11.2) и (5) | И | 
On ГА [Ча [Ев [=] ode 
s = ‘ к. - ey age Oe ee р 


Заметим, что отображение. а>а является взаимно: однозначным 


только в том смысле, что из ox! = ‘следует a <= И. В. | 
2: ЮАНЕМ: ТЕОРЕМ: : о. 1: aoe a 
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Теорема 14В. Для данной цепи А конечной массы в том 
и только в том случае существует измеримая по Лебегу сум- 


мируемая г-вектор-функция a, для которой А =а: 


(8) Х.А = J Px -ady. (для всех диезных коцепей X), 


если а множества 1 д ново непрерывна относи- 
тельно меры Лебега. 

Если Aa, то для любой диезной коцепи x из (11.1), (8) 
и (4.3) мы получаем [D,- (y,—a%p)] = 0; по теореме 5С 7, = ay 
и, следовательно, 1) абсолютно непрерывна. Обратно, если 1 
абсолютно непрерывна, то по теореме Радона — Никодима мы можем 
записать 1) = ав; теперь lou | == |1 | == А, и поэтому & сумми- 
руема; кроме того, в силу (4.3) Х. А= [Px Tal = (Рх. a.) в] 
и, следовательно, А =а. 


15. Характеризация диезной нормы. Пусть даны функция 
множества 1 и вектор Vv. Определим функцию множества 7,7, 
которую назовем сдвигом функции 1 на вектор 9, полагая 


(1) Гл (&) =1(Г-. С), 


где Т,@ обозначает множество точек ри, PEQ. 


Теорема 15А. _`Диезная норма |1 ы (ЧЕМ,) есть верхняя 
грань 1 Ё полунорм |1 |’, удовлетворяющих условиям 

(а) |1’<т|, 

(5) |Т. 7 < [о [|1 И-П, 

(с) для каждой точки р и любого = > 0 существует такое 
C>0, что 


(2) 81|. вела СО @ в Ц|=0. 


В силу леммы (П.Т, 155) | ie есть полунорма в пространстве М... 
Покажем сначала, что диезная норма удовлетворяет перечислен- 
ным условиям; тем самым будет доказано, что |1 |* < |1, и поэтому 


| Ee является нормой. Выполнение условий (a) и (с) следует 
из (9.2) и (9.3) соответственно. вы доказать (5), возьмем любую 
диезную г-форму ©, для которой | w |# <1. Если ®,(р) =е(р— 9), 
то 


(3) По. (Гл — |= < % (®) [91 |. 


[@.—о). dy 
E | 


В силу (У, 10.2) % (5) < (г + 1} поэтому из (9.1) мы получаем (Ъ). 
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Пусть символ Чат (1) обозначает Чат ($р1(71)). Мы говорим, 
что функции множества 1,,..., 1„ образуют чистое &-разбиение 
функции множества Y, если существует такое борелевское разбие- 


ние Ua, множества $р+(1), что 
4  -=хол (поэтому №1, =1), @ат (y) <6 
Если функция 1 компактна, то чистое &-разбиение существует при 
каждом (> 0 (нужно взять Чат (©;) < 0). 

Доказательство неравенства |1 Е < т мы начнем с устано- 
вления того факта, что полунорма | he удовлетворяет неравен- 


ству (9.3). Возьмем любую точку р, число р > 0 и функцию мно- 


жества TSU, (р). Пусть | |’ — любая полунорма, удовлетворяющая 
условиям (а), (5) и (с). Если задано произвольное = > 0, TO мы 
выберем © `> 0 в соответствии с условием (с). Пусть 11, ..., Ym— 

некоторое чистое (-разбиение функции 1; мы можем выбрать такие 


векторы %,,..., U,,, |9; | р, что 1 = DT: CU, (p). В силу (bd) 
и (4.8) 


/ / Uj li 
ya) <p ues и 


Положим а = [11], В==1,,„ ($ 10). Тогда [В —1’] =0, 18] = 12 
и условие (с) дает 


ВР — т’ < (1-11). 


Поэтому, если № ==2|1|, то 


МР ВИН < PE М-Н 


и неравенство (9.3) следует отсюда для | |’, а значит и для | Е. 


Далее, по только что доказанному мы можем применить дока- 
зательство леммы 10а и тем самым установить, что совокупность 


молекулярных функций множества всюду плотна при норме | ae 
Мы покажем, что совокупность полиэдральных функций множе- 
ства 1 д (А — полиэдральные цепи) также всюду плотна. Достаточно 
показать, что для любой атомной функции множества 1 = Тр, 
и любого => 0 существует такая полиэдральная цепь A, что 


+ 
| Tals < г. | 
По определению массы [aly (I, 13.1) существуют простые 
г-векторы @, ..., %,, Для которых 


ax: У а, Е 


456 XI. ЦЕПИ И АДДИТИВНЫЕ ФУНКЦИИ МНОЖЕСТВА 


Выберем такое число # > 0, что р(2| «6 - 1lfrt+ i)<e. Выберем 
далее. ‘симплексы. oy В U,(p) и числа а; так, чтобы было 


о as авы | | a,9;| =|. 

Положим А ah Jorma = 7 

: =Уч=о, [А < «6 - 1. 
ры InI+JAl<2lalo+1. 


и неравенство. (9. »): для | | дает [мы пользуемся равенством (11.3)] 


Кроме того, 


lou < Е 
как и требовалось. eam otal 
_ Затем мы покажем, что lu в ol для . полиэдральных 
цепей А. Возьмем любую норму | |’, удовлетворяющую условиям (а), 
(6) и (с). Положим ГАР = |1 для полиэдральных цепей А. 
Пользуясь соотношениями (11.2) и тем фактом, что [до |= | da} —0, 
Tr, a г. мы ‘видим, что норма | A |’ aaa oul a 


теоремы (V, 8B); см. (У, 8:8). Поэтому 
tal = Al’ < | A р =|%, р 


и наше утверждение доказано. . 

Мы знаем. теперь; . что lulz —=| А = fe для полиэдраль- 
ных цепей А. Возьмем любую функцию множества 1ЕМ,. Для 
каждого „ натурального ‘числа. {- существует такая полнэдральная 
цепь- Ain 870. wae + task at 1/24 Е Вы Тепер. 


т : со от : lim та ij м. 
так KaK oe | 
sap Be < <|1— ta 22 


a и завершается ‘доказательство. 


- 16; Представление ‘диезной нормы. ` Мы: укажем одно пред- 
ставление для диезной нормы: любой компактной функции ee 
жества YEM,. Для произвольной. функции _ множества 1 EM, 1 

заданному = > 0 мы-можем-выбрать компактнбе: множество Q, для 
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которого 1 (EN (С) <, и поэтому 
lt — То < т 191< 8 
где 10 —=от; таким образом, предельный переход даст нам диез- 


ную норму любой функции множества ТЕМ... 

Пусть 11, ..., 1т компактны. Тогда р-взрыв. & этого множества 
состоит из 

(А) чистых passueues ($ 15) хи каждой функции MHO- 


жества Y;, 

(B) перегруппировки совокупности всех he B некоторую сово- 
купность функций множества В, | 

(С) такого множества векторов ®’,;,. что ДЛЯ р MHO- 
жества точек р, | 


Ty, Bet ev o(Pp) (для всех R, г» | cay 


(Мы могли бы просто предположить, ‘что Bre Pr ES и, oP) ДЛЯ 


всех К.) 
Для данного взрыва & положим 


NG eo tai 9 - Sst 4 


Din a 


| Таким образом, мы слвигаем ti так, чтобы они лежали в HE- 
которой совокупности множеств малого диаметра; мы добавляем 
к сумме масс г-векторов соответствующих аа множества 
„величину сдвига“. Очевидна аналогия с an pds 

По определению положим. и” 


-« 


2) Welly. snus NGS, . ., Ym: ©): р-взрывы $}. 


Так как любой о’-взрыв при р’ <p является и р-взрывом, то 
мы имеем 


(3) О Gl Ne Gy=-10 Ye) Ube, <p 
Поэтому мы можем положить 

(4) М (ль...) М, (116+ «9 Ти, 

a о > 0 


ти 


Наконец, для любой компактной функции множества 1] положим 


(5): |1 ee inf (NV СТ, ee Tmt T= ip т! компактны}. 
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Очевидно, 
Мы #0 К. ...) < М ь oe) М, (4. an 
поэтому мы видим, что | Е есть полунорма. Мы докажем, что 


(6) 9 =|1 Е если 1 компактна. 


Докажем сначала, что НИ |“ ({ компактна). В силу 
теоремы 15А достаточно показать, что полунорма | р удовле- 
творяет условиям (а), (Ъ) и (с) этой теоремы. 

Чтобы доказать (а), достаточно показать, что №, (1) <|1| для 
всех р. Возьмем некоторое чистое р-разбиение >) 1, функции 
множества 1; не будем делать никакой перегруппировки и 
возьмем 9, =0. Для получающегося в результате р-взрыва & мы 


имеем 
М (т; г) = У < У |1 = 11| 


[мы пользуемся (4.8)], что и дает требуемый результат. 

Чтобы доказать (Ъ), зададим Y и Фи возьмем любое p > 0. 
Пусть 11, ..., т — какое-либо чистое. р-разбиение функции 
множества —71. Положим 


Я = 9—0 Cs 1, oe we Me). 
Сгруппируем 1; С Ym4; при каждом i; это дает некоторый 


р-взрыв & пары — 1, 7,7. При этом в силу (1) 


N(— 1, Tei; 8) = = ela 


i=1 


Следовательно, | 
М (— т, Ter) < И-П, 
и это же неравенство выполняется для М№(— 1, 7,7) и для 


Г — 1 hag как и требовалось. 


Чтобы доказать (с), зададим точку р и число => 0 и по- 
ложим G=(r-+l)e. Теперь возьмем любую функцию множества 


xy cUc(p), для которой [1] = 0. Возьмем, далее, любое р > 0. 
Выберем чистое разбиение У-, функции множества 1 и точки р,, 
для которых =, (р). Положим v,—= p— ру тогда |9;| < и 
Те Ц, (р). Далее, (2 Shit. Группируя вместе 
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все 7; мы получаем такой о-взрыв & функции 1, что 


се 9111 Clu. 
Nos = Do <r 


следовательно, N,(y)<¢|y|, и (с) доказано. 
Докажем теперь, что НЕЕ. В силу (9.1) достаточно 
показать, что 
(7) По 
Возьмем любое = > 0. Запишем 


Е axe ee OR oxy Чт) < lt |e +e, 


гле 1; компактны. Возьмем любое p >0. Так как №, (1,,...) < 
<М(11, ...), то существует такой р-взрыв &, что 


М (1 005 ий 8) ЗИ +e. 


В принятых выше обозначениях с помощью (15.3), (9.4), (1) и 
(4.8) получаем 


‚ если Jol* <1. 


[Ф.И |= Ур. бы Тв] + [> У Pests 2 
k,l 
<%() By | ei | Bar| +2 ты Xo (©) p> Pog Pat | Е 


+] © |p 


Br 


г} ee ae 
k,l 


I 


2 


< 2 aut. 


Так как р произвольно, TO 


По, 


откуда следует (6). Это и завершает доказательство. 


17. Другие представления диезной нормы. Мы будем гово- 


рить, что представление v= D1 функции множества 7] является 
ее борелевским разбиением, если существуют такие борелевские 
функции $,,..., Фи в Е", что 


(1) <<! BeM=1, wt. 
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- `%. 
Мы говорим, что представление 1 = »,1; является липшицевским 
разбиением, если ель функции ¢; с.указанными свойствами, 
являющиеся липшицевскими. 


Те о рема 17А. В определении ‘нормы ly ha (+ компактна) 


6 § 16 чистые разбиения можно заменить борелевскими раз- 
биениями или же липшицевскими Пао 


Пусть |1 ky обозначает |1 Ё с тем лишь отличием, что вместо 
чистых разбиений используются борелевские НЫ, Так как 
истые разбиения являюгся `борелевскими, то |1 | = [$ |. Далее, 
доказательство неравенства (о. 7), если воспользоваться (4.7), 
показывает, что |[®.1]| < # для всех диезных форм w, для 


которых | 1; поэтому. НЕЁ. Так как =, 
TO мы имеем |1 | =|1 ры 

Определим число |1 by пользуясь липшицевскими разбиениями; 
тогда, очевидно, > Ка Доказательство того, что |1|# < 
= [т №, проводится в точности так же, как доказательство не- 
равенства |‘ |1 | в $ 16. Таким образом, |1 | = |1 | 

В определений нормы. |7 Е ‚мы не можем пользоваться 
пределом | 


(2) = lis = IN, ths «cle т, if компактны] . 


В самом деле, пусть а — некоторый (rt 1)- мерный симплекс. 
Возьмем любое р > 0. Если мы напишем o= Ds, diam (5,)<p 
и возьмем {== Y5,, T= Ta,’ то, рассматривая каждую функцию 


множества у. отдельно и полагая 9, =—=0, мы видим, что 
i “a 


Ме.) и [te = ay | 
Вообще говоря, не верно и соотношение ly 7 =N(y). 
В самом деле, положим 1 =1 д, ГДе цепь A) определяется сле- 


дующим образом. Пусть А и В — два перпендикулярных ориен- 
тированных прямолинейных ‘отрезка. в Е? длины / ==0,1`с общим 
концом. Пусть А’и В’ образуются путем сдвига отрезков А и В 
Ha вектор © длины h = 1,8. Положим 


Ay= A+ BABY. 


Пусть С и С’ — соответствующие гипотенузы, a D и 0’ — обра- 
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зованные таким образом треугольники. Тогда 
[Ай =|0б — aD’ +(T,C — С < 
|911 С 
<|р1-+127 +e 


Мы докажем, что N (ta) >! 2"); на самом деле N,(¥4,) > 2"”A 
при р = 0,1. Возьмем m1060e чистог разбиение функции Тд; МЫ, оче- 
видно, можем разбить его далее, получив разбиения функций Я 


= 21) р 01) 


Тв’. Тем самым получаются разбиения цепей А, В, A’, В’. Дей- 
ствуя с ними, сгруппируем сдвиги в полиэдральные цепи L,, ..., Ly 


диаметра <p. Мы должны изучить формулу (16.1). Каждая из 
цепей L; образуется путем сдвига частей A,, B,, А» В, цепей A, 


В, А’, В’ соответственно. Пусть 2; — минимальная длина векторов, 
использованных для кусков цепей А; и В,, а h,-— для кусков 


цепей А; и В,. Очевидно, 
ато. 


(Если [, не содержит, например, никаких частей цепей А, ИЛИ 
В, то мы можем во всем дальнейшем положить й, = 1,45.) 


Ноложим 
2a; = h,| A;|+-h,| A;| 28 || A;| —|А, ||, 


2b, = h,| B,| +h; | BY | 4-2"? || B,|—| Bi] |. 


Покажем, что правая часть равенства (16.1) не менее, чем 


(3) a= № (а. 5). 
Из неравенства (a — 6)? > 0 получаем a?-++- 5? >. (a+ 5)/2; полагая 
a=||A|—|4i|| = ВИ —| ВЕ, 


мы, Таким образом, имеем 


1A; + B,— Ai — Bi} |) = (4+ Bi)” > 27” (a, В, 
и наше утверждение доказано. 

Заметим, далее, что если A+h’ >R и ala’, причем все 
числа положительны, то ha—-+-h’a’ > Ка’; поэтому для положи- 
тельных чисел | 

ha+h’a’ Ки — а | > Е зир (а, a’}, если hth’ >k 
Пользуясь этим, находим 
1/2 
2a, > 2’ sup {| А,|, | А, |}, 
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и аналогично для 26,. Следовательно, 


1/2 
a> = Узир! А, |, | A; |} Е зир (|B), |8 |] ]> 


i 
> 22 У АННА 4181+ [8 )=2" 


Этим доказано, что 
N (ta) > 219% > ГА = тд, 


как и утверждалось. 


ПРИЛОЖЕНИЯ 


ra) 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


Бекторные и линейные 
пространства 


С линейными пространствами мы сталкиваемся в этой книге 
повсюду; в частности, линейными пространствами (в действитель- 
ности банаховыми) являются множество областей интегрирования 
(цепи) и множество объектов интегрирования (коцепи). Наиболее 
важными из встречающихся конечномерных векторных пространств 
являются векторное пространство У =" (ЁЕ”) ($ 10), связанное 
с евклидовым пространством Е”, и пространства УГ, и У! поли- 
векторов и поликовекторов, образованные из У (гл. I). Мы дадим 
здесь обзор основных свойств линейных пространств, которые 
предполагаются известными в основном тексте книги. | 

До некоторой степени по-новому вводится понятие аффинного 
пространства ‹ ($ ` 10).. Мы пользуемся аксиоматическим подходом, 
основанным на теории векторных пространств. 

Напомним несколько ‘общих терминов.‘ Отображение f MHO- 
жества 5 в множество 5’ является взаимно однозначным, если 
из /(р)=/](49) следует р=а; f есть отображение на. если 
образ f(S) множества 5 есть все множество 5’, т. е. каждый 
элемент p’ € S’ есть f(p) для некоторого рЕ5. Если и BS un B S’ 
определена некоторая операция род (например, сложение или умно- 
жение), то f есть ‘гомоморфизм при условии, что (ро 4) = 
=f (p)o f(q). Если 5’ — группа, to ядро’ гомоморфизма f есть 
множество тех элементов из 5, которые’ переходят в тождествен- 
ный элемент группы $’. Некоторое отображение одной алгебраи- 
ческой системы в’ другую ‘систему той же природы является из0- 
морфизмом, если оно взаимно однозначно и сохраняет все 
операции. Отображение одного метрического пространства в другое: 
изометрично, если оно аа. ни ЛЬ. оно 
взаимно однозначно). 

Мы пользуемся символом. О.в равной степени и для обозна- 
чения числа нуль. и для ‘обозначения тождественного элемента 
аддитивной группы (например, вектора _0)!). Обычно A, в ит. д.. 
обозначают упорядоченные множества целых чисел; таким образом; 


1) Этим же символом- в. книге обозначается пустое | множество. —. 
Прим. перев. | | д 25 


30 Уитни 
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| 4 
A==(Ay, ..., ^,). Сумма ps обозначает сумму по всем множествам A, 
тогда как 


ps есть сумма с ограничением jy <... <A,. 
(^) 


Полезны некоторые числовые функции: 


a a a oe 

Sh Shave ks a NN bs. 
г, равно |, если (Aj, ..., ^,) — четная перестановка упорядочен- 
ного множества (1,..., 1), равно — 1, если эта перестановка 


нечетна, и равно 0, если не все /, различны; of равно 1, если 
как все jj, так и все в, попарно различны и одно из этих MHO- 
жеств является четной перестановкой другого, равно — |, если 
эта перестановка нечетна, и равно 0 во всех остальных случаях. 


Знак i означает, что символ i опускается. Так, 


сы Dip Заза М) Pes we ds =e р.) = 
= (р, сета Дела Perse «eas Py): 


Мы пишем GG’, если группы или векторные пространства 
G, G’ изоморфны. 


1. Векторные пространства. Линейное пространство У 
есть множество элементов, называемых точками, или векторами, 
которые образуют абелеву группу при операции сложения и кото- 
рые можно умножать на скаляры (всегда в этой книге являю- 
щиеся действительными числами), причем!) а(и-- 9) =аи- av, 
(а6) о = а (69), lu=v. Мы предполагаем известной теорию линей- 
ной зависимости. Размерность dim(V) пространства У есть 
максимальное число независимых элементов в У; У есть векторное 
пространство, если его размерность конечна. В этом случае 
в У существует базис é,...., е„ (п = ап (У)), обладающий тем 
свойством, что любой вектор v из У может быть единственным 
образом записан в виде о = dy v/e,; числа 9! называются компо- 
нентами вектора UV относительно этого базиса. 

Каждое множество Н векторов из У порождает некоторое 
подпространство Н* пространства У, состоящее из всех векто- 


1) Конечно, приведенных автором требований недостаточно. Напри- 
мер, если определить „умножение“ на числа так, что О-о = 0, а: 9 =0 
при а==0, то требования автора будут выполнены, но, конечно, это 
не есть линейное пространство. Пропущено требование (а + 6) = 
= av + 69. — Прим. ред. 


у 
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ров 9, которые можно записать в виде Эа, где и, принад- 
лежит НЯ. 
Пусть Рич, В МЕ 


написать 
/ 7 1/7 
(1) е; = dale, г, — Daze. 


..., @ — базисы в У. Тогда мы можем 


= j tk 
Комбинируя эти равенства, получаем B= 2 al da ит.д, 
-- i 


следовательно, 
р И 7 qk — № 
(2) 24а) = дар = ve 


т. е. матрицы Пай, || @;7|| являются взаимно обратными. Запи- 
сывая 


мы получаем закон преобразования компонент вектора: о: 


и lend one lig J 
(3) © = 2, afe!, i= Raj ; 

Векторное пространство У (но, вообще говоря, не линейное 
пространство) имеет естественную топологию: определяются 
открытые и замкнутые множества, а также предельные точки 
последовательностей, с обычными свойствами. Чтобы показать это, 
выберем некоторый базис е.,..., е, и с его помощью введем 
метрику, как ниже в § 9; различный выбор базисов приводит, 
вообще говоря, к различным метрикам, но к одной и той же 
топологии. 

Важный пример векторного пространства представляет собой 
п-мерное арифметическое пространство YX". Его элементами 
являются упорядоченные множества (а, ..., а,), состоящие 
из п действительных чисел, с очевидным определением сложения 
и умножения на скаляры. Оно ‘имеет естественный базис 


(4) e,=(1, 0,..., 0), е==(0, 1,..., 0),..., @,=(0, 0, ..., 1). 


С помошью этого базиса получаем естественную метрику про- 
странства 9" (§ 9). : 


2. Линейные отображения. Отображение © линейного про- 
странства У в другое линейное пространство называется линей- 
ным, если 


(1) Ф(и-- 9) =9и 9, — (аи) = аи. 
30* 
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Ясно, что © является взаимно однозначным в том и только в том 
случае, если из фи = 0 следует и = 0. 

Множество всех линейных отображений пространства У в уу, 
если мы по определению положим 


(2) (ф-фо=фо- фо, = (44) 9=а($9), 


образует линейное пространство L(V, №). 

_ Если o и ф — линейные отображения пространства V в Wu 
пространства W в X соответственно, то отображение Yo ee 
определяемое условием 


(3) ($$) (9) = (9), 


является линейным отображением пространства У в Х. 


3. Сопряженные пространства. Пусть % = 3%! — простран- 
ство действительных чисел. Тогда пространство, сопряженное 
к векторному пространству И, есть векторное пространство 


(1) У = АСУ, 90; 


таким образом, элементами пространства У являются линейные 
функции f, определенные в У`и принимающие действительные 
значения. (По поводу случая нормированных линейных пространств 


см. ниже § 8.) Элементы пространства У мы называем ковекто- 
рами пространства У. | 


Вели в ++, @. — некоторый базис в \У, то взаимный базис 
et, ..., ей в пространстве У есть множество элементов из V, 
определяемых условиями | 

| РЖ i 
(2) е (е}) —0.. 


Так как любой элемент из У определяется заданием его значений 
на элементах @,, то мы легко находим, что элементы e! действи- 


тельно образуют базис в V. Отсюда следует также, что 
dim(V) = 91 (У) и, следовательно, У и V изоморфны (но изо- 
морфизм зависит от выбора базиса). 3 


Компонентами ковектора f = У, fe! относительно указанного 
выше базиса являются числа f,. Составляя значения е! (9) и f (e;) 
И В (2), Пи 


(3) ое! (9), ay (e,); 
Далее, 


(4) a f@= 2 fe: 
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Для каждого вектора v пространства У положим. 


(5) ®, (=f), FEV; 
тогда Ф„ есть линейная функция на пространстве V, т. е. элемент 
пространства V, сопряженного к У. Ясно, что Ф есть линейное 
отображение пространства У в у. 
’ Лемма 3a. Ф есть изоморфизм векторного пространства V 
на У. И | | 
Замечание. Это может не выполняться для банаховых про- 
странств; см. $ 14. 
Чтобы показать, что Ф взаимно однозначно, допустим, что v # 0. 


Существуют такие элементы е.,..., е, пространства У, что 
9, е.,..., е, есть базис. Существует, далее, такой элемент f про- 


странства V, что f (9) = 1, f (e,) = 0; тогда ©, (f) = f (9) = 0. Этим 
доказано, что ©, #0. Отсюда также следует, что Ай (Ф (У) ) = 
= ани (У) = dim(V) == dim (V); следовательно, Ф есть отображение 
на все пространство У. 

Возьмем, как ив $1, в пространстве У два базиса, и пусть 


е!,... И el, ..., — взаимные базисы. Пользуясь (1.1) и (1.2), 
получаем 


ИР i pk it. \ = S РЕВ — dis 
(Laie (ед) = (че (Bayer) = ара = 0; 
Г. R 2 k,l 
аналогичное соотношение имеет место для е’*, е,. Отсюда 
(6) ei— У, а}, ег! — У, ate’), 
> | J 


Tak же, как в (1.3), находим закон преобразования компонент 
ковектора: 


Пусть ©— линейное отображение векторного пространства У 
в векторное пространство №. Тогда’ существует сопряженное 
(или дуальное, ИЛИ присоединенное) линейное отображение $“ 


пространства № в пространство У, определяемое условием 


(8) (9*1) (®) =f (gv), ЛЕМ, vEV. 
Каждому отображению ф соответствует некоторое 9"; таким обра- 


зом, мы имеем отображение пространства L(V, №) в Ё (У, И), 
которое, очевидно, линейно: 


(9). (+e) =F +9 (a9) = a9". 
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Кроме того, если 9 и Ф — линейные отображения пространства У 
в W и пространства Я в Х соответственно, то 


(10) (bp) = 9", 
потому что для любых f€X u vE€V мы имеем 
COP)" Л) (9) = Л (be) 9) = Л (ф (92) ) = | 
= (HS) (фо) =F YA) (®) = ("$") Л) ©). 


4. Прямые суммы, дополнения. Если Х и У — произвольные 
множества, то их декартово произведение ХХ У есть множество 
всех пар (x, у), или x Х у, где хЕХ, yEY. Пусть У и И — линей- 
ные пространства. Тогда их декартово произведение может быть 
преврашено в линейное пространство У QW, прямую сумму 
пространств У и W, если по определению положить 


(1) (9, WM) + (95, We) =(@-9., м, а(9, щ) = (а9, aw). 


Подобным же образом мы можем определить У, ©... ФУ, Ясно, 
что для векторных пространств dim(V ФУ) = ат (У) + dim(W). 
Заметим, что 9" =... ОХ (п слагаемых). 

Пусть У, и У. — некоторые подпространства линейного про- 
странства У. Если каждый элемент из У может быть единственным 
образом записан в виде о =, {ч.5 (V, Е И,, ч.ЕУ.), то мы гово- 
рим, что У, и У. являются дополнительнымя подпростран- 
ствами пространства У. Тогда, очевидно, У =У, ФУ.. Линейное 
отображение п, определяемое равенством 


(2) п (9, 95) =, (9 ЕУ,, V2 Е\.), 


оставляет неподвижными все векторы из V, и переводит все век- 
торы из У. в 0; оно называется проекцией пространства У на 
У, вдоль Vo. 


5. Фактор-пространства. Пусть У, — некоторое подпростран- 
ство линейного пространства У. Мы пишем 


(1) v=wmodV,, если 9 — 9ЕУ,. 


Это соотношение рефлексивно, симметрично и транзитивно; поэтому 
элементы пространства У распадаются на классы эквивалентности 
относительно этого соотношения. Пусть С, — класс, содержащий 
элемент ©. Полагая 


(2) С. 5 Ca ane newer aC, = Sone 


мы превращаем эти классы в элементы некоторого линейного про- 
странства,‚ фактор-пространства, пространства-частного, или 
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пространства-разности пространства У по подпространству at 
мы будем обозначать его символом У modV,. 

Если У, имеет в У дополнение V,, то каждый класс C, со- 
держит в точности один элемент по из Vy; полагая D(C,) = по, 
мы определяем изоморфизм пространства У modV, на подпро- 
странство V4. 


6. Спаривание линейных пространств. Результаты этого пара- 
графа будут применены в следующем. Мы говорим, что линейные 
‚пространства У, W спарены, если определено билинейное умно- 
жение W-U с действительными значениями. Для любого подпро- 
странства У, пространства У аннулятор ann(V,) есть подпро- 
странство пространства W, состоящее из всех таких элементов <, 
что W-v == 0 при VE V,; подобным же образом определяется апп (W,). 


Лемма ба. //усть Н и Н* — спаренные векторные простран- 
ства; допустим, что апп(Н) и апп (Н”) содержат соответ- 
ственно в Н* и Н только 0. Тогда, полагая [Ф (h*) | (1) = №. Е, 
мы получаем изоморфизм Ф пространства H* на простран- 
ство Н. 


Ясно, что Ф есть линейное отображение пространства Н* в Н. 
Если ®(h*)=0, то A*€ann(H); поэтому й*==0 и Ф взаимно 
однозначно. Ясно также, что Чип (Н*) < dim(H). По тем же со- 
ображениям 


dim (H) = dim (Н) < dim (H*) = dim (H*); 


следовательно, Ф есть отображение на все пространство Н. 


7. Абстрактные гомологии. Мы пользуемся обозначениями, 
сходными с обозначениями в (11.П, 8). Если дано векторное про- 
странство ы и такое линейное отображение д пространства С в себя, 
что 00А=-0, то мы определим соответствующие пространства 

„гомологий“ Н и пространство „когомологий“ Н". Мы пишем X- А 
вместо X(A) (АЕС, ХЕ С). 
Пусть 2 и В — соответственно ядро и образ отображения 9; 


— 


пусть d == 0* — сопряженное к д отображение пространства С в С, 
и пусть Z* и В* — соответственно ядро и образ отображения 4. 
Докажем соотношения 
(1) Z* = апп (В), (2) 7 = апп (В*), 
(3) B* — апп (7), (4) В — апп (7^). 

Включение ХЕ Z* означает, что dX == 0, т.е. 4Х.А = Х.дА =0 


(для всех АЕС, и, значит, ХЕ апп (В). Точно так же Всапп (7^). 
Если дан элемент A€ann(Z*), то, полагая © (4Х) =Х.А, мы, 


472 ПРИЛОЖЕНИЕ I. ВЕКТОРНЫЕ И ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА о 


очевидно, получаем некоторую линейную функцию ф в В*, имеющую 
линейное продолжение 9, на С. Так как C=C, то существует 
_ такой элемент ВЕС, что Y-B=~g,(Y) для всех VEC. Tenepb 


Х.0В=ахХ.В = (аХ) =Ф+(аХ)=Х.А для всех XEC, 


откуда следует, что A=—OB, ACB. Таким образом, равенства (1) 
и (4) доказаны. Меняя местами С и Си пользуясь изоморфиз- 
MOM С — С, получаем два других равенства. 

Так как 00А = 0, то Вей. Далее, 

аах. А=ах.9А=Х.00А=0 

(для всех АСС); поэтому ddX==0 и B*CZ*. Следовательно, 
мы можем определить фактор-пространства 
(5) H=ZmodB, H*=Z* modB*. 

Полагая 
(6) h*-h=X-A, если XEh*, AER, 


мы определяем спаривание пространств H и H*; из (1) и (2) сразу 
_ видим, что это определение корректно. Допустим, что #* -h=0 
для всех ЙЕН. Возьмем элемент XEA*; тогда X-A—O для 
всех АСДи в силу (3) ХЕВ* и A =O; поэтому. апп (Н) =0. 
Аналогично, апп (Н*) = 0. Следовательно, в силу леммы ба рас- 
сматриваемое умножение определяет изоморфизмы 


(7) | H*~H, НАН*. 


8. Нормированные линейные: пространства. Пусть У — неко- 
торое линейное пространство. Любую действительную функцию [2], 
определенную в. У и удовлетворяющую условиям 


(1) о < -Е 9], 
(2) [ао | =|а|191[, 
мы называем полунормой в У. 


Лемма 8а. Для любой полунормы 


(4) к. Jol >20. | 
Равенство (3) следует из (2), если положить а = 0, а неравен- 
ство (4) — из того, что 9 [9|==|9|-+|-9|2|9—9|=0. 


Полунорма |v| является нормой, если 


Пе. |v] 50: при 9 == 0. 
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Если это имеет место, TO мы можем определить расстояние 
между двумя векторами UV и W, полагая 


.(6) р (9, 9—9]; 


тем самым мы превращаем. У в метрическое пространство. [Нера- 
венство треугольника сразу следует из (1).] Мы будем ре 
предполагать, что У нормировано. 

Действительная ограниченная линейная функция !) f в про- 
странстве У есть такая линейная функция, принимающая действи- 
тельные значения, для которой верхняя грань 


(7) |= зир (1 (9): veV, |9|==1} 
конечна. Тогда | f | есть наименьшее из таких чисел, что 
(8) [Л (9) | < [| для всех vEV. 


Из (8) следует, что функция f непрерывна в У. 


Лемма 8b. Для любого vEV существует такая ограни- 
ченная линейная функция f в пространстве У, что 


(9) [fl F@=lel. 


Это непосредственное следствие теоремы Хана — Банаха о про- 
должении линейной функции, см. Банах, стр. 27 2). 

Замечание, Вообще говоря, pane f не единственна; 
см. конец параграфа (1.13). | 
‚ Множество всех ограниченных линейных функций в простран- 
стве V ‘образует линейное пространство, в котором, очевидно, 
выполняются условия (1) и (2); ясно также (в силу леммы), что 
выполняется и условие (5). Таким образом, эти функции образуют 
нормированное линейное пространство У, пространство, сопря- 
женное к пространству У. 


_ Лемма 8с. Для определенных выше норм имеет место 
соотношение | | 


(10° ‘|9 sup tf): ЛЕЙ, ИЛИ. 


Пусть |u|’ — обозначает правую часть. В силу (8) |u|’ <] 7; 
но в силу леммы 8b |u|’ >]v|. 

Пусть У — нормированное векторное пространство. Тогда любая 
линейная функция / наУ ограничена; поэтому И, рассматриваемое 


к. В переводе сохранена терминология автора: мы называем f функ- 
цией, а не функционалом. — //рим. перев. 

2) См. Банах С., Курс и анал!зу, Kuis, 1948, стр. 46.— 
Прим. перев. 
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просто как векторное пространство, является в точности про- 
странством, сопряженным к V, в соответствии с определением, 
данным в $3. 


Лемма 8d. //усть дано нормированное линейное простран- 
ство У, и пусть Ф — линейное отображение пространства У 


в V, определяемое с помощью (3.5). Гогда Ф есть изоморфизм 
в пространство У. 


В силу леммы 8b пригодно доказательство леммы 3a. 


Допустим, что У и У сопряжены, как в $3. Пусть |9|и 
| 1| — некоторые нормы в этих пространствах. Мы называем эти 
нормы сопряженными, если имеют место равенства (7) и (10). 
В силу леммы 8с достаточно доказать (7). Теперь мы покажем, 
что достаточно также доказать (10). 


Лемма 8е. Пусть У и У— сопряженные векторные про- 
странства, и пусть они как-лябо нормированы. Если имеет 
место соотношение (10), то имеет место и (7), и нормы 
являются сопряженными. 


Норма |/|в У определяет некоторую норму в И; если ото- 
бражение Ф определено так же, как и выше, то в силу (10) норма 


любого элемента Ф, из У равна 
(11) [O,|—sup (ФЛ: || = П==зар 7): [711] =|9 |. 


Таким образом, применяя лемму 8c к пространствам У, V, мы 
получаем 


17| == зир {Ф, (Л: |Ф,|=1} =зир {7 (©): |9]=1}, 
что и требовалось. 
9. Евклидовы линейные пространства. Линейное простран- 


ство У является евклидовым, если в нем определено скалярное 
произведение и: ос действительными значениями, удовлетворяю- 


щее условиям 

(1) Это произведение билинайно и симметрично. 

(2) 9:9 >0, если о =0. 
Определим норму и расстояние формулами 

(3) |9 |= (© 9) 
Докажем неравенство iinapua: 


(4) [шо < #9]. 


и. o(v, w)=|w—v 
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Мы можем считать, что |v|== 1. Полагая а == и ‘9, находим 
О<|и— 498 = и — 2а(и: у - а? = и — (и 9), 


откуда следует (4). [Другое доказательство можно найти в (I, [2.8).] 
Применяя (4), получаем 


[ори Р-Р (и - |9}, 


и (8.1) доказано. Отсюда мы видим, что |9| действительно есть 
норма в V и что, следовательно, У является метрическим про- 
странством. 

Векторы и, о ортогональны, если и. 9 =0; если п 2 0, 9 = 0, 
то мы называем их перпендикулярными. Множества Р, Q векторов 
ортогональны, если и: ч==0 для всех “EP, vE€Q. Множество 


векторов U,, ..., U, называется ортонормальным, если Uj - Uj = of: 
таким образом, U,, ..., U, являются взаимно ортогональными еди- 
ничными векторами. 

Пусть @,, ..., е, — ортонормальный базис в У (мы предпола- 


гаем, что У имеет конечную размерность). Тогда, выражая век- 
торы через их компоненты ($ 1), мы находим 


(5) и. “= (2: uie,) . (> ое} = 2iaiv' 
(6) 10 | — | Хо | = (> cop] 


Заметим, что базис e@,,..., e, в A” ($ 1) ортонормален. 
Если дано векторное пространство У, то мы можем выбрать 
в нем некоторый базис é@,,..., е, и с помощью (5) определить 


скалярное произведение; тем самым V превращается в евклидово 
векторное пространство. 


Лемма 9a. Отображение х евклидова векторного про- 
странства У 6 V, определяемое условием $,(9) = и-9, является 
изометричным отображением на все пространство V; если 


положить 9,9, =и.9, то У становится евклидовым про- 
странством с той же нормой, что и в (8.7). 


Так как скалярное произведение билинейно, то 9, СУ и отображе- 
ние ф линейно. Если u # 0, To 9, (u)=|u |? £0, 9,40, поэтому $ 
взаимно однозначно. Tak как dim (V) = dim(V), то © является OTO- 
бражением на все пространство У. Норма элемента 9, в У равна 


[фи [== sup {$ (0): [9] = 1} =вир (+9; [0] =1. 


мг. a т. - Е 
© 4 - < A de — 
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В силу (4) |o,|<l|a|. Если и #0, то, полагая о=и/и|, мы 
покажем, что | [Ш |. Таким образом, |9,|=|4]|, и из (8.6) 
следует, что © есть изометричное отображение. 

Заметим, что если 9 == 0, то функция f —9o,, где о. 
удовлетворяет условиям (8.9) и является единственным элементом 
из У, обладающим этим свойством. 

Скалярное es ga Ф.Ф, =. удовлетворяет усло- 
вию (1). Далее, (9, - Ф,) (ини) = и|=|$,|. Наконец, если 
o,#0, то u#0, |u| == 0и 1o,| #0, и (2) доказано. 

Пусть е.,..., е, — некоторый ортонормальный базис в У. Так 


как €;+@;==0j, то множество 9,,..., Ф., Является взаимным 
| 
‚ базисом. 
ой. ПИР 
Так как $, (е;) =и.е, =, . а: we Г(е) ==е! У. 
Kpone того, Е = (9)==е, + 9. Поэтому. в силу (3.3) 


7) w= 2 (0) = 8-0. h=feyae f 
для ортонормального базиса. 


Далее (все время для некоторого ортонормального базиса), 


(8) и. v= Qu'v', та g= № ЛЕ 


Так как $, = Ую, = dive, TO мы имеем 


(9) | ит. если ТЕ 


10. Аффинные пространства. Аффинное пространство, грубо 
говоря, есть векторное пространство, но без специального век- 
тора, выбранного в качестве нуля. Оно может быть определено 
следующим образом. 

Аффинное пространство Е размерности п есть система, со- 
стоящая из множества точек р, векторного пространства У = V (Е) 
размерности п и операций р--9, где рЕЕ и v€V, называемых 
сдвигами и обладающих следующими свойствами 1): 


(0 | ие м вам 
НИ —  p+0=p = | 
(3) _ | | ptvep, если 9-20. 


(4 1). ^ Для. каждых риа существует такой вектор Uv, 
in что р-9==4. 


—_ --1) Свойство (2) вытекает из остальных. Действительно, пусть и — такой 
вектор, что р-- и =4 [см. (4)]. В силу (1) (p+4)+0=p+(u+0)= 
=p+ wu, ияи q+ 0-== m4 {где g— ss a oe точка). —J7 pum. ред. 
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_ Другими словами, У есть транзитивная группа преобразований 
пространства Е. 
Докажем, что 


(5) если ри =р- о, 10. = 
В самом деле, 
р=р-+0=р-+- (и (фи) =Ф-+- (= 
= (p+v)+(— 9 =р— (© — и), 

и из (3) следует, что ®— и=0. | 
_ В силу (5) вектор v в (4) определяется единственным образом. 
Мы обозначаем его через 4 — р. 

Если р-{- 9 =4, то Ga oe =P eT WF поэтому 
соотношения 
ey о А а (—9=р, —v=p—q 
эквивалентны. | 

Так как в силу (Г) и (6) 
Р-Н Кр’ — p)+(p" — р = © oe 

= [Р-Н р’ — p+" — =" — p') =", 

то, второй раз применяя (6), получаем 
(7). -_ р" — p=(p" —р)-Н(р’— p). 


Выберем фиксированную точку OEE, котсэую можно называть 
„началом“, и положим $(9) = О-о (VEV). Тем самым между 
векторами из У и точками из Е установлено взаимно однозначное 
соответствие. и 

Пример. Пусть У"*" — векторное пространство, а У” — его 
подпространство (индексы указывают размерности). Выберем век- 
тор ОСУ"*"", не принадлежащий У”, и пусть Е — множество всех 
векторов вида p=O-+ v (vE€V").. Тогда Е есть аффинное про- 
странство с У” в качестве ` связанного с ним векторного про- 
_ странства. - ‘a 
< Любой вектор в У"+! может быть записан в виде 


(8) _ tp+-v Er, PEE, v€V"), 
причем # ‘определено однозначно; мы имеем 


(9) tp+vu=tp’+v’ в том и только в том случае, 
_ если Uo — Ut (p— р’)... 


we Veere =. ом 
- 
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Покажем теперь, что все аффинные пространства имеют такой же 
характер. Если даны Е и V==V(E), то определим V’ как MHO- 
жество всех выражений вида (8), подчиняющихся правилу (9). 
Очевидно, соотношение (9) рефлексивно, симметрично и транзи- 
тивно; поэтому V’ есть корректно определенное множество эл?- 
ментов. Пусть fp обозначает tp—+ 0. 

Чтобы превратить У’ в векторное пространство, выберем не- 
которую точку OC LE. Заметим, что из (9) следует 


(10) tp+-vu=tO+v, wvw=t(p—O)+ уч. 


Таким образом, любой элемент из У” может быть записан в виде 
tO -+-v’; это представление в силу (9) единственно. Положим 


(11) а(0—- v) = (ай О- av, 
(12) Ооо) =@-РО(@о- 9). 


Возьмем любой элемент О’ЕЕ; положим w == О’— О. Тогда 
из этих равенств и из (9) и (10) следует 


a(tO’) = а (tO +-tw) = (at) О + atw = (at) О’, 
tO’ +2/0’ = (tO+tw)+(UO+tw)=(¢t+t)0+(tw+t’w)= 
=((+1)0+¢+t)o=¢+1)0% 


этим показано, что“ операции (11) и (12) не зависят OT выбора 
точки О. 

Определим прямую сумму У” ($ 4) и взаимно однозначное ото- 
бражение пространства У” на У’, полагая 


(13) У* = (ФИ, vt, 0=Ю о. 


Так как У” есть векторное пространство и рассматриваемые опе- 
рации при отображении Ф сохраняются, то этим доказано, что У” 
есть векторное пространство. 

Полагая Ф(р) = 1р, мы включаем Е в У”; таким образом, мы 
вновь оказались в обстановке, описанной в приведенном выше 
примере. 

Подмножество Е’ аффинного пространства E является аффин- 
ным подпространством пространства Е, если существует такое 
векторное подпространство У’ пространства У (Е), что операции 
р’ оч’ (р’ЕЕ’, v EV’) делают Е’ аффинным пространством 
с V’=V (Е) в качестве связанного с ним векторного пространства. 
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11. Барицентрические координаты. Определим некоторые 
„линейные комбинации“ точек аффинного пространства Е. Выбрав 
фиксированную точку OEE, положим (для любого К) 


k k 
(1) > а;0; Ноа (р; — 0), если 44> | 
k k 
(2) Хар = dao, (р, — 9), если > a,= 0. 
7-0 i=0 


В (1) результат есть точка из Е, ав (2) — вектор из У =V(E). 
Определим V’, как в 510. И (1) u (2) в\’ имеют смысл и 
представляют собой правильные соотношения; поэтому если рас- 
сматривать Е как пространство, вложенное в У”, то правые части 
(имеющие непосредственный смысл в Е и И) не зависят от выбора 
точки О. (Легко дать и прямое доказательство.) 
Точка р, определяемая соотношением (1), есть центр тяжести 
множества масс, если считать, что в точке р; имеется масса Q,. 
Точки ру, ..., Pp пространства Е зависимы, если они содер- 
жатся в некотором аффинном подпространстве пространства E, 
имеющем размерность < К; в противном случае они независимы. 
Если точки р; независимы, то различные множества чисел а; 
в (1) определяют различные точки р; числа а, называются бари- 
центрическими координатами точки р относительно точек р. 
В частности, когда Ё изменяется от 0 до 1, точка 


(3) (1 — t) p-++ tq = p-+1t (q— p) 


перемещается из р в Q. 

Другой пример. Пусть ру, р., р. — вершины некоторого тре- 
угольника. Точкой, находящейся на двух третьих пути OT Po до 
середины стороны р,рь, будет 


7. 1 1 
I= "M+ (5 Р-Н) = = д-р Ps 


Симметрия этого выражения показывает, что медианы треугольника 
пересекаются в 4. | 

Любое непустое подмножество Q пространства Е порождает 
некоторое подпространство Е” пространства Е, именно, наименьшее 
подпространство пространства Е, содержащее Q. Если ру, ..., р, — 
максимальное множество независимых точек в О, то Е’ состоит 
из всех точек вида (1). 

Очевидно, что точно так же, как и в У(ЁЕ) (см. $1), BE 
имеется естественная топология. 
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12. Аффинные отображения. Пусть Е u Е’ — аффинные про- 
странства, @ — подмножество пространства Е и f — отображение 
мкожества © в Е’. Мы говорим, что f аффинно, если 


(1) f(Sap)=Ddafiw) (a= 1), 


предполагая, что каждая точка рр и YS) a,p, принадлежат ©. 
Допустим, что отображение f аффинно в Q. Тогда оно непре- 


рывно. Пусть ру, ..., р, — максимальное множество независимых 
точек множества Q. Положим 
(2) F (pi — Po) = Л (Pi) — Л (Фо. 


Это отображение можно продолжить, определив линейное отобра- 
жение ГР векторного пространства У (0), порожленного всеми 
векторами 4 — фи, следовательно, всеми векторами 9—р (р, 7€Q), 
в пространство У (Е’). Покажем, что. 


(3) 1 (9) — /Ф)=Р(9—р), р, Tea. 
В самом деле, мы можем записать p= Харь а= У, bi: тогда *) 


—FO-fO=VEi—a Sf (Y= VOE— AD PI—f P= - 
| =>(6,— а) F (pj — po) = FX (6; — а) (D; — p)|=F (9— р). 
Отсюда следует, что 

4) /9-—ГФ=У/ (р. 4-— р), р.4969, prEint(Q, 


и производная Vf (р, 9) (о фиксировано) постоянна в int(Q). 
Обратно, допустим, что существует линейное ‘отображение Р 
пространства У (Q) в У (E’), для которого имеет место равенство (3). | 


Тогда f аффинно в С. В самом деле, если ру, ..., рьи p= dap; 
принадлежат Q, то 
У af (д — (р) = За Фд— Л (== DaF (р, р) = 
| =Р[% a; (р: — р] ==Е(Х ар, — р) =0. 
Аффинная система координат y в аффинном пространстве 


Е = Е" есть некоторое аффинное отображение пространства 2” на Е. 
В обозначениях у | положим 


5 — =7(0), е= Ух (0, е),, 


’® 1) Напомним, что > а; = > 6; = 1, ипотому >. (a; — 6;) =0.— Прим. 
ред. | | a 6.1 
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Тогда для любого х==(х!,..., х”) из A” по формуле‘ (4) мы 
получаем | 


(6) y(x)O+Vx (0, У хе.) =О- Уже; о 


числа x’ называются координатами точки y (x). 


13. Евклидовы пространства. Пусть Е — такое аффинное про- 
странство, что векторное пространство У = V (£) евклидово ($ 9). 
Тогда мы говорим, что Е есть евклидово пространство. В этом 
случае для точек р, 4ЕЕ определена норма |4 — р|, и она является 
расстоянием от р до 0. 

Ортонормальная система Кобрбвяат ве = Е” есть такая 
аффинная система координат, что соответствующее отображение 
Ух (х) (которое не зависит от x) пространства У (3\{") =A" в V(E) 
сохраняет расстояния. Элементарное рассуждение показывает, что 
оно сохраняет и скалярное произведение; поэтому в обозначениях 
(12.5) 


(1) | ее, = ее, =. 


14. Банаховы пространства. Банахово пространство есть нор- 
мированное линейное пространство У (5 8), являющееся полным. 
Иными словами, если UW, Us, ... — такая последовательность в У, 


что |9, —9;|-—0 при tl, /-»00, то существует такой элемент ¥ 
пространства У, что ®,-— 9. 

Если У, — нормированное линейное пространство, то мы можем 
следующим образом пополнить его, образовав некоторое банахово 
пространство У. Назовем две фундаментальные последовательности 
(о, Uy -..) и (2; a .-) эквивалентными, если lim | v;—, I=0; 
элементами пространства У являются классы эквивалентности фун- 
даментальных последовательностей в V>. Нормой класса эквива- 
лентности, содержащего последовательность (9, Uo, ...), будем 
считать lim|v,|. Вложение пространства Vy в V мы осуществляем, 
полагая ф (9) = классу эквивалентности, содержащему последова- 
тельность (UV, ©, ...). Тогда У — полное пространство и Vy — всюду 
плотное подмножество пространства У. | 4 

Пространство У, сопряженное к произвольному нормированному 
линейному пространству У ($ 8), является полным и, следовательно, 
банаховым пространством. В самом деле, пусть f,, fo, ... — фун- 
даментальная последовательность в У. Так как для любого элемента 
о(Умы имеем | Д, (9)— Л; (9) | <1Л,—Л 9 | +9, то Л, (9), Л» (®), ... 
есть фундаментальная последовательность; она имеет предел, кото- 
рый мы обозначим через f(v). Очевидно, f есть ограниченная 
линейная функция в Уи Шм|/,— 1] =0. = oe 


3] Уитни 
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Лемма 14а. /Л/усть У, — нормированное линейное про- 
странство с пополнением У. Гогда любую действительную 
ограниченную линейную функцию f Bb Vy можно единственным 
образом продолжить OO ограниченной линейной функции в V. 
Этим определяется взаимно однозначное изометрическое линей- 


ное отображение сопряженного пространства V, на V. Норму 
в У можно определить, пользуясь одним лишь пространством У: 


5 17| == sup {f(v): vEVo, [9|=1}, FEV. 

Пусть функция f ограничена и линейна в У.,. Для каждого 
9 = Ито, СУ (v, принадлежат Vo) положим / (9) = м ] (v,); эта 
функция однозначно определена и, очевидно, ограничена и линейна 
в У. Все остальные утверждения леммы доказать легко. 
_  Метрическое пространство сепарабельно, если оно содержит 
последовательность точек Py, Po, ..., плотную в этом пространстве. 
Любое векторное пространство сепарабельно !). (В аффинной си- 
стеме координат множество векторов, имеющих все рациональные 
‘компоненты, счетно.) 

Банахово пространство У рефлексивно, если отображение Ф 


пространства У в V (см. лемму 84) является отображением на все 
пространство У. Сопряженное пространство несепарабельного про- 


странства несепарабельно; поэтому если У сепарабельно, а V не- 
сепарабельно, то пространство У не рефлексивно. С этим мы 
встречаемся в (V, 18). 


15. Полусопряженные пространства. Пусть У — линейное 
пространство с некоторой полунормой | v| (§ 8). Обозначим через V* 
подпространство пространства У, состоящее из тех элементов JV, 
‘для которых |9|=0, и положим V’=VmodV* ($5). Если 
U,— U,EV*, то |9.|==|9›|; поэтому в У’ определена норма. Мы 
можем, как и раньше, определить ограниченные линейные функ- 
ции / в V и, пользуясь (8.7), определить | f|. Пространство, 
которое образуют эти функции, можно назвать пространством У, 
полусопряженным к пространству У. Для любой функции f CV 
и для всех vu€V* мы имеем | f (9) | < 0, и поэтому / (9) = 0. Сле- 
довательно, / определяет на У’ функцию f’, которая, очевидно, 
является линейной и ограниченной. Равенство |/’|=|/| одно- 
значно определяет число | f’|. Ясно, что это определение совпа- 
дает с определением нормы в пространстве У’, сопряженном к V’, 
Таким образом, мы имеем естественное линейное отображение про- 


странства У в,У”. 


1) Напомним, что векторными пространствами автор называет конечно- 
мерные линейные пространства. — /7pum. ред. 
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Лемма 15а. Указанное выше отображение есть изомор- 


физм пространства У на V’. Если полунорма в У является 
нормой, то это отображение является тождественным ото- 


бражением пространства У na V. 


Доказательство несложно. 
Следующая лемма используется в параграфе (У, 8). 


Лемма 155. [[усть для каждого элемента h некоторого 
множества Н задана полунорма |v|,. Тогда, если верхняя 
грань 


(1) |9 [== зир {[9|,: ЕН} 
конечна для всех VUEV, то |9| также есть полунорма. 


Так как ju-+w|,<lv|,+|wl|,<l|v|+|w| для всех ВЕН, 
то условие (8.1) выполняется. Подобным же образом доказывается, 
что |av|<|a||v|; далее, если а #0 un b= 1/а, то также | 6 (а9) | < 
<|b||av|, откуда |[а9 |7 [а||9|, и (8.2) доказано. 
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Подготовительные сведения 
из геометрии и топологии 


Значительная часть понятий и результатов, излагаемых в этом 
приложении, в частности в $ 1—3, 5—7 и 10—13, широко исполь- 
зуется в книге (начиная с гл. Ш). Параграф 4 используется в гл. УП, 
$8 и 9— в IVC ив конце гл. VII, a § 14—16 — в IVB. Доказа- 
тельства некоторых элементарных фактов только намечены или 
опущены; другие доказательства даны в деталях. Хотя некоторые 
‚ небольшие части книги существенно предполагают знание алгебраи- 
ческой топологии, нескольких параграфов этого приложения, 
посвященных этому предмету, достаточно для получения нужных 
сведений. В нескольких местах доказательства проводятся с помощью 
результатов, изложенных в первых главах. 

Элементы теории точечных множеств предполагаются извест- 
ными. Применяются следующие определения и обозначения. Мно- 
жества будут лежать в некотором пространстве 5, вообще говоря, 
аффинном или евклидовом или же линейном. Мы пишем Q,CQ,, 
если (©, является подмножеством множества Qo; рЕО, если p— 
элемент множества Q. Символы @, П Qs, 9 U Qs, ©, \ Q, обозначают 
соответственно пересечение, объединение и разность (множество 
точек, принадлежащих первому, но не принадлежащих второму 
множеству) множеств Q, и 0,5; символы U2, и (1); соответ- 

i i 
ственно обозначают объединение и пересечение множеств Q;. Мы 
обозначаем через Q замыкание множества Q, через Но (©) =QNS\Q 
его границу и через int (Q) = @`\ Но (0) его открытое ядро. Для 
клетки с множество int(o) определяется относительно плоскости 
клетки с см. $1. 

Отображение f множества О в $’ есть функция с областью 
определения Q, множество значений / (Q) которой содержится в 5’. 


Множество /`"(О’) есть совокупность всех таких точек р, что 
7(РЕО’. Мы предполагаем, что читатель знаком с основными 
свойствами непрерывных отображений и компактных множеств. 
Напомним, что подмножество евклидова пространства компактно 
в том и только в том случае, если оно ограничено и замкнуто. 

В метрическом пространстве р(р, 4) есть расстояние от р до 4; 
если пространство евклидово, то это расстояние равно |g — p|. 
Расстояние от множества Р до множества Q есть р(Р, ©) = 
= inf {о (р, 9)} (обозначения см. в П. Ш) ana pEP, 40. Диаметр 
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Чат (©) множества © есть sup (о (р, 9)} для р, 9Е О. Далее, 
с-окрестность U,(Q) множества Q есть множество всех точек р, 


для которых р(р, 9) <; через U.(Q) обозначается замыкание 


этой окрестности. Множество вида U,(p) или Ц. (р) называется 
соответственно открытым шаром или замкнутым шаром. Символ 
11% (©) обозначает множество всех таких точек р, что U, (р) = 11 (0); 
таким образом, 11%, (9) =5`\\ И. ($ 0). 

Непрерывная деформация, или гомотопия, отображения fo 
в отображение ], есть множество таких отображений /, (0 < ЁХ 1), 
что отображение F(t p)—=f,(p) непрерывно в /Ж5$ ([—единичный 
отрезок); fo и /, гомотопны, если такая Heupep Enea деформация 
существует. 


1. Клетки, симплексы. Замкнутое полупространство В `аф- 
финном пространстве Е размерности п есть множество точек, 
лежащих по одну сторону от (п — П)-мерного аффинного подпро- 
странства Р пространства Е вместе с самим Р. Выпуклая поли- 
эдральная клетка с в пространстве Е, или, короче, клетка, есть 
непустое ограниченное (замкнутое) подмножество пространства ЕЁ, 
которое можно представить в виде пересечения конечного мно- 
жества замкнутых полупространств. /Тлоскость Р\(с) клетки с 
есть наименьшее аффинное подпространство, содержащее с; раз- 
мерность Ат (с) клетки св есть размерность плоскости Р (с). Если 
она равна г, то с мы называем г-мерной клеткой и обозначаем 
ее через 0”. Заметим, что, если с, и о. — клетки, то и пересечение 
с, |02, если оно не пусто, является клеткой. 

Граница {о (с) клетки o, рассматриваемой как подмножество 
плоскости Р (5), есть граница дс клетки с; если клетка с ориен- 
тирована, TO дс есть множество точек, лежащих на цепи, которая 
ниже, в § 7, также обозначается через Oo. Открытое ядро int (с) 
есть множество с`\ дв. Если Чт (с) == Ат (05), то мы говорим, 
что клетки 6, и Oy не перекрываются, ecau int(o,) П11+(05) = 0 

Множество дс мы можем представить в виде объединения 
конечного множества (п — 1)-мерных !) клеток, (п — 1)-мерных 
граней клетки с. Каждая из этих граней имеет свои грани и т. д. 
Каждую ‘из всех этих граней мы называем собственной гранью 
клетки с. Клетку с мы рассматриваем как несобственную грань 
самой себя. 

Вершинами клетки с называются ее грани размерности нуль; 
они являются точками клетки с, не лежащими внутри ни одного 
отрезка, принадлежащего с. Если ру, ..., р, — вершины клетки с, 


1) Попарно не перекрывающихся и лежащих в различных (п — 1)-мер- 
ных плоскостях. — /7Трим. peu: | 
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то с есть наименьшее выпуклое множество, солержащее эти точки; 
любую точку клетки с можно представить в виде 


(1)  Рр=шр-Е +++ Нырь каждое м; > 0, Dt = 1; 


см. (П.Т, 11). Разрешая коэффициентам 1%, принимать и отрица- 
тельные значения, получаем все точки плоскости Р (5). Ребрами 
клетки с называются ее одномерные грани. 

Симплекс св в пространстве Е есть множество точек, предста- 
вимых в виде (1), где точки р, независимы (П.Т, 11). В этом 
случае Чт (5) =г и представление (1) единственно. Числа p, 
являются барицентрическими координатами точки р относи- 
тельно точек р, Мы пишем с=р...р,. Тогда симплексы 
Py sss ры являются гранями симплекса с, а точки р, — его вер- 


шинами. 
_ Если в — некоторая клетка, TO ее центр есть центр тяжести 
ее вершин; если ру, ..., р, — вершины, то центром является точка 


(2) , Ps = py ++ 1 Pp» в— Fa 1" 


_ Пусть f — аффинное отображение (П.Т, 12) г-мерного сим- 
плекса <= ру... р, в некоторое аффинное пространство Е’; тогда, 
если точки 49, = f (р,) независимы, то f (5) есть г-мерный симплекс 
в Е’; это будет иметь место в том и только в том случае, если 
множество P(f (s)) имеет ту же размерность г, что и в, или же 
в том и только в том случае, если якобиан J, + 0 в открытом 
ядре int(s) симплекса с (П.6). Если точки 4; зависимы, TO мы 
говорим, что отображение f вырождается в с, или что образ f (5) 
вырождается. Для клеток с более общего вида мы говорим, что 
(<) вырождается, если Jy == Q 8. int(e), 

Если с — симплекс в о пространстве, то легко видеть, 
что Чат (<) равен длине наибольшего ребра симплекса с. 


2. Полиэдры, комплексы. /Голиэдр Q в им простран- 
стве E есть (замкнутое) множество точек, которое можно пред- 
ставить в виде объединения конечного множества клеток; его раз- 
‘мерность dim(Q) есть наибольшая из размерностей этих клеток. 
Если существует представление, в котором все клетки. имеют 
ту же размерность, что и Е, то мы называем Q полиэдральной 
областью в Е. 

Можно рассматривать. ‘полиэдры абстрактно, без ссылки на 
объемлющее пространство; нам это не понадобится. 

_ Клеточное разбиение (комплекс) К есть конечное множество $ 
клеток, обладающее они свойствами. Если с@5, то каждая 
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грань клетки с является объединением клеток из 5. Никакое откры- 
тое ядро int(s) не пересекает клеток низшей размерности, при- 
надлежащих $. Каждое пересечение с [|] с’ является объединением. 
клеток из 5. | fete 

Мы будем рассматривать только такие комплексы, у которых 
каждая грань клетки o из S сама является клеткой из S; таким 
образом, мы не подразделяем собственные грани клетки с на мень- 
шие клетки. 

Объединение клеток комплекса К образует полиэдр, ‘который 
мы также обозначаем буквой К. Заметим, что каждая точка поли- 
эдра К находится в точности в одном множестве 11+ (5), с@5.. 

Симплициальное разбиение (симплициальный комплекс) К есть 
комплекс, все клетки которого являются симплексами, причем 
каждая грань симплекса из К сама является симплексом из К. 
Если Pi, Do, ...—вершины комплекса К, то каждый симплекс из К 
имеет BHP, „.-Р). . Каждая точка из К может быть единствен- 


ным образом записана в виде 


(1) р=Ув(Ф)рь каждое в, (р)>20, Уш(р)=1, 
с тем условием, что если PEP, +++ Dy то py (p)=0 для 


J#h, ..., 4,. Величины №, (р) являются непрерывными функциями 


точки PECK; они называются барицентрическими координатами 
точки р в К. 
Звезда St(c) клетки с в К есть точечное множество, состоящее 
из открытых ядер int(o’) всех симплексов с’, гранью которых 
является в; St(c) является открытым множеством в пространстве, 


состоящем из всех точек полиэдра К. Замкнутая звезда St (<) 
есть замыкание в К звезды St(c); граница звезды OSt(c) есть 
St (<) \ St (6). 

Заметим, что в симплициальном комплексе К точка ne 
€ St (р), ve P, ) в том и только в том случае, если в (Ро, ) >0 


при каждом i. 


3. Подразделения. Если полиэдр Q является множеством точек 
комплекса K, то мы говорим, что К есть разбиение полиэдра О. 
Если К — симплициальный комплекс, то мы говорим, что К есть 
симплициальное разбиение, или триангуляция, полиэдра @. При 
случае мы разрешаем К быть бесконечным комплексом, напри- 
мер, если вместо Q мы рассматриваем Е” или открытое подмно- 
жество пространства Е”. Так как Q содержится в аффинном про- 
странстве, то в каждой клетке о определены барицентрические 
координаты (П.[, 11). Клетки с могут при гладких отображениях. 
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нерейти в „клетки“ о’ == f (9) в аффинном' пространстве Е’, являю- 
щиеся. „кривыми“ в Е’; таким образом, мы можем найти „криво- 
_ линейное“ подразделение некоторого подмножества пространства Е"; 
см., например, (Ш, 7). В этом случае барицентрические коорди- 
наты в с не переходят в барицентрические координаты в Е’. 


Лемма 3a. Любой полиэдр допускает разбиение. 


Это можно показать с помощью элементарных рассуждений. 

Допустим, что комплексы К и K’ являются подразделениями 
нолиэдра Р, причем каждая клетка из К” содержится в некоторой 
клетке из К. Тогда мы говорим, что комплекс К” является под- 
разделением комплекса К. В этом случае каждая клетка комп- 
лекса К является объединением клеток из К’. | 

Регулярное подразделение К’ комплекса К определяется сле- 
дующим-образом. Для каждой клетки с комплекса .К ее центр р. 
(cm. $ 1) является. вершиной комплекса К’; B частности, верши- 
ной комплекса К” является каждая вершина комплекса К. Для 
каждой возрастающей последовательности у = в, =... Co, кле- 


ток из A’ существует соответствующий. симплекс < =р.р, ...Р, 
р 


комплекса К’, Таким ‚образом, К’ является паи емы KOMII- 
лексом. | 

Ясно, что каждый такой ‘симплекс с содержится ` в o,, Если 
мы покажем, что каждая точка р комплекса К содержится в int (7) 
для единственного симплекса t из КА”, TO тем самым ‘будет 
доказано, что К” является подразделением комплекса К. Пусть, 
скажем, ре ШЕ(). Если р==р.,, то p€int(p,)= р.. Допустим, 
что p+ p,.. Тогда существует единственный такой отрезок pp’, 
содержащий р, что р’ Е дз. Пользуясь индукцией, легко видим, что 
Spee ayer ChUnGnCHurad симплекс т’ COs, для которого р’ Е int (t’), 
и что если и =P, ... Py TO p€int(t), где T= Py oes Py Pos 


и. симплекс т ан. 


Ани 3b. Любые два panteeniaa Ki. Ks noausdpa P имеют 
общее симплициальное подразделение. 


Пусть К — комплекс, клетками которого являются непустые 
пересечения ов, По» (5; в Ky, og в Ky). Регулярное подразделение К’ 
комплекса К обладает требуемыми свойствами. | 
’’ Если комплекс К содержится в метрическом пространстве, то 
для клеток с комплекса К определены числа Чат (5); наибольшее 
из этих чисел есть степень мелкости комплекса К. 


Лемма 3c. Для любого комплекса Ky существует такая 
последовательность комплексов K,, Ks, ..., что каждый ком- 
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плекс К, о симплициальным подразделением комплекса 
K,_,(i=0, 1,...) и степень мелкости этого подразделе- 
ния —0.. 


В качестве К; мы можем взять регулярное подразделение ком- 
плекса K,_,. Последнее утверждение леммы станет очевидным, 
если вместо этого в качестве К, взять стандартное подразделение 
комплекса K,_,(é > 2); см. следующий параграф. 

Пусть С — некоторый п-мерный куб; вместе со своими гранями. 
он составляет комплекс К. Пусть 9:,..,, 9, — векторы-ребра: 
куба С. Пусть К’ — регулярное подразделение комплекса К. Тогда 
для каждого п-мерного симплекса t комплекса К” его последняя 
вершина является центром куба С, предпоследняя вершина является 
центром одной из 2n (п—1)-мерных граней С’ куба С, следую- 
щая вершина является центром одной из 2 (п —1) (п—2)-мерных 
граней С” грани С’, ит. д. Следовательно, в К’ имеется 2”п1 
п-мерных симплексов, и у каждого из них среди векторов-ребер. 
содержатся векторы + v,/2,..., Е 9,/2. 


4. Стандартные подразделения. Если К, — регулярное под- 
разделение комплекса K,_,(i= 1, 2,...), то мы, как это сразу 
видно в случае, когда К, — двумерный симплекс, получаем сим- 
плексы все более и более плохой формы; числа O(c) (IV,14) 
не имеют положительной нижней грани. Мы укажем способ под- 
разделения, исправляющий это!), мы им пользуемся в гл. IX. 

Пусть <= pp)... р, — симплекс, причем его вершины даны 
в указанном порядке. Его стандартное подразделение Oo мы 
построим следующим образом. Положим 


1 1 = 
(1) Py=_PityPp 1< Л 


в частности р,, = p;. Это — вершины комплекса Oo, Введем частич-. 
ное упорядочение среди этих вершин, положив 


(2) Ри < Pep если Rin f<l. 


Например, Poo < Po3 < P13, в то время как Pig и Po, несравнимы. 
Симплексами комплекса Oo являются все симплексы, образован-’ 
ные из вершин р;, расположенных в возрастающем порядке. 
saa sag если Ро, то двумерными симплексами будут 


РоРо1Ро>› PiPo1P02> PiPi2P02. P2P12Po2> 


1) Подразделение подобного же типа было построено Фрейденталем 
[Freudenthal Н., Ann. Math., 43 (1942), 580—582]. 
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а если r==3, то трехмерными симплексами будут 


РоРо1Ро2Роз, P1Po1Po2Po3> PPuabals `фбобере. 
Р1Р1>Р1зРоз› Р2Р1>Р1зРоз, P2P23P13Pos: P3P23P13Po03- 


В Сс имеется 2” г-мерных симплексов, которые удобно Mepe- 
числить следующим образом. Последней. вершиной будет ру,. 
Предпоследней вершиной будет или Po,,_1 или p,,. Вообще если: 
выбрана вершина р;,, то предыдущей вершиной будет или р;+1,,, 
или р;,;_1. Очевидно, эти симплексы не’ имеют общих внутренних` 
точек; нетрудно видеть, что они действительно образуют симпли- 
циальный комплекс; являющийся разбиением симплекса с. | | 

Положим: oc BRED. ге ыбтх ogi а Rene GE зы 


(9-5 as =Pi— Pint @= +.» 7 | 
пользуясь (1), показываем, что | 
Е Лин: eee ee Ce PON a 


(4) Pia Pye Pp = Pig “Pg 


Если К — симплициальный комплекс и мы возьмем его. вер-. 
шины в. каком-нибудь определенном. „порядке, то, подразделяя 
описанным выше способом каждый из его симплексов, мы построим. 
комплекс ©,K. Тогда у каждого симплекса комплекса ©,K вер- 
шины будут упорядочены, и мы можем построить его подразде- 
ление, образовав ©.К и т. д. Таким образом, мы получаем по- 
следовательность стандартных подразделений комплекса К 
относительно данного порядка его вершин. 

В следующих леммах мы пользуемся обозначениями, употреб- 
ляемыми в (Ш, 1) и (IV, 14). 


Лемма 4а. Если <=... р, 9, ==р;,—р;_, то каждый. 
г-мерный симплекс комплекса ©, имеет в качестве векторов- 


ребер векторы + v,/2",..., = 4,/2* и объем его равен |с |/2*". 
Это следует из (4) и (Ш, 1.3). 


Лемма 4b. Для данного симплициального комплекса К 
с выбранным порядком вершин среди симплексов всех ком 
плексов ©,K встречаются симплексы лишь конечного числа 
форм. Существует такое число 4 >0, что для всех симплек- 
сов т всех комплексов ©,К выполняется неравенсто © (®) > т. 


Первое утверждение вытекает из предыдущей леммы, а вто- 
рое — из первого. | 
Следующая лемма требуется в (IX, 8). 
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. Лемма 4c. Пусть х — некоторый (г — 1) -мерный симплекс 
подразделения Oso, <=... р, не лежащий в Os. Тогда 
плоскость Р симплекса т содержит Pops НО. не- ыы ни- 
какой другой точки отрезка Pop,. 


“Tipu г = 1 утверждение тривиально. Воспользуемся индукцией. 
Прежде всего симплекс т содержит Po,, потому что если бы это 
было не так, то все его вершины лежали бы либо в у = Py se+ Dp 
либо же в G,==py... ‚а, откуда ‘следовало бы, что “C05. 
Далее, вершины симплекса t, отличные OT Ppo,, ‘образуют некото- 
рый симплекс vt’. ый имеет MeCTO OHO из” следующих: ‘двух 
включений: ©’ =, с 6,; допустим, что’ имеет место’ первое. 


Предположим, что т ras? пусть, скажем, < = oe р; .. ee 
Вели f < Fy. то. 0... Dino» Ppl 00, „9 р Е 
Поэтому t/Cp,... p,-1, и плоскость P’ симплекса т’ не со- 


держит точки р,. Если +t’ не содержится в 95%, то P’ no и: 
ложению индукции не содержит точки p,. Так как плоскост 
содержит Р’, а также точку ру„, не лежащую в плоскости сим- 
плекса dy, то РПо,=Р’ По, и потому P не содержит точки р,; 
отсюда следует последнее утверждение леммы. 


5. Ориентация. Как видно из (1, 8), аффинное пространство E 
размерности п (п > 1) имеет две ориентации; ориентация задается 
выбором упорядоченного множества (V,, ..., U_), состоящего из 1 
независимых векторов. При п==0 пространство Е есть одна 
точка; ориентации мы ей не приписываем. 

Клетка с ориентируется посредством ориентации ее пло- 
скости Р (5). Если плоскость Р (5) уже ориентирована, то мы гово- 
рим, что с ориентирована так же, как и Р (<), или же что в 
положительно расположена в Р (<), если эти две ориентации 
плоскости Р (5) совпадают. Все это относится и к произвольной 
полиэдральной области в ориентированном аффинном пространстве. 

Ориентированным симплексом 9=ру...р, называется симп- 
лекс с, ориентированный множеством векторов (P;— Pp; ..., Р,/— Ро), 
или, что то же самое, (р, — Po, ..., р, — р, 1). = 


Лемма 5a. Для любой перестановки (dy, ..., ^,) индексов 
О: -з Fl) CHAMIAERE р... Pr, имеет ту же орлентацию, 
что и симплекс ро... р, или протчвоположную ориентацию 
в соответствии с тем, является эта перестановка четной 
или нечетной. 


Доказательство элементарно. 
Рассмотрим теперь ориентацию (п — 1)-мерных граней п-мерной 
ориентированной клетки о. Если п==|, TO в — одномерный 
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симплекс ра; мы говорим, что вершина g расположена в до положи- 
тельно, а вершина р — отрицательно. Допустим теперь, что п > 2 
и что с’ есть (п — 1)-мерная грань. Мы можем выбрать векторы 
(v,, ..., U,), ориентирующие о”, так, чтобы Uy, ..., U, лежали в с’. 

Выберем точку pEint(o’); тогда либо ни одна точка р-- 9, 
при { > 0 не лежит в в, либо же при достаточно малом Ё > 0 все 
такие точки лежат в с. В этих двух случаях мы говорим соответ- 
ственно, что вектор ¥V, на кврани с’ направлен из с или что он 
направлен в с. В первом случае мы говорим, что ориентация 
грани с’, определяемая векторами (95, ..., U,), согласуется 
с ориентацией клетки с, или что таким образом ориентированная 
грань с’ расположена в дс положительно; во втором случае верно 
обратное. 

Донустим, в частности, что в = рр, ... ри 5’ =P, oes р, — 
симплексы, ориентированные, как указано. Положим VY, = р, — р; 1. 
Тогда векторы (V,,..., U,) ориентируют симплекс 6, векторы 
(Uy, ..., U,) ориентируют симплекс с’ и VU, на в’ направлен из с; 
поэтому симплекс с’ расположен в дс положительно. Пользуясь 


леммой 5a, легко находим, что симплекс р... р,... р, расположен 
в дс положительно или отрицательно в соответствии с тем, четно 
или нечетно 7. 

Пусть Ю — ориентированное открытое множество BE” с грани- 
цей fro(R), включающей в себя часть гладкого (п — 1)-мерного 
многообразия с; допустим, что вблизи данной точки р многообра- 
зие с задается в прямоугольных координатах уравнением х, == 
— f (x9, ..., Ха), причем функция f непрерывно дифференцируема. 
Мы можем „ориентировать“ многообразие с вблизи р, ориентируя 
касательную плоскость в этой точке; определение, в каком случае с 
„положительно“ расположено в OR, ясно. 


6. Цепи и коцепи. Пусть К — некоторый комплекс, и пусть 
его клетки ориентированы. (Алгебраическая) г-мерная цепь ком- 
плекса К есть выражение вида А=У aot, где а, — действитель- 


ные числа. (Мы могли бы считать, что а, — элементы некоторой 
абелевой группы.) Мы пишем ап (А) =г. Можно складывать две 
цепи, складывая соответствующие коэффициенты, и умножать 
цепь на действительное число, умножая на это число каждый коэф- 
фициент. Таким образом, множество г-мерных цепей становится 
линейным пространством С, = С,(К). Размерность этого простран- 
ства, очевидно, равна числу г-мерных клеток комплекса К. 

Мы разрешаем приписывать или же отбрасывать член Ос с ну- 
левым коэффициентом; мы можем также писать с вместо Io, Теперь 
г-мерные ориентированные клетки сами становятся цепями; они 
образуют в С, базис. 


7. ГРАНИЦА И КОГРАНИЦА ° es 493. 


Если через — с мы будем . обозначать клетку с с проти- 
воположной ориентацией, то мы сможем отождествить цень 
(— a) (— с) с as. a | 

В случае г=0, если p,, Po, ... — вершины комплекса К, TO 
любая нульмерная цель имеет Вид Уар,; вопросы ориентации не 
возникают. 

Se г-мерная коцепь Х комплекса К есть элемент 


пространства C’=C,, сопряженного к С,. Мы пишем Х.А 


вместо Х(А). eee X,;= X-of. Если через of мы будем обо- 


значать не только и а симплекс или ig но и коцепь, 
определяемую условием !) су. = — 6/, то коцепи oj будут образовы- 
вать базис также для г-мерных коцепей; очевидно, что для любой 
коцепи Х, определенной, как выше, Х== У X,07. Даже если мы 


при случае будем пользоваться этими обозначениями, мы будем 
помнить о различии между цепями и коцепями. Заметим, что | 


(1) X- A= DX o7- Diao > X,a,. 
i ] i 


Единичная нульмерная коцепь /° есть > Pix где суммирование 
производится по всем вершинам; таким образом, для любой вер- 
шины р; имеем /°- р, = 1. Число 


(2) В. даре в: 


часто называют „индексом Кронекера“ нульмерной цепи ар 
_ Определение г-мерных полиэдральных цепей в аффинном про- 
странстве Е дано в (V, 1); см. также (Ш, 2). Ясно, что мы можем 
рассматривать полиэдральные цепи в полиэдре. Каждой г-мерной 
цепи комплекса К, очевидно, соответствует некоторая корректно 
определенная г-мерная полиэдральная цепь в К. 


7. Граница и кограница. Граница OA некоторой г-мерной 
цепи A есть (г — 1)-мерная цепь, определяемая следующим обра- 
зом. При г==0 мы полагаем ОА==0. Возьмем теперь любую 
г-мерную клетку с. Если г =1, то o == pg; мы полагаем до = q — р. 
Если г>.2, то дс есть сумма (г — 1)-мерных граней клетки с, взя- 
тых в такой ориентации, которая согласуется с ориентацией клетки с 


($5). Положим a> ajo; = >) a, a Для симплекса мы имеем 


(см. $5) 
(о (р. Pr)= Da (NY Py ++ By ++ Pr 


i=0 


;— соответствующая цепь. — /7pum, ред. 


1) Здесь у 
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Операция д при каждом г>.1 является линейным отображе- 
нием пространства C, в С, _+. 

Каждая (г — 2)-мерная ориентированная грань с’ произвольной: 
г-мерной клетки с является гранью двух (г — 1)-мерных граней 
O;, Sg клетки с (при fr > 2); если с; и в. ориентированы в согласии 
< ориентацией клетки с, то легко видеть, что ориентация клетки о’ 
согласуется с ориентацией одной. из клеток 51, в» и не согласуется 
с ориентацией ADAFOns: Отсюда следует, что 005 =0, и поэтому 


т” Lo RM ae d0A = 0 для всех _ цепей А. 


Ее ‘ \ 


Это рассуждение сохраняет силу ив случае. полиэдральных цепей. | 
‚Кограница - ах произвольной r- мерной. коцепи x | B K опре- 
деляется условием J: 


eis ны О a ae or) ee 


это — некоторая (r+) ее коцепь ` комплекса К. В cuny (2) 
мы имеем | a Ба = 


(4) ddX=0; для всех коцепей Х. 


i Заметим, что в `симплициальном комплексе в силу (1) и (3) 
(5) а (Ро. у р‚) = > РР =< Dy; 


где суммирование производится по всем индексам А, для которых 
PpPo ... Pp является симплексом комплекса К. 

Пусть @ — ориентированный параллелепипед, рассматриваемый 
в (Ш, 11); докажем равенство (Ш, 11.2). Так как ориентация 
параллелепипеда Q и упорядоченным множеством (VU, ..., ee 


то ориентация (— 1)’ О задается множеством (9), Uy, .. и НЯ a): 
Поскольку множество (V,,..., Vis ..., U,) ориентирует грань АГ 

и вектор WU; на АГ направлен из Q, грань Aj положи- 
| “ia = 

тельно расположена в O[(— 1) ’Q] и клетка (— 1)” Aj положи- 


тельно расположена в OQ. Очевидно, клетка — (— 1 "АГ положи- 
тельно расположена в OQ, и тем самым равенство (Ш, 11.2) 
доказано. [Мы могли бы также доказать это равенство с помощью 
индукции, воспользовавшись формулой (12.2).] 


8. Гомологии и когомологии. Цепь А комплекса K называется 
цчклом, если ДА =0, и границей, если А = дВ для некоторой 
цепи В. Подобным же образом определяются коциклы и кограницы. 
Пусть Z,, B,, Z’, В’ — соответственно линейные пространства цик- 
лов, границ, коциклов и кограниц размерности г. Согласно (7.2) 
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и (7.4), В.С И, и BZ’; поэтому ‘мы можем определить фактор- 
пространства 


(1) | HL = и. mod В,, WAZ moa. м : 


Это — соответственно. пространства r- -мерных гомологий. и 
г-мерных когомологий iy действительными коэффициентами) ком- 
плекса К. ; : 

Циклы Аи B комплекса к гомологичны, если ИЕ Вх есть 
граница; мы записываем это так: А — В. В этом случае Аи В 
определяют один и TOT же. элемент проетранства H,. eee: 
определяются когомологичные коциклы Х —~¥. oe 3 : 
` Пусть “C:—npsamas сумма пространств- €,, C,, ... - (п. |. 4); 
это — линейное пространство, образованное всеми цепями. всех раз-. 
мерностей комплекса К. Пусть С* — прямая сумма пространств .C , 
т. е. линейное пространство, . образованное` всеми коцепями; оче- 
видно, оно может рассматриваться как пространство, сопряженное 
к С. Мы имеем ‘подпространства Z и В пространства С и под- 
пространства: Z* и В* пространетва C*; если ‘определить фактор- 
пространства H и H*, как в (П.Т, 7.5), то ясно, что’они будут 
прямыми суммами: 


(2) H=H,@H,@.... H=WOH®. 


Билинейное умножение (спаривание) между Н и Н", определяе-. 
мое формулой (П.Г, 7.6), определяет спаривание пространств H, 
и Н” при каждом г, и в силу (П.Т, 7.7) мы имеем. 


(3) НН, НН, =Н”. 


Поэтому также пространства H, и Н” имеют одну и ту же раз- 
мерность и, следовательно, изоморфны; но, вообще говоря, не 
существует естественного способа установления этого изоморфизма. 

В курсах алгебраической топологии доказывается, что про- 
странства H, и Н” зависят только от самого полиэдра К, а не от 
выбранного его разбиения. [Одно из доказательств приведено 
в (Vil, 12).] Размерность пространства Н, есть г-е „число Бетти“ 
полиэдра К. 


9. Произведения в комплексе. Мы кратко рассмотрим спари- 
вания пространств когомологий и гомологий комплекса К. 


Существует билинейная операция X’ WU Y° == 7""°, называемая 
U-npoussedenuem коцепей Х” и У”, которая обладает сле- 
дующими свойствами: 
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(а) Если с'+5 входит в o7 Uo с отличным от нуля коэффи-- 
циентом, TO с” и O° являются гранями симплекса с’*$. 


(b) d(X" о Y*)= dX" OY* +(— 1) X" UaY?, 
(c) POX =X OP=X", 


B силу (5) этим определяется билинейная операция между Н” 


и Н* со значениями в Н”*°; она также называется <›-произведением. 


Можно показать !), что эта операция определена однозначно, не- 
зависимо от выбора произведения в пространствах С”. Таким обра- 
зом, Н“ становится кольцом с классом когомологий, содержащим [9 
в качестве единичного элемента. 

Если дано «>-произведение, то мы определим С -произведение 


Х' с А" *5 = BS коцепи и цепи, результатом которого будет цепь, 
полагая 


(1) в roy aa” = (Y°U X’). 4"*$ 


для всех $-мерных коцепей У®. Этим определяется билинейная 
операция между H’ и H,,, со значениями в H,, также однозначно 
определенная. Теперь H* является кольцом операторов на Н. 


10. Соединения. Соединение J(P, Q) двух точечных множеств 
P, О в аффинном пространстве Е есть множество всех точек всех 
отрезков ра, рЕР, 4960. Особо мы будем пользоваться соответ- 
ствующей алгебраической операцией. | 

Пусть < = р... р, — ориентированный г-мерный симплекс в ЕЁ, 
и р— точка, не лежащая в плоскости Р (5). Соединением точки р 
с симплексом с будет 


(1) (р. в) = ре == рр... Py: 


это — ориентированный (г-- 1)-мерный симплекс в Е. Подоб-. 
ным же образом мы могли бы определить J(o’, 0°) = о’+5+1 в слу- 
чае, когда соответствующее множество является симплексом. Если. 
рЕР (3), то мы полагаем J(p, с) =0. Ilo определению 


(2) (р. Хав,) = Das (р, зу; 

это — полиэдральная цепь в Е. Докажем соотношения 
(3) _ OS (p, А) = А— Уф, OA), если Чт (А) >. 1 
(4) OJ (p, А) = А— ([0.А)р, если Чт (А) ==0. 


1) См., например, Whitney H., Оп products ina complex, Ann. Math., 
39 (1938), 397—432; Лефшец C,, `Алгебраическая топология, M., 1949, ` 
гл. У. 
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Мы можем считать, что А есть симплекс в = ру... p,.. Допу- 
<тим сначала, что клетка po не вырождается. Тогда при r> 1 
‘равенство (3) сразу следует из (1) и (7.1), в то время как при г =0 


OJ (Pp, Po) = д (рро) = Po — P == Ро — (0: ро)р. 


Если рЕР (<), TO мы должны ‘доказать, что правая часть paBeH- 
ства (3), которую мы обозначим через В, равна нулю. [Для (4) 
это ясно.] Так как В есть г-мерная полиэдральная цепь в г-мерном 
пространстве Р (с), то, пользуясь индукцией, мы видим, что ОВ = 0. 
Из определения границы ОВ (V, 1) ясно, что В =0. 


Лемма 10а. Густь А — некоторый полиэдральный цикл 
в выпуклом множестве Q аффинного пространства Е; если 
Чт (А) =0, mo мы предполагаем дополнительно, что 6. А =0. 
Тогда А = ОВ, где В — полиэдральная цепь в ©. . 

Выберем точку pE€Q и положим В = (р, А). Тогда’ из ca 
или (4) сразу. следует, что р А. 


11. Подразделения цепей. Пусть К — некоторый. комплекс и 
К’— его подразделение. Для каждой Г-мерной ориентированной 
клетки с комплекса К пусть @с есть цепь в К”, состоящая из всех 

г-мерных клеток комплекса К’, лежащих в с и ориентированных 


так же, как в. Положим © Ха; = >) а ©з;. Докажем, что 
(1) _ ры 05 А = GAA. | 


Достаточно доказать это в случае A==o.. Пусть, скажем, 
= Ус, Co = io, a, Go = У, Нужно доказать, что 


Sar = Be; Каждая a re клетка, Вр ДлЯ 0, 


входит в ‘некоторую цепь дс, и в некоторую цепь Oc, с противо- 
положными знаками; следовательно, она выпадает из У ds’. Остаю- 
i & 


щиеся. клетки. В точности составляют >, с, 

| | = 
Пусть К — регулярное подразделение комплекса К. Если и р 

Mt находятся в одной и той же клетке с комплекса К, то мы 


можем определить клетку J(p, t). Легко видеть, что 
2 as в Grr: 


The р.— центр клетки с; этим можно воспользоваться для доказа- 
тельства равенства (1) в этом случае;— 

Замечание. Если мы рассмотрим цепь А комплекса К как 
полиэдральную цепь в К, то ©А будет той же самой полиэдраль- 
ной цепью в К; см. (V, 1). _ . 
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12. Декартово произведение клеток. Пусть с’ и 5° — некото- 
рые клетки в аффинных пространствах P,, P,. Декартово произ- 
ведение Р=Р, ЖР. (П.Т, 4), очевидно, является аффинным про- 
CTpaHCTBOM, и его подмножество ов” X o° является клеткой в Р. 

Допустим, что клетки 0” и oS ориентированы последователь- 


ностями векторов (9, ..., U,) и (&.,..., Ws) соответственно. 

Тогла мы  ориентируем клетку o7 X oS системой векторов 
r De scans 

(Uy, .... Up, Wy ..., Ws). Если У аб’ и > 5,95 полиэдральные 


цепи в P, ив Py, соответственно, то их декартово произведение 
есть полиэдральная цепь Di ti; (of X 9%) в ай 


Ниже мы докажем формулу (1) для границы; случай г=2 
используется в (V, 9), во всех же остальных местах мы поль- 
зуемся только случаем г = 1. 


ЕЁ r—1 a $—1 
_Пусть ds == Жо ; dos = Dios рассматриваются как поли- 
эдральные цепи. Легко видеть, что (7+ $ — 1)-мерными гранями 
клетки о” X oS являются клетки 071 Ж oS ибо’ Ж 5—1. Поэтому, 
чтобы доказать формулу 


(1) O(a" X oS) = da” Х oS + (—1)’a" Х 085, 


нам нужно только показать, что каждая (r+ s— 1)-мерная грань 
имеет правильный коэффициент. Рассмотрим, например, грань 
= 4 0—1. Мы можем считать, что система векторов (Wy, ..., W,) 


ориентирует клетку 9% 1, а вектор @, на 05-1 направлен из 


j 
клетки с°. Тогда a ee вектеров (U4, s 005 Up, Way ..., 1) 
ориентирует клетку 5’ X ont и вектор <, на o” Ж 571 направлен из 
клетки 0”Х 0°; так как система векторов (3, Uy, .. +, U,, Wa, ..., Wa) 


ориентирует клетку (— 1/75” Х о°, то клетка с’ Ж oe i: как и тре- 
буется, положительно расположена в границе iene (— 1Yo"Xo8, 

Пусть /— единичный отрезок O<t<1 в YW; он является 
ориентированной одномерной клеткой. По формуле (1) находим 


(2) aU x А) —=1Х А—ОХА—РЖХОдА. 


Пусть <=... D,; вершины взяты в указанном порядке. 
Построим соответствующее симплициальное разбиение клетки / Х с. 


Положим 4, =ОЖр, 9, =1X p; и 


r 


(3) SoU Xs) = > ([— ПИ“ t=... 4,4; ... 4. 


i=0 
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Очень просто показать, что клетки t, не перекрываются и запол- 
няют произведение /Х с. Покажем, что их ориентации выбраны 
правильно. Положим | 


у 


а Ps re Бы 4, На 


Пусть е — единичный вектор в %. Тогда клетка t, ориентирована 


последовательностью векторов (Vy, ..., Uj, @, 1, ..., U,), и пО- 
этому клетка (— 1)", ориентирована последовательностью векто- 
ров (е, V,,..., U,), которая ориентирует также и клетку ГХ о. 


Если пользоваться тем же. определением подразделения клеток 
произведения /Х Oc, то, как показывают простые вычисления, 


(a) - 0S, X в) =1Ж«—0Же— © (Х 05). ` 


13. Отображения комплексов. Пусть / — отображение ком- 
плекса К (т. е. соответствующего полиэдра) в аффинное простран- 
ство Е. Мы говорим, что f клеточно-аффинно, если f, pac- 
сматриваемое отдельно на каждой клетке, аффинно. Если f 
отображает К в другой. комплекс К”, то. при условии, что каждая 
клетка комплекса К отображается в некоторую клетку ком- 
плекса К’, мы можем пользоваться этим же определением. Если 
К — симплициальный комплекс, то мы говорим о симплексно- 
аффинном отображении. Если и К и К’ симплициальны, а f сим- 
плексно-аффинно и отображает каждую вершину комплекса К 
в некоторую вершину комплекса К”; To f есть симплициальное 
отображение. В этом случае f определяется своими значениями 
в вершинах р, комплекса К, и в силу (2.1) 


(2 FLHOr)=LHOlP) &M>0 Bei) =). 


Если при этом отображение f переводит вершины некоторого 
симплекса с комплекса К в различные вершины комплекса К’, то 
f (<) есть симплекс из К”; в противном же случае отображение f 
на с вырождается. a 

Пусть f — клеточно-аффинное отображение комплекса К в Р 
(или в некоторый полиэдр Р). Для каждой клетки с комплекса К, 
ориентированной ’последовательностью векторов (jy, ..., U,), 
f (9) есть клетка, которую мы ориентируем последовательностью 
векторов | 


(2) | (УЛ (р, 91), ..., УЛ(ф, 9,)), 


где р — произвольная точка из с; если Л, 5-20 в св, то эти век- 
торы независимы. В этом случае через fo мы обозначим указан- 
ным образом ориентированную клетку; в противном случае мы 
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полагаем [с —=0. В частности, если <=... р, и Л (р) = Qa 
то / (5) =9 ...9,. Если положить 1 Уав, = Dd 4,fo,, то f ста- 
новится отображением !) пространства полиэдральных цепей поли- 
эдра К в пространство полиэдральных целей в E (или в Р). 
В частности, ‘если f — симплициальное отображение комплекса К 
в К’и Ар— цепь комплекса К, то fA можно рассматривать как 
цепь комплекса К”. 

Для любого клеточно-аффинного отображения f и цепи A мы 
имеем 


(3) OfA= fda. 


Достаточно доказать это равенство в случае, когда A есть ориен- 
тированная клетка с. Если Л, == 0 в int(s), то оно очевидно; 


в противном же случае До ==0, а доказательство того, что 
fos = 0, проводится так же, как соответствующее доказательство 
для формулы (10.3). | 

Пусть / — клеточно-аффинное отображение комплекса К в аф- 
финное пространство Е, и пусть о — вектор пространства Е. 
Полагая 


4) — МФ=ЕКр-+о, B,t+v=f(p)+to, 


мы определяем отображение f,, комплекса К в Е и отображе- 
ние &, произведения [ХК в Е. Последнее, когда ¢ пробегает 
значения от 0 до 1, определяет деформацию, или гомотопию, 
отображения / в f,. Тем самым определяются отображения f,, 
9, цепей Аи /Х А соответственно в пространство о 
ных цепей в Е. Так как 9,(0X А) =/А и @,(1ЖА)= ЛХ, А, 
то по формулам (3) и (12.2) мы ‚получаем 


(5) | _ 0“ж A= f,A—fA—D, (1 x OA). 


Пусть вообще © ([Х К) — некоторое подразделение произве- 
дения / ЖК, и пусть Р — клеточно-аффинное отображение полу- 


ченного комплекса в E (или некоторый полиэдр Р). Если Л, (р) = 
oak (i < @) (g=—, 1), TO 


(6) OF (IX A) = fA— foA— F (I X 0A), 
где цепи снова полиэдральные. 


1) Это утверждение верно, но следует рассматривать всевозможные 
клетки ‘со, лежащие целиком в одной клетке комплекса К, а не только 
клетки. самого комплекса К. — //рим. ред. 
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14. Некоторые свойства плоскостей. Докажем две леммы, 


которыми мы пользуемся в (IV, В); здесь Е” обозначает т-мерное 
евклидово пространство. 


Пусть Р и Р’— плоскости произвольных размерностей в Е” 
и про — ортогональная проекция вектора VY в плоскость Р. 110- 
казатель независимости плоскостей Р и Р’ по определению 
есть 


(1) ind(P, Р”) = Ш | |9 — про|:` vEP’, |9|=1}. 


Он зависит только от направлений плоскостей (1,12), а не от их 
положения. Очевидно, показатель независимости равен нулю в том 
и только в том случае, если плоскости имеют общий ненулевой 
вектор, и равен единице в том и только в том случае, если пло- 
скости ортогональны. 

Так как множество единичных векторов компактно, то мы мо- 
жем в P’ выбрать такой единичный вектор 9, что по —9| = 


= ind(P, Р’). Предполагая, что про #0, положим ий = про/|прч|. 

Пусть [ — прямая, содержащая вектор 9; тогда [пи—и|= 

—=|про — |, и поэтому | | | 
[пруй — # | < | п,и — и| = ша{Р, P’), 


чем доказано, что ind(P’, Р) < ша {Р, P’), если Р и Р’ не орто- 
гональны. Верно и обратное утверждение; поэтому 


(2) на, г) == ПР, PP’). 
Напомним, что Р (5) есть плоскость клетки с. 


Лемма 14а. Пусть с — некоторая $-мерная клетка и 
Р — такая п-мерная плоскость в E™, что 


(3) s-+-n>m, РР. в < (ГР, 0). 

Гогда $5п= т, плоскость Р пересекает с в одной точке и 
РЯ 

4% _ ind (P, P()) > о. 


Пусть а, 4’ — расстояния, указанные в (3). Выберем точки р 
и 4 так, чтобы было 


`рЕз, geP, [9— р|=4. 


(В действительности р=д.) Допустим, что существует вектор 
< -= 0, общий для си Р. Тогда р|-а9Едс при некотором a и 
g+av€P в противоречии с тем, что d’ >d. Поэтому такого 
вектора © не существует, и. потому $—-п = т. Следовательно, 
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векторы из Р вместе с векторами из в порождают векторы из Ет, 
и мы можем написать 


q—p=u+4, шо, ЕР. 


Положим p* =p-+u,—g—u,; тогда р’ЕР(о) ПР. Если p* не 
лежит в о, то 


‘== р" — аи, Е 0 для некоторого a, O<a< 1; 


полагая 4’ = р" аи, получаем 4’< |4’ — р’| <а, т. е. снова 
приходим к противоречию. Следовательно, р@о. Так как си Р 
не имеют общих ненулевых векторов, то пересечение РГ с не 
содержит других точек, кроме р". 

Возьмем теперь любой единичный вектор 9 в Р (5). Выберем 
такое число а > 0, что р’ = р" + ао 05, и положим 4’ = p* + 
en go. Torta. 


a < |4’ —p’|=alz,pv — v| < diam (в) | про — v|, 
и неравенство (4) доказано. 


Лемма 14. Пусть Р“ — произвольная плоскость в E, 
Р — плоскость 6 Р*, О — замкнутое множество в Р* и p*— 
точка пространства Е, не лежащая в О. Обозначим через Q* 
соединение J(p*, Q). Тогда | | 

+ р (9, Р)-р(р", P*) 

(5) р (С), le ен 09.” . 

Допустим, что это неравенство, которое мы запишем в виде 
с >ab/d, неверно. Пусть ©” — множество всех точек, лежащих 
на лучах, начинающихся в точках множества Q и проходящих 
через р“. Тогда мы можем выбрать такие точки р’Е О" и q’ ЕР, 
что 

/ / + ab 
lq’ — p’'|=pe(Q ‚Р<е<-г. 

Пусть, скажем, р’ лежит на луче, идущем от точки р” ЕО через р". 
Так как ОсР*, то р а; поэтому c<ab/d<au р'’= р’. Сле- 
довательно, отрезок p’g’ перпендикулярен отрезку р’р’. Пусть 
[. — прямая, проходящая через р’ и 4’, и пусть g* — ближайшая 
к р’ точка прямой [; тогда отрезок g*p* перпендикулярен к L, 
Поскольку точка 4’ ближе к р’, чем к р”, точки g* и 4’ нахо- 
дятся на L по одну и ту же сторону от точки р”. Теперь тре- 
угольники p’ p’q’ и p’g*p* подобны, и поэтому 


(oy ШИ НР 9. 


это противоречие доказывает лемму. 
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15. Отображения п-мерных псевдомногообразий в п-мер- 
ное пространство. Результаты этого параграфа мы используем 
в (IV, В). Мы будем говорить, что симплициальный комплекс К 
есть П-мерное ориентированное псевдомногообразие, если К 
есть комплекс размерности п, каждый его симплекс являзтся гранью 
некоторого п-мерного симплекса, каждый (п — 1)-мерный симплекс 
является гранью либо одного, либо же двух п-мерных симплексов, 


каждый п-мерный симплекс о; ориентирован и д У, содержит 
только те (п — 1)-MepHble симплексы, которые являются гранью 
только одного й-мерного симплекса. (Обычно комплекс К предпо- 
лагается связным в некотором смысле.) Символом ОК мы обозна- 
чим множество только что упомянутых (п — | )-мерных симплек- 
сов или же множество точек всех этих симплексов. 

Назовем отображение f некоторого п-мерного ориентирован- 
ного псевдомногообразия К в ориентированное пространство Е” 
симплексно-положительным, если на каждом симплексе o? OTO- 


бражение f является гладким и взаимно однозначным (частные 


производные предполагаются непрерывными на границе) и J,>0 
Bo? (II, 6). Для любого комплекса L пусть L® или (L)* обозна- 


чает подкомплекс, состоящий из всех клеток комплекса L, имею- 
щих размерность < А. Если f удовлетворяет на К указанным 


выше условиям и некоторая точка 4 множества Н"\ у (К”") 
содержится в образе некоторого числа Й п-мерных симплексов 
псевдомногообразия К, то мы будем говорить, что точка 4 покры- 
вается h раз. (Если бы какие-нибудь якобианы были отрица- 
тельны, то мы рассматривали бы алгебраическое число симплек- 
сов, покрывающих 0.) 

Доказательство нижеследующей леммы можно было бы несколько 
сократить, если бы мы воспользовались некоторыми теоремами 
алгебраической топологии. 


Лемма 15а. /Лусть отображение f симплексно-положи- 
тельно в К. Тогда для любого связного открытого подмно- 
жества Ю множества Е"`\ f (OK) любые две точки из Ю, не 
принадлежащие f (K"-1), покрываются одно и то же число 
раз. Если это число равно 1, то отображение f, рассматри- 
ваемое только в открытом подмножестве Ю’ = f-1(R) псев- 
Эомногообразия К, является взаимно однозначным отобра- 
жением на К. 


По теореме об обратной функции (II, теорема 7A) для каж- 
дого симплекса о” образ f (int (97) ) является открытым множе- 


ством. Сначала мы покажем, что для любого симплекса с”-1, He 
входящего в ОК, множество f (St(o”-1)) (см. $ 2) открыто. Пусть 
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o” и с" — те п-мерные симплексы псевдомногообразия К, которые 


имеют симплекс o”-! своей гранью. Возьмем. любую точку рЕ 
@ им (‹"-!); нам нужно только доказать, что множество f (St (5"-1)) 
покрывает некоторую окрестность точки f (р). Так как в ‘каждом 
симплексе о’ отображение f взаимно однозначно, то сущест- 


вует окрестность U точки f(p), не имеющая общих точек 
с f (0 St (o"-!) ). Так как отображение f гладко в o”—!, причем (n—1)- 
вектор-якобиан = 0, то мы можем выбрать окрестность U так, 
чтобы множество /(5”-!) разбивало ее на две связные части U, 
и U,. (Доказательство элементарно.) Пусть рр, — некоторый отре- 
30K в 0”, где р, € int (97), образом которого является дуга A; 


в U(i=1, 2). Если мы как-либо ориентируем симплекс с”-\, то 
он будет входить в д5" ив OOF с противоположными знаками. 


Так как J; > 0 Ha каждом симплексе в;, то касательные векторы 


к A, ик A, в точке /(р) направлены в противоположные сто- 
роны от /(5”-!) [см. (13.2)]; поэтому мы можем считать, что 
f(p)E€U,, Л (р) ЕЦ.. Допустим теперь, что существует точка 
ЕЦ] (°"-!), не принадлежащая множеству f ($1 (5"-!)). Тогда 
в /`\\ f (o"-!) найдется дуга A, соединяющая точку 4 либо с / (р), 
либо же с /(р.). Существует первая точка 4" дуги А, лежащая 


в f (St(o"-!)); в силу выбора окрестности И и дуги А имеем 
ТЕИЦ, =f (11 (97)) при /==1 или 2. Но множество И, открыто 
в противоречии с определением точки 4", и, таким образом, утвер- 
ждение доказано. | 

Допустим, что первое заключение леммы неверно. Тогда мно- 
жество Ю`\\ /(К”-!) мы можем представить как объединение таких 
двух непересекающихся множеств А; и Ro, что для некоторого h 
каждая точка из R, покрывается A раз, а каждая точка из К. 
покрывается иное число раз. Мы можем выбрать дугу А, соеди- 
няющую некоторую точку множества R, с точкой множества R, 
и лежащую в Ю`\/(К”-?); пусть она переходит из множества 
R, в №, в некоторой точке 4. Тогда а }("-!) для некоторого 


симплекса с”-'. Пусть 0771, ...; 081 — все (п —1)-мерные` cum 


плексы. псевдомногообразия К, образы которых содержат точку 4; 
пусть, скажем, симплекс 07-1 является гранью п-мерных симплек- 
COB G,, в. Так как отображение f на п-мерных. симплексах взаимно 
однозначно, то мы сразу видим, что эти П-мерные симплексы 
различны. В силу доказанного выше существует такая окрест- 
ность U точки 4, что для каждого i каждая точка множества 
UN f (K"-1) содержится в точности в одном из образов ff (3;), 
7 (с). ‚Мы можем допустить, что окрестность U не пересекается 
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ни с одним из образов f (97-7) для других J. Тогда любой дру- 
гой образ f (1), содержащий точку 4, содержит и И. Следова- 


тельно, все точки множества U \ f (K"-1) покрываются одно и 
то же число раз в противоречии с выбором точки 4. 

Покажем, далее, что для любого симплекса o* псевдомногооб- 
разия К множество f (St(o”)) открыто. Пусть дана точка р Е int (o*); 
мы должны показать, что множество f (St(c*)) покрывает неко- 
торую окрестность U точки g=—f(p). Выберем окрестность И 


связной и не пересекающейся с f (05+ (°^)). Тогда L = St(o*) есть 
п-мерное ориентированное псевдомногообразие, и из доказанного 
выше следует, что все точки из И, не лежащие Bf (4"-'), по- 
крываются п-мерными симплексами из [. одно и то же число раз, 
скажем N. Так как некоторые точки вблизи. Gg покрываются, то 
М >. 1; поэтому все точки окрестности U входят в f (L). 

Докажем теперь последнюю часть леммы. Так как точки по- 
крываются 1 раз, то f отображает R’ на Ю. Допустим теперь, 
что f(D) =f (р) =9, р, # Po. Пусть, скажем, p;€int(s,) (раз- 
мерности симплексов мы не указываем). Поскольку отображение } 
взаимно однозначно на всех симплексах, 5+ (<) [|] $1 (в) =0. По 
доказанному выше множество f (St(s,)) покрывает все точки неко- 
торой окрестности И, точки 4, не лежащие в f(K"-1), N, >0 
раз при i=1, 2. Но это показывает, что отображение f, рас- 
сматриваемое на К, покрывает точки окрестности И = И, ПО. по 
крайней мере дважды; полученное противоречие завершает дока- 
зательство леммы. 


16. Смещение триангуляции пространства Е”. Мы покажем, 
что если некоторую триангуляцию пространства Е” слегка сме- 
стить, TO она останется триангуляцией. 


Лемма 16a. Для данного целого числа т существует 
число р*`>0, обладающее следующим свойством. Пусть Ку — 
разбиение пространства Е" на кубы с ребром длины h, u 
пусть К — регулярное подразделение разбиения Ку с верши- 


нами Ро, Р,.... Для каждого i пусть р, — такая точка, 
что 
(1) |2; — Pi] <P. 


Пусть, наконец, f — симплексно-аффинное отображение ком- 


плекса К в E™, определяемое условиями f (p,)= р Тогда f 
является взаимно однозначным отображением пространства E™ 
на себя, и симплексы f(s) образуют симплициальное разбие- 
ние пространства Е”. 
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Очевидно, мы можем считать, что A= 1. Пусть в = р... ри — 
некоторый т-мерный симплекс разбиения Ку с центром р.; поло- 
жим с==р(р., Oc). Мы можем выбрать число р“ < c/2 таким обра- 
зом, что если выполняются неравенства (1), то Dy ere р’, будет 


невырождающимся симплексом, ориентированным так же, как и с 


[см. (IV, лемма 14c)]. 
Пусть теперь даны р, и f. Ориентируем пространство Е” и 


ориентируем т-мерные симплексы так же, как и Е”. Очевидно, 
точка f (p,) покрывается только симплексом f (5). Несмотря на то, 
что комплекс К бесконечен (OK пусто), доказательство леммы 15a 
проходит; оно показывает, что f есть взаимно однозначное ото- 
бражение на все пространство Е”. Отсюда следует и последнее 
утверждение леммы. 


ПРИЛОЖЕНИЕ Ш 


Подготовительные сведения из анализа 


Мы излагаем здесь некоторые результаты из анализа, которые 
могут не быть хорошо известными читателю и которые играют 
важную роль в различных частях книги. Функции специального 
вида, построенные в $1, применяются в $2; разложения еди- 
ницы, описанные в § 2, встречаются, например, в § 8, 10, 15 и 
18 гл. Ш, а также в (IV, 27), (VII, 3) и (УШ, 2). Очень полезным 
методом является аппроксимация непрерывной или измеримой функ- 
ции гладкими функциями; она рассматривается в § 3 и 4.5 565 
и 6 разбираются некоторые вопросы из лебеговской теории. 

Функция ф называется А-гладкой в открытом множестве КЮ, 
если она непрерывна и имеет в R непрерывные частные производ- 
ные до порядка Rk включительно (если пользоваться некоторой 
аффинной системой координат). Таким образом, термины „О-глад- 
кая“ И „непрерывная“ означают одно и то же. Мы говорим, что 
ф — гладкая функция, если она является |-гладкой. Мы говорим, 
что функция ф клеточно-непрерывна в Е", если для некоторого. 
клеточного разбиения пространства Е” (П.П, 3) функция ф опре- 
делена и равномерно непрерывна в открытом ядре каждой п-мер- 
ной клетки; в случае когда функция © определена на некотором 
полиэдре, определение аналогично. Подобным же образом опреде- 
ляется клеточно-постоянная функция. Две клеточно-непрерыв- 
ные функции рассматриваются как одна и та же функция, если 
они отличаются только на полиэдральном множестве размерности 
< п. Мы говорим, что функция ф (предполагаемая непрерывной 
или клеточно-непрерывной или же измеримой) суммируема в КЮ, 


если интеграл f |e(p)|dp конечен. Мы говорим, что функция ф 
R 
локально суммируема в К, если каждая точка рЕ К имеет такую 
окрестность U, что функция ф суммируема в U. Через саг ($) обо- 
значается множество точек, в которых Ф-=0; носитель $р+($) 
функции ф есть замыкание множества саг ($). 
Мы обозначаем через зир{а, 6} большее из двух чисел а, В 


eae sup {e(p): C(p)} = sup {9(p)} 
C (p) 


верхнюю грань значений O(p) функции ф на множестве тех точек р, 
для которых выполняется условие С (р). Для нижней грани мы 
пользуемся символом inf{ }. 


33* 
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Если функция ф принимает действительные значения или зна- 
чения в банаховом пространстве, то (хФ) есть функция, значе- 
ние которой в точке р равно |Ф(р)|; таким образом, (9) (р) = 
—|$(р)|. Мы полагаем 


[Фр == зир {|$(р)|: PER}. Iel=sup {le(p)l}. 


Если для обозначения нормы в банаховом пространстве приме- 
няется, как в (1, 13), символ | |, то мы пользуемся символами 
(Фо, 1¢ lo- ae | | 

Символ |Q| обозначает объем или в более общем случае лебе- 
говскую меру множества О< Е”. См. также § 5. 


1. Существование некоторых функций. Мы докажем суще- 
ствование действительных функций, обладающих определенными 
свойствами, например равных единице на данном замкнутом мно- 
жестве и нулю на другом множестве. Функция называется диезной, 
если она ограничена и удовлетворяет условию Липшица (Il, 4). 


Лемма la. Густь О и О’— замкнутые множества в Е", 
расстояние © между которыми положительно. Тогда в Е" cy- 
ществует действительная диезная функция ф, равная единице 
на О и нулю на О’. | 


Функция oO задается формулой (V, 12.3), в которой с надо 
заменить на Q. 

Определим теперь некоторые действительные функции, .являю- 
щиеся бесконечно гладкими (т. е. функциями, у которых суще- 
ствуют и непрерывны все частные производные). Положим 


(1) ая: ®,(t)—=e-% при << 1 


и Ф. (Г) =0 для других значений #. Тогда каждая производная 
функции Фу стремится к нулю, когда # —> 0 или # —* 1; поэтому Фь 
является бесконечно гладкой при всех ¢. Далее, положим 


(2) a= [Фо (©) dt, ®, () = + [Фо (9) 45. 
= 0 —со 


Тогда функция Ф, является бесконечно гладкой и 
Ф,()=0 (<0), OM=1 @>1, 
(3) 0< $, (< 1 (0<t< 1). 
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- Пусть ОЕ < Е. С помощью функции Ф, мы, очевидно, мо- 
жем построить такую бесконечно гладкую функцию Ф*(Ё), что 


O*(¢)=1 при |#| <, $Ф*(@=0 при || и 0< $" < 1 
при всех остальных значениях &. | 


Лемма Ib. Пусть Q = Q’ — концентрические кубы и или шары 
в Е". Тогда существует такая а гладкая действи- 


тельная функция Ф(р) в Е", 
(4) Ф(р) = 1 в Q, 0 в EWN О,, 
О<Ф(р < 1 в intQ)NQ. 

Если Q и С’— шары радиусов fy и Ё соответственно с цент- 
ром в точке р, то мы можем положить. Ф (р) = O*(| p— pol). 
Если О и @’— кубы, определенные, скажем, условиями |х!| < &, 
((=1,..., №) для Е =0, 1, то мы можем положить Ф (р) = 
— 0")... DC”). 

Лемма lc. Пусть Q, и О, — непересекающиеся замкнутые 
множества в Е". Тогда существует такая бесконечно гладкая 
действительная функция Ф в Е", что 


(5) Фр =18 4, ФФ =0вСО,, 
О ip) =< 1 & E., 
Пусть P,, Py, ...—TaKad последовательность замкнутых ша- 


ров, не пересекающих (5, что их открытые ядра покрывают мно- 
жество Q, и каждая точка пространства Е” имеет окрестность, 
пересекающуюся не более чем с конечным числом шаров P,. (Если 
множество Q, ограничено, то нам понадобится только конечное 
число шаров P;.) Пусть Ф’, — бесконечно гладкая функция в Е”, 
которая >0 в int(P;) и =0в E*\P, (лемма 1b). Положим 
Ф’ (р)=>Ф’ (р). Пусть И — такая окрестность множества Q,, 
что Ф’(р) >0 в И. Определим функцию Ф” (р) таким же образом, 
как была определена функция Ф”(р), но заменив множество (,. 
на Е"`\\ О и множество Q, на ©,. Положим 

Ф (р) = Ф’ (р) ‘ 

| ® (p) $” (р), 


эта функция, очевидно, обладает требуемыми свойствами. 


2. Разложения единицы. Мы говорим, что некоторое множе- 
ство действительных функций 9, Oo, ..., определенных в Ё", 


образует в Е" разложение единицы, если 
(1) Ор < Е (для всех p, 1), = Хор = 1 в РЁ". 
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Обычно требуется, чтобы функция ф, обращалась в нуль вне дан- 
ного открытого множества U,. Построение разложения единицы 
проведено в (Ш, 8). Соответствующее построение в случае глад- 
кого многообразия см. в (Ш, 10). 

Мы проведем здесь построение для одного частного случая. 


Лемма 2а. Пусть Ос Е" — компактное множество, 


U,, ..., Чи — открытые множества и QcUU,. Гогда суще- 
ствуют такие бесконечно гладкие функции $, $, ..., Pms 
что 

(a) 0< (р) <! (1—0, 1, ..., т), 

(5) х.(р)=0 в некоторой окрестности множества Q, 

Фо =0ОеЕ\ЩЬ, А 7 


(4) go (p) + 9:(P) + --- 9. (р) =1 в Е". 


Для некоторого & > 0 мы можем положить 


И, = шк (Uj), а МАНЯ т 


(обозначения см. BIT. II), причем мы будем иметь U' Е ы cUui. 
(Если последнее условие не выполняется для & = 1/R ни при ка- 
ком Ё, то возьмем некоторую точку 9,€Q\U VU}, где (; по- 
строены для © == 1/k. В множестве © найдется предельная точка 4 
последовательности 41, Yo, ..., И мы быстро приходим к проти- 
воречию.) Пусть ©, — бесконечно гладкая функция в Е", которая 
>0в И и =0 8B Е"\О,, где i=1,..., т (лемма Ic). Тогда 


И. Q) <Uu; при некотором = > 0. Пусть Ф, — бесконечно глад- 
кая функция, которая >0 в E*°\ UY; и —=Ов U,(Q). Тогда 
be ®,(p) > 90 в E”, и условиям леммы удовлетворяют функции 
jJ>0 


Зи ®; (2) = 
tay ae ee 


3. Сглаживание функций посредством усреднения. Простей- 
ший способ, позволяющий сгладить функцию 9, определенную 
в Е", состоит в том, чтобы воспользоваться функцией Ф, (р), рав- 
ной среднему значению функции ф в шаре И, (р) с центром р. 
Если |0 ,(р)|==а,р”, то 

= 1 
0 %@= pr feetod=ra [+949 


a (0) U, (p) 
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[первый интеграл рассматривается в пространстве У —V (E")]. Если 
функция ф непрерывна, то ф, — гладкая функция. Мы хотим опре- 
делить функцию Y,, которая была бы бесконечно гладкой. Будем 


предполагать, что функция ф непрерывна или клеточно-непрерывна 
или, в наиболее общем случае, измерима по Лебегу и локально 
суммируема. Она может принимать действительные значения’ или 
же значения в банаховом пространстве. Определена она может быть 
в Е" или в некотором открытом множестве ЮР = Е"; в последнем 
случае функция $, определяется в int, (К). 

Пусть х, (Г) — бесконечно гладкая действительная функция, 
определенная при ЕЁ >.0, постоянная на некотором отрезке [0, fol, 
равная нулю при {> р и монотонно убывающая на отрезке << р 


(ее можно определить так же, как в $ 1). Положим x, (9) ==х, (|9 |) 


в V=V(E"). Тогда функция %, является бесконечно гладкой и 


(2) x, (=O (lv[>p), fx, @dv=1 
V 


рей 


(если потребуется, следует умножить функцию х, 
константу С,). 


Определим р-среднее 9, функции oO, полагая 


(3) 9, (р) = | *, (Фе (р-+ 3) 49 = fx, (1 — р) $ (4) 44, p € int, (К). 
R 


U, (0) 


Ha некоторую 


Мы будем иметь случай воспользоваться и другими обозначе- 
НИЯМИ: | 


(4) х; (9) = жал (9), А: ф(р)=9ш(р) @=1,2, ...). 


Лемма 3a. //усть функция х непрерывна в К. Тогда 
(5) lim 9(p)=¢(p), РЕК, 
p>0 | 


и это имеет место равномерно на любом компактном мно- 
жестве Ос КЮ. 


В силу (2) 
(6 ¢(p)—9(P)= fx, @Ie~+%)—9(p)ldv, врешь. 


Up (0) 
Возьмем такое число fy, что И, Q) C Ru l|o(p+v)—9(p)| <<, 
если рЕО и |v|<po; тогда в силу (6) |9,(p)—9(P)| <з при 


р < ро, РЕЧ. 
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Лемма 3b. Если функция ф измерима и локально сумми- 
pyema, то 


(7) ЩИ (p)=9(p) — п.в. oR. 


Чтобы это показать, заметим прежде всего, что так как значение 
х, (9) зависит только от lvl, Ф,(р) выражается через 4g, (фр), 
O<cy<p. Чтобы найти такое выражение, положим 


(8) у (В) = inf (t: x, (t) < hh; 


эта ‘функция определена при О<#<Ь==х, (0); ъ, является об- 
ратной функцией для x, на любом отрезке, на котором %, убы- 
вает. Возьмем график функции х› при пересечении с плоскостью, 
проведенной на высоте h (0< И), этот график вырезает OT- 
крытый шар радиуса { =, (й), имеющий п-мерный объем at 
Поэтому, Cee 


5. 


p 
(9) в.) = f aq №, (ИФ, ад (p) dh = f a,t"|— пр) $ (р) at. 
0 


0 
Это можно аналитически проверить следующим образом. Положим 
(10) toy (t) = sup {x, (#) — №, 0}, 
(11) eon (р) = f nl e)e(tv)ao. 

у 
Тогда ди», (10 = — 1, если t<v,(h), и =0, если Ё >», (#), 


в предположении, что у, (й) — точка убывания функции x,, и 


д 
и В: а aes e(pt+v)du= — | эр 
О, (ny) 
для такого h. Так как Фу (р) =, и Фь (р) ==0, то 


b 
wi (р) 
9, (р) = — fa = „| [ оо оаоаь, 
0 О, (в) (0) 
и мы получаем (9). Заметим, что если в (9) взять $(р) =1 (для 
всех р), то мы найдем 
b ps is 


(12) faq lv, (h)]" thm и |— a ole 1. 


0 
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Хорошо известно (см. § 5), что lim 9, (р) = 9 (p) п. в. в А. 
p>0 


Пользуясь` этим, покажем, что имеет место (7). Для заданного 


= > 0 выберем ру так, чтобы было | (р) —$Ф(р)|<з при < 
Тогда из (9) и (12) следует, что 


| p 
[$ (р) — 9) |= J a," | oe) les (2) — 9 (P)) dt |< 8, P< Po. 


0 


Лемма 3c. Функция 9,(p) бесконечно гладка в int, (R). 


Сначала покажем, что если @,, ..., е,„— некоторый базис 
в У, то 
(13) Ver % (в) = — | Ver % (4 — р)$ (9) 49 
R 


[см. также (4.1)]. Имеем 


(Pp + £€;) — $, (р) , | 
204 < 


хр (q — p— te;) —*, (4 — Pp | 
; ; ; Этель 9144 | 


Л 


Ор(р) 


и (13) следует из того факта, что первый множитель в последнем 
подинтегральном выражении равномерно стремится к нулю [мы 
можем воспользоваться леммой (II, 2c)]. | 

Так как функция x, является бесконечно гладкой, то мы MO- 


р 
жем повторять этот процесс; лемма доказана. 


4. Теорема Вейерштрасса об аппроксимации. Докажем 
следующую лемму: 


Лемма 4a. Пусть фх— некоторая т-гладкая функция 
(m>0) в открытом множестве RCE". Тогда для любого 
компактного множества Фе КЮ и любого = > 0 существует 
такая бесконечно гладкая в Е" функция $’, что функция 
ф (р) = $’ (р) — (р) и все ее производные порядка <m 
(в некоторой фиксированной системе координат) в Q будут 
по абсолютной величине < се. 

Замечания. Мы предполагаем, что © принимает действитель- 
ные значения. Если ф принимает значения в евклидовом про- 
странстве Е’, то мы можем ввести в Е’ ортонормальную систему 
координат и применить лемму отдельно в каждой координате; 
тем самым лемма будет доказана для $. При m=O функция ф 
предполагается только непрерывной. Мы можем также сформули- 
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ровать заключение следующим образом: „ф’ аппроксимирует в Q 
функцию Ф вместе с частными производными порядка <m с по- 
грешностью < =“, или же „$Ф’ аппроксимирует (9, ©, т, е)“. 
Выберем ру > 0 так, чтобы было Из», (9) < R. Возьмем куби- 
ческое подразделение пространства Е" с кубами диаметра fp. 
Пусть Р — множество всех точек, лежащих в кубах, которые 
имеют общие точки с Ц», (0); тогда PCR. Положим $" (р) = (р) 
BP и —=0О в Et. тогда ¢ = в Ц» (Q). Для любого 


р < р функция 9. определяется так же, как в § 3, и является 
бесконечно гладкой в Е". При m=O мы можем, как непо- 
средственно следует из леммы За, взять функцию =, ДЛЯ 


достаточно малого р. При m=1, воспользовавшись в (3.13) 
интегрированием по частям, получим 


(1) Ve, % (p= [%G—P) Ve, +@9)44 — (функция ф гладкая), 
R 


т. е. (Ve; $), (р) = Ve; , (р). Применяя лемму За к каждой из 


функций ©, 0Ф/0х,, дФ/9х?, ..., видим, что мы снова можем взять 
функцию $’ =. Повторяя этот процесс, доказываем нашу 
лемму для произвольного т. 


5. Лебеговская теория. В последних главах книги мы пред- 
полагаем знакомство с интегралом Лебега. Мы опишем здесь не- 
сколько терминов и фактов, имеющих особо важное значение. 

Мы пишем „п. в.“ вместо „почти всюду“ (всюду, за исключе- 
нием некоторого множества меры нуль). В гл. IX и Х термин 
„измеримая“ означает „измеримая по Лебегу“; символом | Q| мы 
обозначаем меру множества @. Однако мы часто рассматриваем 
$-мерную плоскость Р° в пространстве Е”; если мы говорим 
„функция © измерима в P*“, то мы подразумеваем, что функция $, 
если ее рассматривать только в P*, в этой плоскости измерима. 
Точно так же, если ОсР°, то символом |Q|, мы обозна- 
чаем меру Лебега множества Q в плоскости Р®. Если ф — дейст- 
вительная измеримая функция, определенная на измеримом мно- 
жестве Q, то символом |Ф|] мы обозначаем ее существенную верх- 
нюю грань 


(1) |p| ess sup [ф} =inf (зир { [$ (р)|: pEQ’}: |Q—Q’|=—9}. 


В случае когда функция ф непрерывна или клеточно-непрерывна, 
это согласуется с данным выше определением символа |Ф|. Это 
определение остается в силе и в том случае, если ф принимает 
значения в некотором нормированном линейном пространстве. 
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Если функция © принимает значения в Ур] или в У" и в ка- 
честве нормы мы пользуемся массой или комассой (1, 13), то 
вместо || мы пишем |¢ |. 

Важную роль играет теорема о почленном интегрировании: 
пусть функция ф измерима и суммируема на измеримом множестве 
К, функции $, (1=1, 2, 3,...) иф измеримы в КА, OS 5, (р) < 
< (р) в К и Ппфу, (р) =х(р) п. в. в №; тогда 


lim | ф; = Je 


1> < 


Напомним некоторые Мы из теории производной (см. Сакс, 
гл. IV). Для ограниченного измеримого множеств ОсЕ" 
положим 


о 
(2) 9 = ао 


[см. (IV, 14), (IX, 2)|. Пусть Ф — такая счетно-аддитивная дей- 
ствительная функция множества на измеримом множестве Ю < ЕЁ", 
что при некотором № 


(3) |Ф (0) |< М|9| для всех измеримых множеств О < R; 


или, более общо, предположим, что функция Ф абсолютно непре- 
рывна. Для любой точки рЕР возьмем произвольную последова- 
тельность Q,, Qo, ... измеримых множеств в R, содержащих 
точку р, для которых @(Q,) > 1 при некотором 1 >O0 (для всех 1) 
и diam(Q,) > 0. Положим 
(4) De (р) = \im # (Qi) , 

\Q: | 
если этот предел существует и не зависит от выбора последова- 
тельности. Тогда функция Ох существует п. в. в R и измерима, 
и при этом 


(5) Ф@= | Ох AA измеримых множеств Q C Ю. 


Мы могли бы здесь брать последовательности Q,, Qs, ... 
множеств, не содержащих р, при условии, что при некотором 7 > 0 
мы имели бы O(Q;) 21 для всех i, где через О, мы обозначаем 


множество Q, вместе с точкой р; в самом деле, | ©, | =|О;|. Мы 


могли бы в качестве (©), брать множества какого-либо определен- 
ного вида; можно было бы, как в (IX, 4.1), потребовать, 
чтобы Q, были симплексами. В этом случае функция Do была бы, 
возможно, определена в большем множестве точек, чем опреде- 
ленная ранее функция Do. 
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Приведем одну из возможных формулировок теоремы Фубини. 
Пусть ф — действительная измеримая и суммируемая функция на 
измеримом множестве RCE”. Пусть P* и Р"-*° — некоторые 
плоскости в Е", имеющие в точности одну общую точку (таким 
образом, они порождают все пространство Е”). Для каждой 
точки g€ P"~* пусть Р* (4) — плоскость, проходящая через 4.и 
параллельная плоскости РУ. Тогда для почти всех 4ЕР"-° функ- 
ция ф измерима и суммируема на пересечении Р* (9 ПКи 


[фа J f 9 (p) dp aq. 


pn—-s ps(g)N\R 


Кроме того, если множество О CR таково, что [Se - 0 
то |Р: (4) MN RN Q|,=0 для почти всех 4ЕР"-°. 

Имеет место также следующее обобщение теоремы Фубини. 
Пусть Р”-’и Р°-! — плоскости без общей точки, порождаю- 
щие пространство Е”. Для каждой точки 9ЕР”-° пусть 
P* (4) — плоскость, порожденная плоскостью Р°-! и точкой gq. 
(Плоскости P* (4) покрывают почти все пространство E”.) Пусть Ф 
и О такие же, как и раньше. Тогда для почти всех точек 4 @Р"-* 
функция ф измерима на пересечении Р° (9) ПР и|Р° (9) ПЮ`\\9|.=0. 


{Формула для [| ф, если ее соответствующим образом видоизме- 
Е | 

нить, останется справедливой.) Это можно показать следующим 

образом. Любая точка po, не принадлежащая Р5-1, но лежащая 

в некоторой плоскости Р? (45), имеет окрестность И, покрывае- 

мую плоскостями P*(qg). Существует такой гладкий гомеомор- 

физм окрестности И на некоторое открытое множество U’, что 


пересечения Р® (9) ПИ переходят в части параллельных плоско- 
стей, секущих И”. Множества RMU и QU переходят соответ- 
ственно в некоторые множества R’ и Q’ в U’, а функция Ф— 
в функцию $9’ на множестве А’. По теореме Фубини для почти 
всех из этих параллельных плоскостей Р” функция $’ измерима на 
РПК’ и |Р’ПЮ’\ 9’|,=0. Поэтому для некоторого множе- 
ства Hy в Р"-®*, имеющего (п — $)-мерную меру нуль, функ- 
ция © измерима на P*(q)QNUNR и|Р°’(9ПИПЮ\9|,=0 
при g€P*-*\ Hy. Объединение множеств PS(q)\ PS-! по- 
крывается счетным множеством таких окрестностей U,; пусть 


Hf — объединение множеств Hy,. Тогда |Н|„-; =0 и каждая пло- 
скость Р° (4) (4ЕР”"т*`\Н) обладает требуемыми свойствами. 


6. Пространство [1. Рассмотрим действительные измеримые 
суммируемые функции o в Е"; две такие функции эквивалентны, 
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если они равны п. в. Точками пространства [1 являются классы 


эквивалентности Ф таких функций; норма класса Ф равна f (9) 
En 

для любой функции o€@®. Tak как пространство L! полно (см. 
Халмош, стр. 172, или McShane Е. J., Integration, Princeton, 
1951, рр. 182—184), то оно является банаховым пространством. 

Пусть $ — подпространство пространства L!, образованное не- 
прерывными суммируемыми функциями. Тогда $ плотно в [1. Это 
можно показать следующим образом. Возьмем. любую функ- 
цию ФЕФЕ/!1. Для заданного => 0 мы можем выбрать такую 
ограниченную функцию Ф, равную нулю вне некоторого ограни- 


ченного мкожества R, что | (9p— vb) < :/2. Образуем  сред- 


ние Ал (1—1, 2, ...,), как в $53. Так как А,ф-›Ф п. в. 
(лемма 3b), то (А,ф—ф) 0 п.в. Кроме того, для некото- 
рой фиксированной суммируемой функции ф’ имеет место не- 
равенство (Афб—ф)<ф’. в Е" для всех i. Поэтому 
Нм ( Аф—ф) =0, и мы можем выбрать такой номер io, 


что | (4, —$) <e/2. Теперь функция А;ф непрерывна и 
| (4—9) <2. В связи с этим см. также лемму (XI, 3a). 


Заметим, что операция в L!, определенная с помощью сдвига 
в Е" (T,9(p)=9(p— v)), непрерывна. Более общая теорема сле- 
дует из теорем (IX, 15В) и (Х, ТВ). 


УКАЗАТЕЛЬ СИМВОЛОВ 


Вначале мы перечисляем символы, 
определенные в приложениях 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


a 
e 


У, в, & i2,dim(V) 466 || 472, 474 
(A) 
e,, A", е! 467 p(v, w) 473, 474 
L(V, №), %, е! 468 u-v 474 
У 468, 473 || 475 
o* 469 У(Е), p+uv 476 
XXY, хху, VOW, 470 Уар, 479 
VinoeaW апп (И) 471 Е” 481 
ПРИЛОЖЕНИЕ Il 
=, Е, Й, и, (Ц ГЬ | co P 493 
9% 9,9, int(Q), Л (9), aA 216, 218, 493 
p(p, 9), р(Р, Q), diam(Q) 484 ах 291, 494 
0. (9), U.(Q), int, (О), H,, H’, H, Н* 495 


P(s), dim(s), int (в) 485 Хоу, XVA 384, 389, 495, 497 
a 485, 498 ЛР, Q), J(p, A), J(2’, в) 496, 
Ро... Pr 486, 491 9 o"Xo5, [ 498 
dim (Q) _ 486 D,(tXp) 500 
St (©), $1 (°), ASt (<) 487 па (P, P’) 501 
> a,07, dim(A), С, 492 

ПРИЛОЖЕНИЕ Ш 
саг (9); spt (9), sup { Is inf { } “i, Xo» A olf. 
007 п. в., |Q\|,, ess sup 514 
($), Pla» (Fro 508 (Q) 177, 355, 515 
lel, [elo 79, 508, 514, 515 [1 517 


1Q| 122, 508, 514 


УКАЗАТЕЛЬ СИМВОЛОВ 519 

ВВЕДЕНИЕ 
— в ви 24, 55 
Х. о 13 ув PY. У РБ 55 
Х.А, ds 12, 220 a, Ww, 27, 95, 96 
OA 14, 216, 218 uxv 27 
|| 15, 114 УХ У, У(р) =УХ(фр, v) 29, 85 
[© | 16 f*w 30, 89 
{a 19, 114 (р), Тр) 30, 95, 96 
Dx(p) 19, 238, 363 J, (p) | 31 
9, М ть, U,V... V 9, - 22, 54 AM 36, 153 
е» vi 23, 467 dX 37, 46, 221 
Оки вт" 23, 57, 60 do 37, 101, 148 
Ул 24, 54 у 39 
V 24, 468, 473 |X|,|.X|?,| Al, | A]? 45, 217, 220 
ei, f, 24, 468 |xX|*, |A|* 46, 224, 225 

в Бы 25, 57, 60 
ГЛАВА 1 


us v, V, VV виа WD, Ул 54 


р(Ю, R’), р(Ю, R’) 66, 67 


IV EF VY x УЛ Ф 68 

VA о.а 55, 56 Qa, Q’w 70 
€,, &, aw, w, 57, 60 а.В, в. г ЖИ. 
[ан (У) 58 |$| 75 
а \/ В, ® VE 61, 62 Jal, Jo], 76, 77 
Ла 63 со0$0, |, — W,| 82 

ГЛАВА Il 

У,Л(р)= УЛ(р, 9) 85 B=), Lie 90, 91 
УЛ (р) 85 e;(p), ел (р) 91 
IVF (p) | [УЛ |» ПУЛ! 87 е(р=ах’, в (р) 92 
бы 87 в, J;(p) 95 
®, ® (р), |, |® |, УЛ(р, &), + (р), Wo 96 


fp fro, oVs 89, 9 


dw» 101, 110, 148, 151, 378 


УКАЗАТЕЛЬ СИМВОЛОВ 


... > Ю 


131, 


dw 101, 110, 148, 151, 


|X |*, c#, Ly 7 


236, 
238, 


121 
1Z2Z 
126 


152 
131 
378 
149 


153 


201 
202 


203 


226 
239 
308 
363 
244 


lim’, lim®, -Р>, >, МКР 245 


т | 

Ар, АВ, 1х, |, 

| Ар, [Ale ыы ее’. 
250, 251 


ГЛАВА Ш 
{a} 19, 114 Я сб = 
|<], lol, 114 |Ю| 
Ха», 115, 215 spt(w) 
(А) 116, 308 fe, fo 
fo 
шо Д, fo 117 fo 
ы м. 
fo 118 
A 
|A |, fo 119 р. к. м. 
fo 121 OM, 0M 
R 
ГЛАВА IV 
Ly 160 | НУ, Hi, huh’ 
9 (5) 177, 355 XUY 
0, J 197 т, 
ГЛАВА V 
Уав, A(p), CP 215 
spt (A) 216 ®, (в), |o|* 
OA 216, 218 Dx(p, a) 
|4], 216, 252, 325, 337, 338 Ор) 
Ре: 217 Фе, ¢(P) 
Т.А, D/A 218 
XA. СЕ 220 Х 
|X| 220. 326 
aX 22\ 
|A|* 224 cr. ce 
c# 225 


247 
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ГЛАВА VI 
t 261, 269 Ar 273 
9 262, 270 44, P 276 
ba 268 М, |1, С | 278 
1 (а, 6) 269 а 279, 387, 388 
м _ 270 d*a 287 
spt ($) 972 


ГЛАВА VI 


Мы 202 +, (0 300 
NY 293 {A} 308 
ФА 293, -449 P(o) 314 
oX 297 X(s) 315 
spt (A) 298 а 317 
spt (X) 299 НР, Hb’, Н* — 320 


ГЛАВА VII 


D, (Q) 324 МО» 330 
| АВ, С? (R), lime 325 spt(A), spt(X) 331, 298 
С?” (А), [ХИ 326 АР, |АЙ, 333 
1418, С*" (В) 327 ХВ, |ХЁ, 334 
Lx Rr, к, % (в, Ю), |®# 328 | Ав, 346 
wkl? 329 
ГЛАВА IX 

9 (с) 355 dw 372 
9, () 356 Wo, ФХ= Ох, dw 378 
Р (<), a(s), a(P), Р(р, а), та 384, 495 
Ох(р, %) 358 [0 385, 496 
иго, 360 9, a 387 
Dx(p) 363 Ход 389, 496 
dw 369 


34 Уитни 
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Of g 
ГА 
PR (р, 9), Ly, Ю, I | Q 


1 
ия 


УКАЗАТЕЛЬ СИМВОЛОВ 
ГЛАВА Х 
405 ап 
407, 411 ГХ 
409 f*w 


ГЛАВА XI 


428 |1, spt(y) 
р 


431 aK M,, ТА 


432 oA 

433 Ag 

434 ГА(р), cA (р) 
435 а 

439 ТГ. 

44] diam (7) 


449, 


410 
414 
415 


445 
446 


447 


293 
451 
452 
453 
454 
455 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Алгебра грассмановская 63. 24 
Аннулятор 471 

Аппроксимация аффинная 398 
— коцепи 375 

— отображения 398 

а (т, О, м, 7) 163 


Базис 466 

— взаимный 24, 468 

— естественный в {7 467 
Бивектор 54, см. Вектор 


Вариация ограниченная 268 
— функции 268 
— — множества 428 
— — — полная 430 
Вектор 466 
— координатный 91 
— на многообразии 33, 108, 167 
— секущий 168 
Бекторы ортогональные 475 
— перпендикулярные 475 
Векторы-ребра симплекса 114 
— — — определяющее множество 
114 
Вершина 485 
Взрыв 457 
Вложение 160 
Высота симплекса 178 


Гомологии 494 

— абстрактные 471 

Гомоморфизм 465 

Гомотопия 485, 500 

Градиент 29, 86 

Граница звезды 487 

— клетки 485, 493 

— множества 484 

— цепи алгебраической 493 

— — бемольной или диезной 218, 
225 

— — гладкой 266, 286 

— — полиэдральной 216 


34* 


Грань клетки 485 
— существенная верхняя 514 


Детерминант линейного отображе- 
ния 69 

Деформация отображения 500 

Диаметр 484 

Дивергенция 40 

Дифференциал 29, 85 

— внешний формы 37, 101, 109 

— — — бемольной или  диезной 
378, 379 

Дифференцируемость 88, 94, 
109, 377, 507 


107, 


Звезда 487 
Значение полное функции множе- 
ства 430 


Изоморфизм 465 

Инвариант Хопфа 203 

Индекс Кронекера 493 

Интеграл 26, 117, 119, 121 

— зависящий от параметра 156 

— Лебега 514 

— на многообразии 131, 133 

— несобственный 121 

— повторный 156 

— Римана 120 

— со значениями в векторном про- 
странстве 430 


Клетка 485 

— вырождающаяся 486 
— вершины 485 

— грани 485 

— граница 485 

— ориентированная 491 
— открытое ядро 485 
— плоскость 485 

— размерность 485 
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Клетка, ребра 486 

— центр 486 

Клетки неперекрывающиеся 485 

Ковектор 24, 468 

— на многообразии 108 

— относительно плоскости 361 

Когомологии 494 

— абстрактные 471 

— бемольные 320 

— дифференциальные 42, 201 

Кограница коцепи ны 
494 . 

— — бемольной или диезной 37, 
46, 221 

Кольцо бемольных когомологий 320 

Комасса коцепи 220, 326 

— поликовектора 77 

— формы 89 

Комплекс 486 

— криволинейный 196 

— симплициальный 487 

Компоненты вектора 23, 466 

— ковектора 24, 468 

— поливектора 23, 59 

— поликовектора 25, 60 

— формы 92 

о липшицевская es 226, 

т 

‘—.— комассовая 235, 328 

— Ю-липшицевская 409 

Координаты барицентрические 479, 
486, 487 

— точки 91 

Коцепь 14 

— ‘алгебраическая 493 

— ассоциированная с формой 365 

— бемольная 16, 220 

— — в комплексе 315 

— — — открытом множестве 326 

— гладкая 240, 284 

— диезная 17, 226, 327 

— единичная нульмерная 493 

--— компактная 284 

— полудиезная 214°. 

Коцикл 494 


Лапласиан 40 


Масса поливектора 76 

— цепи, бемольной 
251, 337 

— — клеточной 118 

— — полиэдральной 216 | 


или диезной 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Многообразие Грассмана 75 

— дифференцируемое, или гладкое 
33, 107, 167 

— ориентируемое, ориентированное 
107 


— кубируемое 402 

— стандартное 153 

Множество векторов ортонормаль- 
ное 475 

— векторов-ребер определяющее 
114 

— звездообразное 192 

— компактное 484 

— нулевой 5$-протяженности 138 

— отображения предельное 160 

Модуль линейного отображения 75 

— формы 89 


Направление ориентированного под- 
пространства 75 

Неравенство Шварца 72, 474 

Норма 472, 474 

— бемольная коцепи 45, 220 

— — цепи 45, 220 

— — — липшицевской 422 © 

— — — полиэдральной 45, 220 

— —0-норма 250 

— — А-норма 325, 326 

— — А-6-норма 333, 334 

— диезная коцепи 46, 226, 327 

— — формы 235, 328 

— — функции множества 445, 456 

— — цепи 46, 224, 327 

— — — полиэдральной 46, 
327 

— — р-норма 250 

— — А-норма 327 

— — R-p-Hopma 333 

— сдвиговая 346 

Нормы сопряженные 474 

Носитель коцепи 298, 331 

— формы 126 

— функции 507. 

— — множества 445 

— цепи 298, 331. | 

— — полиэдральной 216, 298 


224, 


Область полиэдральная 486 

— стандартная 141 

— — частичная 153 

Объем ориентированный 66 

— открытого множества 122 
Окрестность 485 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Отношение объемов 66 

— г-векторов 317 

Отображение 484 

— аффинное 480 

— взаимно однозначное 465 

— вырождающееся 486 

— гладкое, $-гладкое 85, 94, 107 

— изометричное 465 

— клеточно-аффинное 499 

— линейное 467 

липшицевское 91 

на 465 

регулярное 91, 160 

симплициальное 499 

симплициальное 499 

собственное 160 

— сопряженное, или дуальное, или 
присоединенное 469 

_ — АЮ-липшицевское 409 


Параллелепипед координатный 372 

— О-отличный 372 

— О-хороший 372 

П. в. (почти всюду) 514 

Период формы 203 

— — основной 43 

Плоскость, 
образию 33, 167 

— клетки 485 

— О-хорошая 363 

Подпространство аффинное 478 

— дополнительное 470 

— порождаемое множеством 466, 
479 

Подразделение 488 

— криволинейное 124, 488 

— регулярное 488 

— стандартное 489 

Показатель независимости плоско- 

_ стей 501 

Поливектор 54, 109 

— единичный 75 

— ориентированной 
симплекса 19, 114 

— простой, или разложимый 24, 65 

— цепи, бемольной или диезной 
308 

— — клеточной или полиэдральной 

> 416 | 

Поликовектор 55, 56 

— единичный 75 

— простой 65 

Полиэдр 486 

Полнота, р-полнота 177, 355 

Полунорма 472 . 


клетки ИЛИ 


касательная к много-- 
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_ Последовательность полная, р-пол- 


ная 356, 407 
— расширяющаяся. 340 
Поток 17, 36 
a слабый ‘предел 245, 329, 
Преобразование координат 93 
Проекция вдоль плоскости 174, 470 
— ортогональная 82 
Произведение векторное 27, 75 
— внешнее 22, 24, 61, 90 
— внутреннее 63 
— декартово 470, 498 
— скалярное 56, 71, 474 
— функций и коцепей 297, 331 
— — — цепей 271, 292, 330, 449 
— — — функций множества 434 
— ^-произведение 201, 384, 386, 
495 
— (^-произведение 389, 390, 391, 
- 496 | en 
Производная 85 
Пространство арифметическое 467 
— аффинное 476 
— банахово 481 
— векторное 466 
— гомологий 495 
— евклидово 481 
— — линейное 474 | 
— касательное многообразия 108 
— когомологий 495 
-— линейное 466' 
— ориентированное 65 
— полусопряженное 482 
— рефлексивное 482 
— сепарабельное 482 
— сопряженное 24, 468, 473 
Псевдомногообразие 503 
р-кривая 105, 108 
р-функция 106, 108 
р-а -последовательность 358 
р-а-симплекс 358 


Разбиение борелевское 428, 459 

— липшицевское 460 

— полиэдра 487 

— симплициальное (триангуляция) 
487 

— чистое 455 

Разложение единицы 127, 132, 509 

Размерность векторного. простран- 
ства 466 

— клетки 485 

— полиэдра 486. 

— цепи или коцепи 492 


526 


Расстояние 
484 — 

— — направлениями подпро- 
странств 82 

— — точками или векторами 473, 
474, 486 

Ребро клетки 486 

Р. к. м. (равномерно на компакт- 
ных множествах) 149 

г-вектор 54, см. Поливектор 

г-вектор-функция 279 

г-ковектор 56, см. Поликовектор 

г-форма 88 

Ю-расстояние 409 


между множествами 


Свойство, выполняющееся вблизи 
множества 192 

Сглаживание коцепи 247 

— функции 510 

ie в аффинном пространстве 
47 

— функции множества 454 

— цепи 218, 16 

Симплекс 486 

— вырождающийся 486 

— гладкий 152 

— ориентированный 491 

— О-отличный, О-хороший 
364, 368 

Система координат 33, 91, 107 

— — аффинная 480 

— — гладкая 91 

— — допустимая 165 

—- — криволинейная 91 

— — ортонормальная 92, 481 

Соединение 496 

Соответствие между цепями и 
функциями 262, 269, 279, 387 

—_- — — — — множества 447 

Спаривание линейных пространств 
471 

Степень мелкости комплекса 488 

— отображения 210 

— поливектора 54 

— поликовектора 56 

`— формы 88 

Сходимость 
множеств 121 

— слабая 245, 246, 329 

— функций 435 

Сумма прямая 470 


363, 


последовательностей 


Тензор альтернирующий 53 
Теорема де Рама 42, 201, 292 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Теорема о неявной функции 109 
— 06 обратной функции 97 

— Стокса 36, 134, 141, 153, 378 
— Уолфа 351, 367 

Тождество Лагранжа 26, 60 
Топология естественная 467, 479 
Точки зависимые, независимые 479 
Триангуляция 487 

— и-гладкая 175 


Угол между подпространствами 82 
Усреднение 510 


Фактор-пространство, 
странство-разность, 
странство-частное 470 

а ассоциированная с коцепью 


ИЛИ 
ИЛИ 


про- 
про- 


— бемольная 364 

— слабая 368 

в комплексе 316 

гладкая 88, 109, 134 

диезная 235, 328 

дифференциальная 26, 88 

замкнутая 42, 192 

измеримая 361 

— относительно плоскости 361 

компактная 284 

на многообразии 109 

нечетного рода 290 

производная 42, 148, 192 

регулярная 148, 151 

суммируемая 121 

элементарная 197, 316 

& -производная 192 

— -регулярная 191 

Формы эквивалентные 367 

Функционал ограниченный линей- 
ный 441 

Функция альтернирующая г-линей- 
ная 58 

— борелевская 427 

— — ступенчатая 431 

— гладкая, А-гладкая 85, 94, 

507 

диезная 222, 328, 508 

измеримая 514 

клеточно-непрерывная 507 

клеточно-постоянная 507 

локально суммируемая 507 

множества аддитивная 428 

— в точке атомная 446 


ПЕР TIP PL Ea 


107, 


Las 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Функция множества в точке, моле- Цепь непрерывная 48, 262, 279 


кулярная 446 — — на многообразии 288 
— — компактная 445 — открытого множества 325 
-— ограниченная линейная 473 — полиэдральная 14, 215 
— ограниченной вариации 268 — сдвиговая 346 
— суммируемая 507 Циркуляция 17, 35 


— характеристическая 434 
— г-направления 369 


Часть цепи в множестве 451 
— — меньше Т 273 
Центр клетки 486 


Цепь алгебраическая 492 

бемольная 46, 217, 325 Шар 485 
в точке, атомная 309 

гладкая 286 


Phi ted 


диезная 46, 225, 327 Якобиан 30, 95 
клеточная 115 — алгебраический 30, 96 
компактная 298, 331 Ядро гомоморфизма 465 
лебеговская 387 — клетки 485 

— липшицевская 406 — открытое 484 


молекулярная 309 
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. Множества нулевой $-протяженности ........... 
. Теорема Стокса для стандартных областей. ........ 
‚ QROMARATORRETEG ТОО. i455 + 3 2 eS & ele es 
. Регулярные формы в евклидовом пространстве ...... 
. Регулярные формы на гладких многообразиях....... 
. Теорема Стокса для стандартных многообразий ...... 
. Повторный интеграл в евклидовом пространстве. .... . 


ТУ. Гладкие многообразия... еее еее. 
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А. Многообразия в евклидовом пространстве. ..... . 


‚ SOOPEMS 0 ВОО 4 cn ek ww ee ннаа 


ПОМИЗЕТНЫЙ СЛУЧАИ 5 « 5 6 a % wh 4K oe ная 


. Разделение подмножеств пространства Е"......... 
‚ Регулярная аппроксимация ... wt а 
. Доказательство теоремы 1A, М компактн0о........ 


Допустимые системы координатв М ........... 
Доказательство теоремы 1 A, М не компактно....... 
Локальные свойства многообразия М в пространстве Е". . 
© я напраневанх в =" , селе eed wd eu 


. Окрестность многообразия М в пространстве Е ..... 
‚ НРОСКЦИЯ BAGH HAQCKOCIN „ооо еньна 


В. Триангуляция многообразий. (............ 


‚ Теорема O.TOUANTYAMOUN. 2 <5 огонь ны 
» ПЗОВОСОЕ ПОТ ЛЬТВ «4 6.4 4 2% we 4 Ae ee ew 
ПН зоо наи 2G ee 608 4 es 
. Линейные комбинации векторов-ребер симплексов 

. Величины, используемые в доказательстве. ........ 
БОНЫ Буи 444 GAS ооо но нонь 
НЕ = о ол соло ла 
. Пересечения многообразия М с 4" ..... 1... eee 
№. о Е Ga eee ee ee 
‚ Вложение самилекоов BM 4.4 es ce ewe ew 
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‚ Доказательства теоремы cg cg te ee 


С. Когомологии в многообразиях . „еее... 


‚ PPOryUNPNMe ФОРМЫ къ зо нь ака 


Замкнутые формы в звездообразных множествах ..... 


‚ ПРОДОЛЖЕНИЕ ФОРМ . сеансы 
‚ SRGMEHTADEME БОБЫ занесено 
. Некоторые замкнутые формы являются производными... 
. Изоморфизм колец когомологий . „еее. 
Е ПЕ ВИО ВОЙ. они соо фо ьа 
WINBADMANY ОШО . ао оное eo 
. О гладких отображениях многообразий .......... 
. Другие выражения для инварианта Хопфа......... 
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‚ Полиэдральные ЦЕ 44 4 & 4 
. Масса полиэдральных цепей . 

. Бемольная норма 

. Бемольные коцепи 


Примеры 


. Диезная норма 

. Диезные коцепи ее А 

. Характеризация норм ........... 
. Алгебраический критерий для поликовекторов 
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. Слабая сходимость Е ь 
. Некоторые связи ев пространствами ‘цепей и коцепей 

. р-нормы . Е 9 Е ae a ee ee 
‚ Лаб MOTION « 4 5 so ws as : 

. Сепарабельность пространств цепей . 

. Несепарабельность пространств коцепей. . 


УГ. Некоторые связи между цепями и функциями 


— 


ооо bw we 


. Непрерывные цепи на действительной MpAMOH. . ‘ 
. Нульмерные цепи в £1, сы ыы ограничен- 


ной вариации . 


. Умножение нульмерных цепей Ha диезные ‘функции Е 


Часть цепи конечной массы... ‘ 
Функции ограниченной hy sim B ‘El, ‘определяемые нуль- 
мерными цепями im. ae shoes ae 
Некоторые теоремы анализа .. 

Непрерывные г-мерные цепи в Е". 

О компактных коцепях Е 


ь Граница TAARKON ЦЕПИ. „окно ь ee ae 
. Непрерывные цепи на гладких многообразиях очен 


УП. Общие свойства цепей и коцепей ............. 
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. Умножение цепей на диезные функции 


Умножение коцепей на диезные функции 


. Носители цепей и коцепе......... 


О некомпактных цепях 
О полиэдральной, аппроксимации. 
r-BeKTOp г-мерной цепи . a 


. Диезные цепи в точке ке» 

. Множество молекулярных цепей всюду плотно .. 

. Бемольные г-мерные цепи в Е”-* равны pan 

. Бемольные коцепи в комплексах ‘ аа ee 
. Элементарные бемольные коцепи в комплексе. ...... 
. Теорема 06 изоморфизме ‚и... с... 
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VIII, Цепи и коцепи в открытых множествах . 
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Цепи и коцепи в а множествах; и свой- 


ства .. . 


Цепи и коцепи в открытых множествах; ` дальнейшие. свой-. 
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‚ Свойства массы wa 
Об открытых множествах, ‘которым принадлежит цепь asta 

. Одно представление для бемольных цепей. . wis tis 

. Одно представление для диезных цепей. 


Часть третья 


ЛЕБЕГОВСКАЯ ТЕОРИЯ 


Х. Бемольные коцепи и дифференциальные формы 
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. п-мерные коцепи в № .... 
. Некоторые свойства полноты . 


Свойства проекций .... 
Элементарные свойства функции Dy(p, a) 


г-форма, определяемая г-мерной бемольной коцепью . 


. Бемольные г-формы. ... ка" 
. Бемольные г-формы и бемольные г- мерные коцепи ‘ 
. Бемольные функции Г-направления.. ... ‘ 

. Бемольные формы, определяемые компонентами. . . 
. Аппроксимация ковектора DX (р) с помощью X-a/| >|. 


. Дифференцируемость липшицевских ieee 
. О внешнем дифференциале r- pepe or 

. О средних г-форм...... rr 

. Произведения коцепей 

. Лебеговские цепи. 

. Произведения коцепей и. цепей 

. Произведения и слабые пределы 

. Характеризация произведений. 


Х. Липшицевские отображения .............. 
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. Аффинная аппроксимация липшицевских отображений . 
. Аппроксимация на ребрах симплекса........ 
. Аппроксимация якобиана ........... 


Объем и аффинная аппроксимация. на 
Лемма о непрерывности. ..... 
Липшицевские цепи. а 

Липшицевские отображения открытых множеств, 
Липшицевские отображения и бемольные коцепи 


. Липшицевские отображения и бемольные формы 
. Липшицевские отображения и диезные функции. 
. Липшицевские отображения и произведения. . . 
. О бемольной норме липшицевских цепей... 
. Деформации цепей . аа киа 


XI. Цепи и адлитивные функции множества . 


Приложение I, Векторные и линейные пространства . 
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О конечномерных банаховых пространствах . ; 
2. Аддитивные функции множества со значениями в вектор- 


ном пространстве . 


ПРИЛОЖЕНИЯ 


Векторные пространства... 
Линейные отображения . 
Сопряженные пространства 


. Прямые суммы, дополнения . 


Фактор- пространства ..... 


Абстрактные гомологии 


. Спаривание линейных пространств. 
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. Нормированные линейные пространства : 
. Евклидовы линейные пространства 
. Аффинные пространства . 

. Барицентрические координаты . 
.Аффинные отображения... . 
. Евклидовы пространства . ; 

. Банаховы пространства .. . 

. Полусопряженные пространства . 


. Интегралы со значениями в векторном пространстве . 
Умножение функций множества на функции точки 

. Связь между функцией множества и ее вариацией 

. О положительных линейных функционалах 
Об ограниченных линейных функционалах . 
. Линейные функции диезной г-формы 
. Диезная норма г-вектор-функций множества 
. Молекулярные функции множества 
. Диезные цепи и функции множества : 
. Умножение цепей на ограниченные борелевские функции ь 
. Часть цепи в борелевском множестве. poe ‘ < 
. Цепи и функции точки ь 
. Характеризация диезной нормы . 
. Представление диезной нормы . 
. Другие представления диезной нормы . 


Приложение Il. Подготовительные сведения из о и TONO- 
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. Клетки, симплексы ..... 
. Полиэдры, комплексы. 

. Подразделения 


. Стандартные подразделения | 


Ориентация. .... 

Цепи и коцепи Л 
Граница и кограница .... 
Гомологии и когомологии. . 


. Произведения в комплексе . 
ee и... .. 
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11. Подразделения цепей .. ; 
12. Декартово произведение клеток . 

13. Отображения комплексов .. 
14. Некоторые свойства плоскостей . 


15. Отображения So псевхомногообразий BN- мерное про- 


странство . 


16. Смещение триангуляции ‘простр 


Приложение Ш. Подготовительные сведения из анализа. 
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Указатель символов . 
Предметный указатель 
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. Существование некоторых я а 
. Разложения единицы 

. Сглаживание функций посредством усреднения 
. Теорема Вейерштрасса об аппроксимации . 

. Лебеговская теория. а юж 

. Пространство [1 
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